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D,’i+yD,i  = Bï,  D?«  — ~ = 
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(A  -H  A'x-t-  A "y)(xdy  — ydx)  — (B  -t-  B'x  -f-  B "y)dy 

-f-  (C  4-  C'x  4-  Cy)  dx  = o. 

— Intégration  de  l’équation 

dx  « 

_____________________ _ __ _____ _ __ __ ___ _ _ _ ___  « 

l/a0x44-a1xî  4-tf,x’  -f-  «jx4-  â4 

dy 

a 0y*-+-  a, y 3 y-a,y'-V-  ajr  4-  aK 

t ** 
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y = C,  Y,  + C,Y,  + Ci  Yj  -4- . • . -+-  C,  Y,  -I-  y t , 

Y = C, Y,  -l-  C,  Y,H-  C3  Yj+.  ..4-  C,Y„. 

— Analogie  entre  les  équations  différentielles  linéaires  et  les 

T.  ii.  • . • • t> 
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d;  r-t- 


A'  DT*r  *•...+ 


a -+-  bx 


(a  -t-  bx)" 


X. 
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d'y  + 


a ydx' 


(br*  -J-  c -4-  adx  -f-  ex*)*' 
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zDr/+  D,zD7,/-4-  D]zD7„/  . . .+  d;sD/»)/=o.  * 

— Intégration  des  équations  simultanées • 

D/x  =D,R,  Dîy  = Dr  R , D]z  — D,R 

— Méthode  d’élimination  applicable  aux  deux  équations 

M. D™^  + M3D7'-r  4-.  . = Tl, 
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I INTRODUCTION. 


En  livrant  enfin  au  public  le  premier  volume  des 
Leçons  de  Calcul  intégral,  dont  l'impression  a été 
commencée  en  1 8^  i , j’ai  d’abord  à rendre  raison 
d’un  si  long  retard. 

Deux  causes  principales  peuvent  me  servir  d’ex- 
cuse, et  me  justifient,  je  crois,  pleinement  : la  pre- 
mière sera  rendue  évidente  par  la  publication  même 
de  ce  volume;  pour  la  seconde,  ceux  qui  ne  me* 
connaissent  pas  voudront  bien  inc  croire  sur  parole. 

Quand  les  Leçons  de  Calcul  différentiel  parurent, 
elles  étaient  l'expression  vraie  de  l’état  de  la  science; 
on  a même  bien  voulu  reconnaître  que,  sur  quelques 
points  importants,  j’entrais  dans  une  voie  nouvelle. 
Je  voulais  qu’il  en  fût  de  même  des  Leçons  de  Calcul 
intégral ; mais  en  prenant  cette  détermination,  j’avais 
mal  apprécié  le  fardeau  que  je  m’imposais;  j’ai  cru 
un  instant  qu’il  serait  au-dessus  de  mes  forces,  je 
n’ai  pu  arriver  au  terme  qu'avec  une  excessive  len- 
teur et  do  trop  pénibles  efforts. 
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Pendant  que  le  Calcul  différentiel  restait  station- 
naire, le  Calcul  intégral  faisait  d'immenses  progrès 
et  changeait  presque  de  face,  à tel  point  que  j ai  con- 
servé quelques  feuilles  à peine  du  manuscrit  auquel 
je  travaillais  depuis  plusieurs  années,  et  dont  l’im- 
pression aurait  pu  s’achever  en  quelques  mois.  Une 
ère  nouvelle  semblait  s’ouvrir:  des  difficultés,  jus- 
que-là inabordables,  trouvaient  une  solution  facile; 
les  limites  devant  lesquelles  Euler,  Lagrange,  La- 
plaçe,  Legendre,...  avaient  été  forcés  de  s’arrêter, 
étaient  reculées  bien  loin.  Un  grand  nombre  de 
géomètres,  MM.  Cauchy,  Liou ville,  Sturm,  Binet, 
Lamé,  Catalan,  Blanchet,  I Bertrand  en  France; 
MM.  Gauss,  Jacoby,  Lejeune-Dirichlet,  Richelot 
en  Allemagne;  M.  Lobatto  dans  les  Pays-Bas; 
MM.  * Ostrogradzky  et  Bouniakowsky  eu  Russie; 
M.  Tortolini  à Rome,  rivalisaient  d’activité  et  de 
bonheur.  Les  Recueils  scientifiques,  si  multipliés 
aujourd’hui,  m apportaient  chaque  semaine  plu- 
sieurs Mémoires  à étudier,  des  théories  plus  géné- 
rales et  plus  simples  à exposer,  des  applications 
heureuses  à développer,  etc.,  etc.  : c était  toujours 
me  condamner  à de  nouvelles  études,  et  m’impo- 
ser une  rédaction  nouvelle.  M.  Cauchy  a publié , 
à lui  seul  dans  cet  intervalle,  plus  de  quatre-vingts 
Notes  ou  Mémoires  sur  le  calcul  intégral,  que  j'ai 
dû  analyser  au  moins  dans  ces  Leçons. 

Pour  suivre  sans  trop  de  retards  un  mouvement 
si  rapide , j’aurais  eu  besoin  de  beaucoup  de  temps  : 
j’aurais  dû,  me  soustraire  à toute  autre  occupation  ; 
faire  des  Mathématiques  l’objet  exclusif  de  mes  tra- 
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vaux;  mais  un  prêtre  ue  peut  pas  échapper  à une 
autre  sorte  de  mouvement,  qui  trop  souvent  l’em- 
porte, et  doit  l’emporter  malgré,  lui. 

11  est,  pour  ainsi  dire,  un  homme  public;  il  se 
doit  à tous,  car  tous  ont  des  droits  au  ministère  si 
multiple  qui  lui  a été  confié.  Établi  de  Dieu  pour 
soutenir,  relever,  encourager  et  consoler,  il  ne  peut 
rester  insensible  aux  gémissements  de  I infortune, 
du  repentir  ou  de  la  douleur:  il  faut  qu  il  lutte  con- 
tre l’égoïsme,  si  commun  de  nos  jours,  contre  l’in- 
différence religieuse  qui,  dans  ces  temps  de  peu  de 
foi,  règne  trop  en  souveraine  autour  de  lui:  il  essaye- 
rait en  vain  de  se  rendre  étranger  aux  charitables 
entreprises  dont  le  succès  peut  dépendre  de  son 
concours. 

J'ai  souvent  résisté  à ce  noble  eutraînemèut , mais 
plus  souvent  j’ai  été  forcé  de  céder  : je  ne  me  repen- 
tirai jamais  d une  faiblesse  qui  fait  ma  gloire.  I.a 
Providence  a béni  ma  coopération  à quelques 
grandes  œuvres  qui  contribueront  puissamment , je 
l'espère,  à la  moralisation  et  au  soulagement  des 
classes  ouvrières. 

Il  fallait  s’arrêter  cependant,  car  les  droits  évi- 
dents de  l'homme  honorable  qui  a bien  votdu  sup- 
porter les  frais  de  cette  lourde  publication;  car  lès 
justes  réclamations  des  nombreux  acheteurs  fle  mou 
premier  volume,  de  ceux'surtoltt  qui,  plus  bienveil- 
lants encore,  avaient  votdu  qu’on  lotir  livrât  d’avance 
les  premières  feuilles  des  Leçons  de  Calcul  intégral; 
car  les  bienveillants  reproches  des  savants  qui  m’ho- 
norent de  leur  estime  et  de  leur  amitié,  me  rappc-- 
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laient  trop  vivement  l’obligation  de  rigoureuse  jus- 
tice qui  pesait  sur  moi. 

Je  ne  pouvais  me  faire  illusion  plus  longtemps. 

Il  fallait  rompre  avec  cet  entraînement,  tout  noble 
et  tout  saint  qu’il  fût;  il  fallait  m’arracher  même 
aux  bras  de  ces  milliers  d’ouvriers  qui  m’ont  fait  de 
si  touchants  adieux;  il  fallait  fuir  jusqn’à  mes  meil- 
leurs amis,  et  me  cacher  dans  une  solitude  profonde. 

. ^ Je  l’ai  fait. 

'Li,  topt  entier  à Dieu  et  à moi,  j’ai  repris  avec 
courage  d’arides , mais  chères  études , et  me  suis  ef- 
forcé d’arriver  à remplir,  dans  le  plus  court  délai , 
les  engagements  de  justice  et  d honneur  que  j avais 
contractés. 

% 

Voilà  le  secret  de  cette  longue  retraite  de  six 
mois  qui  a succédé  tout  à coup  à une  vie  active,  à 
une  présence  de  tous  les  jojurs;  retraite  que  chacun 
s’esi  efforcé  d’expliquer  à sa  manière  aux  dépens  de 
i la  vérité,  et  quelquefois  même  de  la  charité  ; re- 
traite qui  a compromis  mon  avenir,  où  j’ai  ren- 
contré des  chagrins  que  je  ne  maudis  point,  que  je 
bénis  au  contraire , car  le  seul  bonheur  de  l’homme 
ici-bas  est  l’accomplissement  de  son  devoir,  au  prix , 
s’il  le  faut,  de  tous  les  sacrifices. 

Voilà  la  vérité , je  la  devais  à mes  lecteurs  et  à 
moi-même.  J’arrive  maintenant  à la  partie  techni- 
que de  cette  introduction.  ' 

J’avais  annoncé  que  les  Leçons  de  Calcul  intégral 
ne  dépasseraient  pas  un  volume,  mais  je  n'ai  pas 
tardé  à reconnaître  qu’un  pareil  engagement  entraî- 
nerait une  impossibilité  absolue.  Pour  me  renfermer 
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dans  des  limites  si  resserrées,  j’aurais  dû  me  condam- 
ner à publier  un  ouvrage  tout  à fait  incomplet.  C’eût 
été  mal  servir  les  intérêts  de  la  science  et  mécon- 
naître ses  progrès. 

Le  grand  Traité  de  Lacroix  a vieilli  et  n’est  pas 
encore  remplacé  : je  n’ai  pu  supporter  la  pensée 
que,  de  longtemps  peut-être,  les  amis  si  nombreux 
des  sciences  mathématiques  ne  pourraient  qu’avec 
beaucoup  de  fatigues  et  de  dépenses,  s’initier  aux 
travaux  remarquables  des  géomètres  modernes, 
étudier  leurs  savantes  théories. 

Une  considération  bien  simple  m’a  encore  frappé: 
si  en  1 8 1 1 les  Traités  élémentaires  de  Calcul  iuté- 
gral,  celui  de  Dubourguet  par  exemple,  compre- 
naient un  volume  de  cinq  cents  pages,  n’est-il  pas 
tout  naturel  qu’en  18447  après  tant  de  découvertes 
et  de  difficultés  vaincues,  cet  espace  soit  presque 
doublé  ? 

1)  fallait  dpnc  deux  volumes  : j’aurais  voulu  du 
moins  que  le  premier  renfermât  le  Calcul  intégral 
propi'ement  dit,  c’est-à-dire  l’intégration  des  ex- 
pressions différentielles,  des  équations  différentielles 
ordinaires  et  aux  dérivées  partielles;  mais  c’était 
trop  encore.  Le  volume,  tel  que  je  l'avais  conçu, 
avait  soixante-deux  feuilles,  plus  de  mille  pages; 
j’ai  été  forcé  d’adopter  une  division  différente. 

Je  renvoie  forcément  à la  seconde  partie  de  ces 
Leçons  l’intégration  des  équations  aux  dérivées  par- 
tielles, les  applications  analytiques  et  géométriques  • 
qui  dépendent  de  l’intégration  des  équations  différen- 
tielles, le  calcul  des  variations,  l’application  du  cal- 
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cul  des  résidus  au  calcul  intégral , le  calcul  inverse 
aux  différences  finies,  la  théorie  des  fonctions  ellip- 
tiques, etc.,  etc.  ; enfin,  une  table  analytique  très- 
détaillée  dans  laquelle  j’indiquerai,  avec  la  plus  scru- 
puleuse exactitude,  la  part  qui  revient,  dans  cet 
ouvrage,  aux  géomètres  dont  j’ai  étudié  les  travaux, 
l’auteur  véritable  de  chaque  théorie,  de  chaque 
application  importante,  les  sources  où  j'aurai 
puisé,  etc.,  etc. 

Si  dans  le  texte  de  ces  Leçons  j’ai  paru  éviter 
les  détails  historiques,  c’est  que  j’ai  craint  de  nuire 
à la  clarté  et  à l’ensemble  des  démonstrations.  Je  de- 
mande qu’on  me  le  pardonne;  bientôt  je  rendrai  à 
tous  pleine  justice:  on  ne  me  verra  jamais  disputera 
qui  que  ce  soit  la  gloire  qui  lui  est  due. 

Je  dois  compte  aussi  à mes  lecteurs  de  la  méthode 
que  j’ai  adoptée.  Dans  la  préface  de  l’ouvrage  qui  a 
pour  titre  : Traité  élémentaire  de  la  Théorie  des 
Jonctions  et  du  Calcul  infinitésimal,  M.  Cournot, 
inspecteur  général  des  études,  m attaque  sans  me 
nommer.  Il  me  reproche  une  prédilection  trop  ex- 
clusive pour  la  manière  d’un  maître;  une  sobriété 
trop  grande  de  considérations  philosophiques. 

Je  n’accepte  pas  le  premier  de  ces  reproches;  je 
suis  heureux,  au  contraire,  d’avoir  mérité  le  second. 

J’ai  une  prédilection  évidente  pour  la  manière  de  - 
M.  Cauchy,  j’en  conviens.  Cette  prédilection  est  lé- 
gitime, je  l’ai  justifiée,  dans  l’introduction  aux  Leçons 
de  Calcul  différentiel,  par  des  preuves  surabondan- 
tes, et  ceux  qui  voudront  bien  étudier  ce  nouvel  ou- 
vrage reconnaîtront  nécessairement  que,  pour  le  Cal- 
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cul  intégral  comme  pour  tant  d’autres  branches  des 
sciences  mathématiques  et  physiques,  la  gloire  du 
progrès  appartient  surtout  à l’illustre  géomètre  dont 
je  suis  l’élève  et  l’ami.  Mais  cette  précfilcctiou,  n’est 
pas  exclusive,  bien  au  contraire.  Je  n’adopte,  en  la 
modifiant,  la  rédaction  de  M.  Cauchy  qu'autant  que 
jéne  trouve  pas  ailleurs  des  théories  plus  générales, 
des  démonstrations  plus  simples.  Toutes  les  fols  que 
plusieurs  méthodes  également  rigoureuses  et  élé- 
gantes conduisent  à la  solution  d’une  question  impor- 
tante, je  les  mets  toujours  en  présence,  et  si  M.  Cour- 
not  veut  bien  comparer  quelques-unes  de  ces-  Leçons 
aux  chapitres  correspondants  de  son  ouvrage,  les 
Leçons,  par  exemple,  sur  l'intégration  des  équa- 
tions différentielles  linéaires,  il  regrettera  Paccus»-  , 
tion  qu  il  a trop  légèrement  portée  contre  moi*.  * 

Quand  il  fut  reconnu  que  le  puissant  génie  de 
Raphaël  avait  presque  dépassé  les  limites  du  pos- 
sible, qu’à  la  perfection  incomparable  du  dessitr,  à 
la  finesse  et  à la  fermeté  du  pinceau , au  naturel  et  à 
la  pureté  du  coloris,  il  joignait  le  sentiment  le  plus 
exquis  du  beail,  ses  chefs-d’œuvre  devinrent  dès  lors 
les  modèles  par  excellence,  sa  manière  fut  imposée 
au  monde.  Ce  qui  n'empêche  pas  que  les  artistes 
consciencieux  doivent  s’efforcer  d’imiter  du  Poussin  * 
la  belle  ordonnance  de  ses  tableaux,  de  Rubens  l’é- 
clat du  coloris,  de  Valentin  la  science  profonde  du 
clair  obscur,  de  Murilloie  mouvement  et  la  vie,  du 
Guide  ses  airs  de  tête  si  pleins  d’expression  , ete.,  etc. 

C’est  la  règle  que  j’ai  suivie  dans  le  domaine  bien 

plus  aride  des  mathématiques.  • 

1 «*’  • 

• * / 
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J’ai  dit  que  j’acceptais  sans  excuse  le  second  re- 
proche. Plus  que  tout  autre,  peut-être,  je  devais 
aimer  les  discussions  philosophiques.  Initié  par  mon 
éducation,  par  mes  études,  et  par  l’enseignement  de 
la  théologie,  à toutes  les  subtilités  de  l’école,  j’avais, 
suivant  l’expression  de  M.  Couruot,  acquis  le  droit 
dé  faire  ma  métaphysique  ; je  ne  l’ai  pas  voulu.  J’ai 
repoussé  bien  loin  ces  considérations  trop  abstraites 
sur  les  infiniment  petits  qui  viennent  s’abîmer  dans  la 
question  éternellement  agitée  de  la  divisibilité  de  la 
matière  à l’infini,  et  sur  lesquelles  on  ne  sera  jamais 
d accord.  J'ai  renoncé  même  à ces  comparaisons  entre 
les  diverses  méthodes  qui  peuvent  faire  le  sujet  de 
quelques  développements  oraux,  mais  qui  doivent 
être  bannies,  je  le  crois,  d’un  Traité  classique,  parce 
qu  elles  jetteut  sur  les  principes  fondamentaux  une 
obscurité  à laquelle  l’élève  n’échappe  presque  jamais. 
J’ai  même  vu  qu’il  y avait  quelque  danger  à dire  trop 
tôt,  comme  je  l’ai  fait,  que  le  grand  Euler  regardait 
comme  essentiellement  milles  les  différentielles  dont 
M.  Cauchy  fait  des  quantités  finies,  parmi  lesquel- 
les il  trouve  même  une  unité.  Ces  'considérations 
métaphysiques,  ces  comparaisons  délicates  feront 
naturellement,  il  me  semble,  la  matière  d’un  ou- 
vrage à part  dont  j’ai  rédigé  plusieurs  chapitres,  et 
que  je  publierai  s’il  se  présente  une  occasion  favo- 
rable. Je  montrerai  aussi,  dans  ce  petit  Traité,  l'im- 
mense parti  qu’on  peut  tirer  de  la  méthode  infini- 
tésimale géométrique.  Mais  dans  ces  Leçons  d’ana- 
lyse pure  je  n’ai  dû  chercher  qu’une  chose,  la  sim- 
plicité et  la  rigueur  des  démonstrations. 
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Me  sera-t-il  permis  de  croire  qu’avec  l’aide  si  puis- 
sant de  M.  Cauchy,  j’ai  fait,  sous  ce  rapport,  beau- 
coup plus  que  ceux  qui  m’ont  précédé  ? Je  n’essayerai 
pas  de  le  démontrer  par  une  comparaison,  cependant 
facile,  de  mes  Leçons  avec  des  Traités  estimés,  celui 
deM.  Cournot  par  exemple. 

Je  passe  à des  considérations  plus  importantes  sur 
la  marche  que  j'ai  suivie. 

J’ai  cru,  avec  M.  Cauchy,  qu’on  ne  pouvait  expli- 
quer nettement  la  dénomination  et  le  but  du  Calcul 
intégral , rendre  raison  de  ses  notations  fondamen- 
tales, et  de  sa  liaison  avec  le  Calcul  différentiel, 
qu’en  ptfrtant  de  l’intégrale  définie,  que  je  considère 
comme  la  limite  vers  laquelle  converge  indéfiniment 
la  somme  des  valeurs  infiniment  petites  que  prend 
la  différentielle  quand  on  passe  par  degrés  insensibles 
d’une  première  valeur  réelle  et  finie  jc0,  à une  se- 
conde valeur  réelle  et  finie  X.  J’arrive  plus  tard  à 
l’intégrale  indéfinie , dont  l’existence  est  ainsi  rigou- 
reusement démontrée,  indépendamment  des  consi- 
dérations géométriques  auxquelles  ou  est  forcé  au- 
trement de  recourir.  •> 

M’éloignant  ensuite  de  la  marche  suivie  par 
M.  Cauchy,  et  pour  ne  pas  effrayer  dès  le  début , je 
renvoie  à la  sixième  Leçon  la  recherche  plus  aride 
et  plus  difficile  des  intégrales  définies.  Les  quatre 
Leçons  qui  précèdent  ont  pour  objet  l’exposition 
plus  facile  des  méthodes  d’intégration  indéfinie. 

Lorsque  la  fonction  sous  le  signe  / cesse  d’être 
finie  et  continue,  et  quelquefois  aussi  lorsque  les 
limites  de  l’intégrale  deviennent  infinies,  l’iutégrale 
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définie  peut  devenir  infinie  ou  indéterminée  : sou- 
vent cette  indétermination  n'est  qu’apparente,  et  l’in- 
tégrale n’a,  en  réalité,  qu'une  valeur  unique  et  finie: 
souvent,  au  contraire,  l’indétermination  est  réelle, 
et  l'intégrale  a une  infinité  de  valeurs  ; mais , parmi 
ces  valeurs,  il  en  est  une  plus  remarquable  que  les 
autres,  et  que  M.  Cauchy  a désignée  sous  le  nom  de 
valeur  principale  : enfin  l’intégrale  indéfinie,  qui  est 
en  général  très-petite  lorsque  les  limites  sont  très- 
rapprochées,  peut,  lorsque  la  fonction  sous  le  signe 
f cesse  d’être  continue,  acquérir  une  valeur  finie,  et 
devenir  alors  ce  qu’on  appelle  une  intégrale  définie 
singulière. 

Ces  particularités  importantes  font  l’objet  des 
sixième  et  septième  Leçons.  La  théorie  des  intégrales 
singulières  est  très-féconde;  elle  fournit  la  valeur 
d’un  grand  nombre  d’intégrales  qu’il  serait  difficile 
de  calculer  autrement  ; elle  conduit  même  à des  for- 
mules générales  propres  à la  détermination  des  inté- 
grales définies. 

U est  encore  une  autre  remarque  dne  à M.  Cauchy, 
et  qui  l’a  conduit  à des  résultats  vraiment  inattendus. 
Les  expressions  obtenues  par  une  double  intégra- 
tion peuvent  différer  l’une  de  l’autre  et  dépendre 
de  l’ordre  des  intégrations  lorsque  la  fonction  de 
deux  variables,  placée  sous  le  double  signe  ff,  ou  ses 
dérivées,  cessent  d’être  finies  et  continues  : la  neu- 
vième Leçon  apprend  à calculer  cette  différence, 
dans  le  cas  même  où  la  fonction  sous  le  signe  ff  est 
imaginaire. 

J’ai  peine  à comprendre  que  eettp  remarque  im- 
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portante  soit  encore  si  peu  connue,  et  que  tous  les 
jours  des  géomètres  exercés  se  permettent  d’interver- 
tir l’ordre  des  intégrations  sans  s’assurer  d’avance 
que  cette  inversion  est  possible.  Beaucoup  de  démons- 
trations deviennent  par  là  tout  à fait  incomplètes. 

Pour  habituer  les  élèves  au  calcul , et  les  mieux 
préparer  à une  étude  plus  approfondie  des  intégrales 
multiples,  j’ai  appliqué  les  théories  qui  précèdent  à 
la  résolution  des  trois  grands  problèmes  de  la  recti- 
fication  des  courbes  planes  et  à double  courbure, 
de  la  quadrature  des  surfaces  planes  et  courbes  , de 
la  cubature  des  solides.  J'ai  consacré  quatre  Leçons 
à ces  applications  fondamentales,  que  M.  Cauchy  a 
traitées  avec  une  rare  élégance.  Une  Note  intéres- 
sante de  M.  Tortolini,  publiée  dans  le  Gionarle 
arcadicOj  m’a  fourni  la  matière  de  la  douzième  Le- 
çon. Le  géomètre  italien  résout  avec  adresse  ce  pro- 
blème : Étant  donnée  la  relation  qui  existe  entre 
l’arc  d’une  certaine  courbe  et  l’une  des  coordonnées 
de  son  extrémité,  trouver  l’équation  tle  cette  courbe. 
J’ai  appliqué  avec  lui  sa  théorie  à quelques  exem- 
ples bien  choisis,  et  dans  lesquels  le  calcul  s’achève. 

J’ai  repris  dans  la  seizième  Leçon  le  problème  de 
la  quadrature  des  surfaces  et  delà  cubature  des  so- 
lides sous  un  point  de  vue  plus  général.  Cette  mé- 
thode nouvelle,  que  j’ai  rédigée  sur  des  Notes  de 
M.  Cauchy,  donne  non-seulement  la  surface  ou  le 
volume  compris  entre  certaines  limites,  mais  toute 
autre  quantité  assujettie  à croître  ou  à décroître  avec 
cette  surface  ou  ce  volume. 

Le  résumé  complet  des  travaux  des  géomètres 
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modernes  sur  la  réduction  des  intégrales  multiples 
commence  à la  dix-septième  Leçon.  Gomme  le  pro- 
cédé de  réduction  le  plus  fécond  repose  sur  une 
transformation  de  coordonnées  adroitement  choi- 
sies, j'ai  cru  qu’il  fallait,  pour  procéder  avec  ordre, 
donner  d’abord  des  notions  suffisantes  sur  les  systè- 
mes de  coordonnées  dont  les  géomètres  se  sont  ser- 
vis avec  le  plus  de  bonheur.  Je  considère  en  par- 
ticulier celles  que  M.  Lamé  a désignées  sous  le  nom 
de  coordonnées  elliptiques.  Dans  ce  système,  un 
point  quelconque  de  l’espace  est  considéré  comme 
l’intersection  de  trois  surfaces  du  second  degré  dé- 
pendantes chacune  d’un  paramètre  variable.  Ces 
surfaces  bomofocales  jouissent  de  propriétés  re- 
marquables que  je  rappelle  en  peu  de  mots. 

Ces  préliminaires  posés,  il  fallait  établir  la  formule 
générale  à l’aide  de  laquelle  on  effectue  dans  le  Cal- 
cul intégral  un  changement  de  variables.  Une  grande 
lacune  existait  à cet  égard  dans  les  Traités  même 
complets.  Je  me  suis  efforcé  de  la  combler.  Aux 
quelques  mots  que  l’on  trouvait  dans  les  ouvrages 
connus,  j’ai  substitué  deux  méthodes  rigoureuses 
empruntées  à MM.  Cauchy  et  Catalan  : je  regrette 
de  n’avoir  pas  pu  exposer  celle  de  M.  Jacobi,  mais 
elle  aurait  exigé  trop  de  développements. 

J’aborde  ensuite  directement  le  problème  de  la 
transformation  ou  de  la  réduction  des  intégrales 
multiples  les  plus  remarquables,  en  apprenant  à re- 
trouver un  certain  nombre  de  formules  données  par 
MM.  Cauchy,  Poisson,  Liouville,  Lamé,  Lejeune- 
Dirichlet,  Chasles,  Catalan,  Tortolini. 
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Les  procédés  suivis  par  MM.  Dirichlet  et  Catalan 
sont  surtout  remarquables.  Le  premier  de  ces  géo- 
mètres multiplie  l’expression  qu’il  s'agit  d’intégrer 
par  un  facteur  dont  la  valeur  soit  égale  à l’unité  dans 
l’étendue  que  les  intégrations  doivent  embrasser,  et 
qui  s’évanouisse  en  dehors  de  cette  étendue.  Le  se- 
cond s’appuie  de  considérations  géométriques  très- 
fines  qui  lui  permettent  de  substituer,  à un  élé- 
ment de  surface  ou  de  volume  difficile  à intégrer, 
un  autre  élément  équivalent,  mais  qui  est  tel  qu’on 
puisse  effectuer  immédiatement  une  ou  deux  intégra- 
tions. Des  considérations  analytiques  fort  simples 
étendent  cette  méthode  au  cas  d'un  nombre  quelcon- 
que de  variables, 

J’avouerai  sans  peine  que  je  me  suis  laissé  entraî- 
ner par  l’originalité  de  ces  recherches,  et  quelles 
occupent  une  trop  grande  place  dans  ces  Leçons. 
J’apporterai  pour  excuse  un  fait  qui  est  pour  moi 
une  donnée  de  l’expérience  : on  ne  peut  apprendre 
sérieusement  le  Calcul  intégral  qu’en  échappant  aux 
chemins  battus,  à la  routine  des  Traités  ordinaires, 
pour  suivre  les  maîtres  de  la  science  dans  les  voies 
nouvelles  qu’ils  parviennent  à se  frayer. 

La  méthode  de  réduction  de  M.  Dirichlet  re- 
pose sur  une  formule  très-féconde  donnée  d’abord 
par  Euler,  et  que  Poisson  démontra  le  premier  ri- 
goureusement, en  partant  de  l’intégration  d’un  sys- 
tème d’équations  simultanées.  C’était  un  chemin 
détourné  : je  nai  pu  me  résoudre  à renvoyer  à la 
seconde  partie  du  Calcul  intégral  la  recherche 
pénible  d’une  intégrale  définie  que  j’avais  employée 
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dans  la  première,  /ai  mieux  aimé  analyser  deux 
Mémoires  de  M.  Cauchy,  très-remarquables  et  trop 
peu  connus,  qui  ont  pour  titres  : l’un , Mémoire  sur 
les  intégrales  définies,  prises  entre  des  limites  imagi- 
naires; l'autre,  Recherche  d’une  formule  générale 
qui  fournit  la  valeur  de  la  plupart  des  intégrales 
definies  connues,  et  celles  d un  grand  nombre  d’au- 
tres. On  trouvera  d’ailleurs,  dans  cette  vingt-unième 
Leçon,  et  les  vraies  bases  du  passage  du  réel  à l’ima- 
ginaire, et  un  procédé  très-ingénieux  et  très-général, 
qui  conduit  à la  détermiuation  d une  multitude  d'in- 
tégrales définies.  J’ai  donné  comme  exemple  de  cette 
méthode  la  détermination,  par  la  curieuse  formule 
de  Wallis,  du  rapport  de  la  circonférence  au  dia- 
mètre. 

J’arrive  ensuite  à la  seconde  partie  du  Calcul  in- 
tégral ou  à 1 intégration  des  équations  différentielles, 
non  sans  regretter  de  n’avoir  pas  consacré  quelques 
Leçons  à l’intégration  des  expressions  différentielles 
à plusieurs  variables.  Marchant  sur  les  traces  de  tous 
les  auteurs  connus,  je  n ai  pas  assez  séparé  l inté- 
gration  d’une  expression  différentielle  de  lintégra- 
tion  des  équations  différentielles.  La  lecture  récente 
du  grand  Traité  que  M.  Raabe,  professeur  à Zurich, 
public  sous  ce  titre  : Die  differenzial  und  Intégral 
rechnung  mit  functionen  mehrerer  variabeln,  m’a 
donné  J’idée  de  quelques  Leçons  supplémentaires 
que  l’on  trouvera  dans  le  volume  suivant. 

Les  Leçons  vingt-deuxième,  vingt-troisième,  vingt- 
quatrième  et  vingt-cinquièraç  n’offrent  rien  de  bien 
uouveau. 
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.l’expose  dans  la  vingt-sixième  Leçon  la  méthode 
rigoureuse  à l’aide  de  laquelle  M.  Cauchy  démon- 
tre l’existence  d’une  valeur  propre  à vérifier  une 
équation  différentielle  du  premier  ordre,  et  ap- 
prend à calculer  cette  valeur  avec  un  degré  d’ap- 
proximation donné.  Cette  méthode,  qui  fut  un  grand 
pas  dans  la  science,  a été  imprimée,  mais  les  feuilles 
qui  la  contenaient  n’ont  pas  été  livrées  au  public; 
elle  est  par  conséquent  très-peu  connue. 

Dans  la  vingt-huitième  Leçon  j’apprends  à déter- 
miner la  limite  des  erreurs  que  l’on  peut  commettre 
en  calculant  par  le  procédé  dont  je  viens  de  par- 
ler les  intégrales  particulières  d’une  équaLion  diffé- 
rentielle du  premier  ordre. 

Les  solutions  singulières  ont  des  caractères  spér 
ciaux  à l’aide  desquels  on  peut  les  déduire  immé- 
diatement, avant  l’intégration,  de  l équation  diffé- 
rentielle donnée,  et  qu’Euler,  Lagrange,  Laplace, 
Poisson  avaient  tour  à tour  étudiés.  Ces  grands 
géomètres  avaient  essayé  de  démontrer  que  la  pro- 
priété caractéristique  des  solutions  singulières  était  de 
rendre  infini  ou  indéterminé  le  coefficient  différentiel 


— ; mais  cette  propriété  est  moins  générale  qu’ils  ne 

djr  ' 1 

l’avaient  cru,  et  la  démonstration  qu’ils  en  avaient 
donnée  dépendait  de  développements  en  séries  dont 
rien  ne  prouve  la  convergence:  on  verra  dans  la 
vingt-neuvième  Leçon  comment  M.  Cauchy  est  par- 
venu à définir  rigoureusement  le  caractère  propre  des 
solutions  singulières,  et  à les  séparer  des  intégrales 
particulières. 

En  outre  de  la  formule  de  Kiccuti,  ' j’ai  donné 


c. . 
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comme  applications,  dans  la  trente-unième  Leçon, 
l'intégration,  de  l’équation 

(A  -t-  A'x  4-  K"  y)(xdy  — ydx)  — (B  4-  B'x  4-  B " y)  dy 

— (C-+-  C'x-4-C "y)dx  = o, 

# 

traitée  récemment  par  M.  Jacoby;  et  celle  de  l'é- 
quation 

dx 

i/a„x>  -Ha»  x3  -+-  a.x1  4-  ajx  -I-  ak 

_ 

y/a„  y*  4-  a,  y3  4 -4-  flj/  4-  04 

que  j’intègre  par  diverses  méthodes. 

La  trente -deuxième  Leçon  a pour  objet  l’inté- 
gration des  différentielles  totales  du  premier  or- 
dre , renfermant  un  nombre  quelconque  de  varia- 
bles. On  y trouvera  une  transformation  élégante 
de  l’expression  Xdx  4-  Vdjr  4-  Z dz,  transforma- 
tion à l’aide  de  laquelle  on  met  immédiatement  en 
évidence  le  cas  où  ce  trinôme  est  une  différentielle 
exacte. 

J’étends,  dans  la  trente-troisième  Leçon , à un  sys- 
tème de  n équations  simultanées  du  premier  ordre,  à 
n 4-  1 différentielles,  ou  à n dérivées,  la  méthode  ri- 
goureuse d’intégration  déjà  appliquée,  dans  la  vingt- 
septième  Leçon,  à l’intégration  d’une  équation  du 
premier  ordre  à deux  variables.  Cette  Leçon  de 
M.  Cauchy,  entièrement  inédite,  111c  semble  tout  à 
fait  remarquable  par  son  élégante  simplicité. 

C’est  un  fait  digne  d’attention  qu’on'n’arrive,  dans 
le  Calcul  intégral,  à résoudre  les  grandes  difficultés 
qu’en  faisant  entrer  immédiatement  dans  le  calcul 
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les  valeurs  particulières  correspondantes  des  incou- 
nues  primitives,  et  des  inconnues  nouvelles,  ou,  ce 
qui  revient  au  même,  en  remplaçant  d’avance  les 
constantes  arbitraires  que  doit  introduire  l'intégra- 
tion par  les  valeurs  particulières  des  variables  et  de 
leurs  dérivées. 

On  remarquera  dans  la  trente-quatrième  Leçon, 
qui  traite  de  l’intégration  des  équations  linéaires  si- 
multanées du  premier  ordre,  la  méthode  simple  par  \ 
laquelle  on  complète  l’intégrale,  dans  le  cas  on  l’ém 
quation  que  M.  Cauchy  appelle  l’équation  caracté- 
ristique, et  dont  les  n racines  conduisent  aux  n in- 
tégrales cherchées,  offre  des  racines  égales. 

J’ai  cru  qu’en  traitant  de  l’intégration  d'une  équa- 
tion différentielle  d’ordre  quelconque,  je  ne  pouvais 
• me  dispenser  d’établir,  d’une  manière  rigoureuse, 
les  conditions  d’iutégrabilité  de  l’expression  diffé- 
rentielle d’ordre  n,  F(x,  y,  Dx^,.  . v,  Lexell, 

Lagrange,  Poisson  semblent  avoir  ignoré  qu’Euler 
avait  établi  non-seulement  que  la  condition 

DrF  — D,D/(F  -t-  DID7.F— ...=  o 

était  nécessaire,  mais  encore  qu  elle  était  suffisante. 
Les  méthodes  par  lesquelles  Lagrange,  Poisson  et 
M.  llertrand  ont  essayé  de  démontrer  la  formule  d’Eu- 
ler, indépendamment  du  calcul  des  variations,  ne 
sont  pas  pleinement  rigoureuses;  celle  que  j ai  sui- 
vie dans  ces  Leçons  m’a  été  communiquée  par 
M.  Jacques  Binet;  elle  est  à l'abri  de  toute  objee-  • 
lion  sérieuse. 

Je  recommande,  comme  plus  dignes  d’attention, 
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Içs  deux  Leçons  suivantes,  qui  traitent  des  propriétés 
générales  des  équations  linéaires  de  l’ordre  #i,  à coef- 
ficients variables  ou  constants,  avec  ou  sans  second 
membre.  Il  me  semble  que  j’ai  résumé  avec  clarté 
tout  ce  que  I on  a écrit  sur  ce  sujet.  .1  ai  exposé  avec 
soin  toutes  les  méthodes,  persuadé  que  c’était  une 
occasion  favorable  pour  initier  les  élèves  à la  ma- 
nière des  divers  géomètres,  et  aux  ressources  si  mul- 
tipliées de  l’analyse.  M.  Liouville,  dans  le  deuxième 
volume  de  son  Journal,  a revendiqué  pour  d’Alera- 
bert  la  gloire  du  procédé  d intégration  que  M.  Li- 
bri  s’était  attribué,  et  qui  repose  sur  cette  propriété 
fondamentale:  Si  l’on  connaît  ni  intégrales  particu- 
lières de  léquation  différentielle  linéaire  saus  se- 
cond membre,  on  pourra  toujours  ramener  l’inté- 
gration de  l équation  avec  second  membre  à Tinté-  • 
gration  d’une  nouvelle  équation  linéaire  d’ordre 
n — ni.  Je  n'ai  pas  été  peu  surpris  de  retrouver 
dans  un  auteur  trop  peu  connu,  Dubourguet,  toute 
cette  théorie,  et  jusqu'à  la  formule  par  laquelle 
on  exprime,  au  moyen  d’une  intégrale  multiple,  l’in- 
tégrale générale  de  l’équation  différentielle  linéaire 
avec  second  membre , en  fonction  des  n intégrales 
particulières  de  l’équation  sans  second  membre. 

Dans  la  trente-huitième  Leçou,  qui  a pour  titre  :.*♦ 
Intégration  de  quelques  équations  linéaires  de  l’or- 
dre n,  à coefficients  variables,  je  signalerai  surtout 
la  méthode  d'intégration  de  l équation 

DJ z — ni*  z = o, 

ou  de  léquation  de  Riccali , à laide  d’une  intégrale 
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définie,  méthode  que  M.  Wantzel  a communiquée 
récemment  cdmme  nouvelle  à 4 Académie  des  Scien- 
ces, et  que  j’ai  trouvée  dans  l’excellente  rédaction  des 
Leçons  de  M.  Câuchy  que  fit,  en  1817,  M.  Uugnot, 
actuellement  sous-inspecteur  des  études  à l’Ecole 
Polytechnique. 

Le  procédé  par  lequel  M.  Lobatto  intègre  les 
deux  équations 

D'jy  — xy  — o,  f K y -r-  abx’y  — o, 
est  aussi  fort  instructif. 

Enfin,  pour  rendre  plus  sensibles  les  théories  que 
j’ai  exposées,  pour  familiariser  avec  les  artifices  de 
calcul  par  lesquels  on  est  obligé  de  suppléer  sans 
cesse  à l’imperfection  des  théories  générales,  pour 
montrer  l’immense  parti  qu'on  peut  tirer  de  trans- 
formations habilement  devinées,  pour  mieux  faire 
connaître  l’état  actuel  de  la  science,  j’ai  cru  néces- 
saire de  passer  en  revue  rapidement  les  diverses  * 
classes  d’équations  que  les  géomètres  sont  parvenus 
à intégrer  directement  ou  à l'aide  de  procédés  plus 
ou  moins  détournés. 

On  remarquera,  parmi  ces  applications,  l’intégra- 
tion du  système  suivant  d équations  du  second  ordre 

D,Jr=DJR,  D,’j=rDrR,  D,1  z = Ds  R , . . . , < 

à laquelle  M.  Binet  est  parvenu  par  des  considéra- 
tions très-ingénieuses.  > 

O11  a vu,  dans  ce  qui  précède,  comment  on  pou-’ 
vait  ramener  l’intégration  d’une  équation  différen- 
tielle de  l’ordre  n à I intégration  de  n équations  si- 
multanées du  premier  ordre.  Je  montre  dans  la 
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trente-ueuviènie  Leçon  comment , au  contraire , on 
peut  ramener  l’intégration  d’un  système  de  n équa- 
tions simultanées  du  premier  ordre  à celle  d’une 
- seule  équation  de  l’ordre  n. 

Lorsqu’aucune  des  méthodes  par  lesquelles  nous 
avons  appris  jusqu’ici  à intégrer  les  équations  diffé- 
rentielles ne  réussit , on  est  forcé  de  recourir  à liu- 
tégration  par  série.  J expose  sous  toutes  les  formes 
qu’on  lui  a données  cette  nouvelle  méthode,  qui  ne 
doit  être  employée  qu’avec  beaucoup  de  réserve. 

Quelques  considérations  sur  les  solutions  singu- 
lières des  équations  d’ordre  quelconque  remplissent 
les  dernières  pages  de  la  trente-neuvième  Leçon. 

L’intégration  par  approximation  des  équations  dif- 
férentielles est  illusoire  tant  qu’on  ne  fournit  aucun 
moyen  de  s’assurer,  comme,  nous  l’avons  fait  dans  la 
vingt-septième  et  la  trente-troisième  Leçon,  que  les 
valeurs  obtenues  sont  convergentes , ou  que  les  li- 
mites dont  elles  s’approchent  indéfiniment  sont  des 
fonctions  propres  à vérifier  les  équations  différen- 
tielles données.  La  méthode  que  j'ai  alors  exposée  est 
rigoureuse,  et  ne  laisse  rien  à désirer  sous  le  rapport 
de  la  théorie;  je  l ai  d'ailleurs  étendue  à un  système 
d’équations  différentielles  d ordre  quelconque  dont 
on  peut  ramener  l’intégration  à celle  d’équations  dif- 
férentielles simultanées  du  premier  ordre.  M.  Cau- 
chy a depuis  fait  connaître  un  nouveau  procédé  d’in- 
tégration par  série  qui,  sous  le  rapport  pratique,  et 
sous  d’autres  points  de  vue , présente  de  nombreux 
avantages.  Lorsqu’il  n’est  pas  possible  d’obtenir  les  in- 
tégrales en  termes  finis,  cette  belle  méthode  permet 
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du  moins  de  démontrer  rigoureusement  l’existence 
des  intégrales  générales,  et  de  les  calculer  avec  une 
approximation  aussi  grande  que  l’on  veut,  parce 
qu  elle  fournit  et  les  conditions  sous  lesquelles  les 
séries  qui  représentent  ces  intégrales  restent  conver- 
gentes, et  des  limites  supérieures  aux  erreurs  que 
l’on  commet  en  conservant  seulement  dans  chaque 
série  ses  n premiers  termes. 

C’est  jusqu’ici  le  dernier  mot  de  la  science  sur  l’in- 
tégration des  équations  différentielles;  je  me  suis 
arrêté  là. 

Deux  Notes  seulement  complètent  ce  volume  : 
lune,  de  M.  Cauchy,  rendra  plus  facile  le  calcul 
des  maxima  mctximorum;  l'autre,  de  M.  Liouville, 
a pour  objet  de  montrer  comment,  en  suivant 
une  indication  très-remarquable,  donnée  autrefois 
par  Poisson , et  développée  depuis  par  M.  .lacoby , 
on  peut,  dans  un  grand  nombre  de  cas,  déduire  les 
unes  des  autres  les  intégrales  d’un  système  d’équa- 
tions différentielles  données. 

Voilà  l’aperçu  complet  de  ce  second  volume; 
j aime  à croire  qu’on  le  trouvera  bien  rempli:  il  ré- 
sume près  de  5oo  feuilles  in-4°. 

.le  ne  dirai  rien  des  notations  que  j’ai  employées; 
j’ai  voulu  quelles  ne  fatigassent  pas  l’œil,  quelles 
fussent  toujours  simples  et  significatives  par  elles- 
mêmes;  je  crois  avoir  atteint  ce  but. 

On  se  persuade  trop  souvent  que  la  rédaction 
devient  plus  concise  et  plus  claire  quand  on  donne 
presque  à chaque  équation  ‘son  numéro;  je  suis 
convaincu  que  c’est  une  erreur;  on  ne  lit  pas  des 
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Mémoires  ainsi  rédigés  : j’ai  suivi  une  marche  tout 
opposée.  Je  n’ai  désigné  par  des  chiffres  ou  par  des 
lettres  qu’un  très-petit  nombre  d équations  fonda- 
mentales. J’ai  pu  ainsi  réduire  à deux  feuilles  in-8° 
des  Mémoires  de  sept  à huit  feuilles  in  L j° , qui  ren- 
fermaient plus  de  deux  cents  équations  numérotées. 
J’ai  substitué  le  plus  souvent  aux  numéros  les  let- 
tres initiales  des  mots  qui  caractérisent  les  équa- 
tions: ainsi,  (D)  représente,  pour  moi,  les  équations 
données,  (I)  l’intégrale,  (C)  l’équation  caractéris- 
tique ou  de  condition,  (E)  l’erreur  commise,  [Ej,x)] 
cette  même  erreur,  lorsque  dans  la  série  qui  donne 
le  développement  de  l’une  quelconque  des  n variables 
indépendantes,  liées  à la  variable  indépendante  par 
un  système  de  n équations  du  premier  ordre , on 
prend  seulement  les  n premiers  termes,  etc. 

Il  est  dans  le  Calcul  intégral , un  principe  qu’on 
doit  appeler  fondamental  : il  consiste  eu  ce  que  I in- 
tégrale définie  est  égale  à la  différence  entre  les  li- 
mites multipliées  par  une  valeur  moyenne  de  la  fonc- 
tion sous  le  signe  f.  Ce  principe,  et  un  grand  nombre 
de  résultats  importants,  reposent  sur  l’emploi  si  fé- 
cond du  théorème  suivant  : Si  a,  a',  a", . . . sont  des 
quantités  de  même  signe,  la  somme 

aa  -(-  a' a'  -+-  a"  a"  -+- . . . 

sera  égale  au  produit  de  la  somme  a-+-  a'-l -a" 
des  quantités  de  même  signe,  par  une  quantité 
moyenne  entre  les  coefficients  a,  a’,  ....  Ce  théo- 

rème est  lui-méme  un-  cas  particulier  de  la  proposi- 
tion plus  générale  que  je  vais  démontrer. 
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Si  A,  b\  A",.--  sont  des  quantités  de  même  signe . ie 
quotient  que  l’on  obtient  en  divisant  la  somme  des 

numérateurs  des  fractions  -prt—  pai'  la  somme 

de  leurs  dénominateurs,  est  une  moyenne  entre  ces 
mêmes  fractions,  c’est-à-dire  une  quantité  plus 
grande  que  la  plus  petite  d’entre  elles,  plus  petite 
que  la  plus  grande. 

Désignons  eq  effet  par  g la  plus  grande  de  ces  frac- 
tions, et  par  p la  plus  petite,  on  aura' 

% 

d_~>p  f '"^>P 

b<g'  b'cg ’ b*<g 

et,  par  suite:  si  b,  b',  b",.  . sont  positifs, 


>bP 

<bg' 

Q -f-  a‘ ' -f-  d,r  . . 


„<>b'p 

a <vg’ 

>(b 
<(*- 


h > b" P 

d -,  » „ » • • • » 

<b  g 

h b'  -+-  b"  -b..-)p 


a -b  a’  - 1-  a"  -+-•••  >/> 

Y+~b'+~b"T^.  </’ 


si  b,  b b", . . . sont  négatifs, 


a 


<bp 

>bg' 


O a 

>bg  >bg' 


a a'  ■+■  a"  -b . 


<(b  + b'+b"-h  )p 
■>{b+b'+bn  + ...)g' 


a -h  a'  -b  a"  -h ..  . >/? 
b -b  b'  -b  b'‘  -b  # 


Corollaire. Si  a, a? , a*,...  sont,  ainsi  que  A,  A',  A",...»  , 
des  quantités  de  même  signe,  les  dénominateurs  des 
fractions 
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seront  encore  des  quantités  de  même  signe;  on  aura 
donc 

(lu  —J-  Ü.' et!  -f-  a et"  -f-  . • , p 

foT+ïV  + ÜY+..;  <£ 

Dès  lors,  si  l’on  pose 

b = b'  = b"  = ...=  ,, 

p sera  la  plus  petite  et  g la  plus  grande  des  quanti 
tés  a,  a\  a",...,  et,  en  désignant  par  la  notation 
M.{a,  a! , a”,. une  moyenne  entre  ces  quantités, 
on  aura 

* 

««  -+-«V  a"«"  -K..==(«  + «'+  a",...). 

Dne  remarque  encore,  et  j’ai  fini.  J’ai  admis,  sans 
le  démontrer,  comme  une  conséquence  évidente  de 
l’équation 

/■(■*) —/(-r.)  = (*  — ^o)/[j?o  -t-  — •*<>)]> 

qui  est  fondamentale  dans  le  Calcul  différentiel , que 
toute  fonction  _f(x),  dont  la  dérivée  J’(x ) est  con- 
stamment nulle,  est  nécessairement  une  constante; 
et,  en  effet,  si  f (x)  est  toujours  nulle,  on  aura 
/'  [x„  8(x  — x0)  ] = o , /(x)  —f(x„)  = C. 

J’ajoute  que  la  constante  c est  tout  à fait  arbitraire , 
et  que  si  l’on  permet  à la  fonction  J (x)  d’offrir  des 
solutions  de  continuité  correspondantes  à diverses 
valeurs  de  x , il  ne  sera  pas  nécessaire  qu’elle  con- 
serve la  même  valeur  depuis  x = — oo  jusqu’à 
x = ,-f-  oo.  On  pourra  demander  quelle  demeure 
constante  seulement  entre  deux  termes  consécutifs 
de  la  suite 

— oc,  x,,  x,,...,  .rm,  -t-cc, 
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en  prenant  tour  à tour  les  valeurs  cot  c,,  c„ . . c,„. 

Si  l’on  convient,  avec  M.  Cauchy,  de  désigner  tou- 
jours par  la  notation  y/a1  la  racine  positive,  c’est-à- 
dire  -4-a  ou  —a,  suivant  que  a est  positif  ou  négatif,  » 
la  fonction  f(x)  qui  satisfera  aux  conditions  énon- 
cées ci-dessus  sera  évidemment  donnée  par  l’équa- 
tion suivante  : 


-,  , C„  + Cm  c,  — c„  x — x 
/(■*)  = — ^ 


a 2 \/(x  — x.)» 

C,  — C,  X X , 


2 \/{x—  X,Y 


-h-.. 


-xMy 


En  effet,  la  fonction  y (a:)  ainsi  déterminée  sera  con- 
stamment égale  à c0  entre  les  limites  x = — oo , 
x = x,  ; à c,  entre  les  limites  x = x,,  x = xir 
et  enfin  à cm  entre  les  limites  x = xm,  x = oc. 

En  terminant  cette  introduction,  je  conjure  de 
nouveau  les  géomètres  dont  j’ai  analysé  les  travaux 
de  ne  pas  m’en  vouloir  si  je  ne  leur  ai  pas  assez  rendu 
justice,  si  je  n’ai  pas  mis  assez  en  relief  ce  qui  leur 
appartient  ; j’ai  cru,  je  le  répète,  ne  pouvoir  m’ac- 
quitter dignement  de  cette  dette  d’honneur  et  de  re- 
connaissance que  par  la  Table  analytique  qui  fera 
partie  de  mon  troisième  et  dernier  volun^. 

Plus  de  dix  feuilles  de  ce  volume  sont  déjà  impri- 
mées, et  j’ai  la  certitude  qu’il  paraîtra  longtemps 
avant  la  fin  de  cette  année.  „ 
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Page 

6,  lignes 

3 et 

II,  au  lieu  de  = f (x),  lisez  = /(x)di. 

Page 

19,  ligne 

*3, 

au  lieu  de 

<*o •*  -+-  h 

„ = x,  a0  = 1,  bQ=  of 

lisez  <*c 

,X-|-fc0=Iy  <*0  = 0,  60  = | 

au  lieu  de 

ax  -+-  h 

, a.x  •+-  b 

Page 

3a,  ligne 

litrm  1 * 

9* 

axx  -f-  b 

, *x  -f-  h 

Page 

38,  ligno 

», 

au  lieu  de 

coiMx, 

lises  cosf  x, 

Page 

55,  ligna 

6, 

au  lieu  de 

±41(4),  Uut  ±j±ii(4). 

Page 

64,  ligne 

»', 

au  lieu  de 

/;>*,  a» 

Page 

74*  lien« 

3, 

au  lieu  de 

* 

ï~’ 

lisez  7 = • 

4 

Page 

8a,  ligues 

17  et  20,  au  lieu  de  j 

f (f  — x'*~'</x, 

' 0 

IUe,  J 

f*  'x*-'  (l  — „*)•-' dj 
0 

Page 

96,  ligne 

au  lieu  de 

*0=0 

, lisez  x = xG. 

U., 

ligne 

<8, 

au  lieu  de 

X = xc, 

lisez  x0  =;  0. 

Page  107,  ligne 

9> 

au  lieu  de 

(1  — <•)*,  lisez  (1  — e)“  ï» 

Page 

11 3,  ligne 

>6, 

au  lieu  de 

x = x0, 

lue,  jr  — J’a- 

Page 

114,  ligne 

3, 

au  lieu  de 

x =0, 

lite,  jr  = 0 

Page 

121 , ligne 

7> 

au  lieu  de 

— IfOf 

l,s«  -g- 

Page 

139,  ligne 

», 

au  lieu  de 

r 

r r / 

*■  “24- 

Page  141,  ligne 

i. 

au  lieu  de 

XQ  0 

, lises  xQ  = a. 

Page 

190,  ligne 

7* 

au  lieu  de 

- , lise 
u 

a 

uAxâf 

Page  ao6,  ligne 

», 

au  lieu  de 

r cos  u cos  0,  lisez  r sin  u cos  fl. 

Page  uai,  ligne 

8, 

au  lieu  de 

D ytdz. 

lisez  DysdÇ. 

Page  aa5,  ligne 

■a, 

au  lieu  de 

N»-.' 

0, 

N » 

lise,  | * ~‘  dj-iUd'.. 

IJ»,  a 

Page 

a36,  ligne 

», 

au*  lieu  de 

sin  u cos  6,  lisez  sin  u cosu. 

Page  a4'>  lignes 

1 iieti5y  au  lieu  de  mnpq}  lisez  m*  n*p%q%. 

Page  *47,  ligne 

3, 

au  lieu  de 

hktf  lisez  gif. 
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Page  q5o,  ligue  a5, 
Page  a34,  ligne  9, 
Page  a6o,  ligne  ai, 

ld.,  ligne  17 

Page  268,  ligne  4> 
Page  379,  ligne  4, 


au  lieu  de 
au  lieu  de 
au  lieu  de 
lises 

au  lieu  de 
lises 

au  lieu  de 
au  lieu  de 

lisez 


s — r 8intt  sin  0,  Usez  s — r cos  u sin  6. 
F (m)  E(n),  lisez  F (m)  F (n). 

(l  -f-  «x  -f-  Zjr  -4-  yz  -H...), 

(l  «x  Cr  ys  -H. . .)*. 

de  chacune  des  constantes, 
de  )a  somme  des  constantes. 

Air,  lises  In. 


" -=a  ~ c<) 

m b (a*  — c'Y 

n ’ _ a*  (A*  — c*) 
m * _ Â*  (a*  — c1)' 


Id.f  ligne 

Page  280,  lignes 
Page  292,  ligne 

Page  3oo,  ligne 


i3,  au  lieu  de  S 


=■//• 


lises 


4 et  8,  au  lieu  de  mn}  lises  ab. 

3,  au  lieu  de  T (y),  lises  T (A). 

. PtA’-/»’) 

m%  au  lieu  de  î— 

✓TOIT,’ 


S=abff 


lises 


PCx*-^ 


r>  _ 


c^r 


r( 


\Z{k*  -«*)(*•- &•)(** -c').... 

r(,+0 

.Page  3o;,  ligne  3,  au  lieu  de  Cet  V,  lises  Ux,  Vx. 

Page  3o{),  ligne  i5,  au  lieu  de  r — b,'  lises  r = A,  si  b est  positif. 

Page  317,  ligne  10,  au  lieu  de  dans  cette  hypothèse, 

lises  dans  cette  hypothèse,  et  si  F,  = o. 

/*  00  /»  co 

1 âge  3 '8,  ligne  22,  au  lieu  de  I , lises  I 

. J -•  • J 0 
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PREMIÈRE  PARTIE. 

Intégration  des  expressions  différentielles  explicites. 
— Applications  analytiques  et  géométriques. 

PREMIÈRE  LEÇON. 


Définitions.  — intégrale»  définies  on  indéfinies. 


1.  Le  Calcul  intégral  est  l'inverse  du  Calcul  différen- 
tiel : on  peut  dire  qu’il  a pour  objet  principal  de  trouver 
la  fonction  qui,  étant  différentiée,  reproduise  une  diffé- 
rentielle donnée  , ou  d’apprendre  à revenir,  des  différen- 
tielles et  des  dérivées,  aux  fonctions  qui  leur  ont  donné 
naissance,  ou  aux  fonctions  primitives. 

2.  La  différentielle  f(x)dx  d’une  fonction  continue 
F (x)  étant  égale  quand  elle  est  continue  et  infiniment 
petite  à l’accroissement  de  la  fonction,  on  en  conclut  im- 
médiatement que  si  l’on  fait  la  somme  des  valeurs  infini- 
ment petites  que  prend  cette  différentielle  quand  on  passe 
par  degrés  insensibles  dx d’une  première  valeur  réelle  et 
finie  xn  à une  seconde  valeur  réelle  et  finie  X,  la  somme 
de  ces  valeurs  représentera  nécessairement  la  somme  des 
accroissements  que  prend  la  fonction  F (x)  en  passant 
de  la  valeur  F(x0)  à la  valeur  F(X),etsera  par  consé- 
quent égale  à l’accroissement  total  F(X)  — F(x0)  de  . 
cette  même  fonction.  On ‘aura  donc,  à une  constante  près 

T.  ii.  i 


Digitized  by  Google 


2 


CALCUL  IWTEiiKAL. 


— F(x„),  la  valeur  de  la  fonction  F (x)  correspondante 
à une  valeur  réelle  quelconque  X,  en  faisant,  à partir  de 
x„,  la  somme  des  valeurs  infiniment  petites  de  la  diffé- 
rentielle f(x)dx.  Cette  proposition  fondamentale,  dont 
la  vérité  ressortira  plus  pleinement  des  considérations 
suivantes,  a fait  donner  à la  fonction  primitive  F(x)  le 
nom  de  somma  ou  A' intégrale,  et  le  nom  de  Calcul  inté- 
gral à l’ensemble  des  méthodes  par  lesquelles  on  revient 
delà  difl‘érentielle_/'(x)d!x  à la  fonction  primitive  F(x) 
ou  à certaines  valeurs  délinies  de  cette  fonction. 

3.  Théorème  i*r.  Soft  f{x)  une  fonction  continue 
entre  les  limites  x0,  X ; supposons  que  l’on  divise  l’in- 
tervalle X — x0  en  n intervalles  x,  — xD,  X,  — xt,. . . . , 
x„  — x„_,  =X  — x„_t,  et  qu’on  multiplie  chaque  élé- 
ment par  la  valeur  de  la  fonction  correspondante  à l’o- 
rigine de  cet  élément , savoir,  X| — xn  par  f (x„) , xt — x, 
par  /(X,),.  . X — x„_,  par  / la  somtne  , ainsi 

obtenue  , 

’ S —(x,  — x„)  f(x0)-h(x1—x,)f(xl)+...-h(X—xn_,)f(xn_,), 

* 

aura  une  valeur  finie  qui , d’après  un  théorème  connu , 
sera  égale  au  produit  de  la  somme  X — x0  des  quantités 
de  même  signe  x, — x„,  x,  — x,,  — , X — x„_,,  par  une 
valeur  de  f(x)  moyenne  entre  les  coefficients  f (xfl), 
/(x,),. . .,/(x„_,). 

Scolie  Ier.  Ces  coefficients  étant  des  valeurs  particu- 
lières de  l’expression  f[x0  -f-  6 (X  — x0)]  qui  correspon- 
dent à des  valeurs  de  9 comprises  entre  o et  l’unité,  la 
moyenne  sera  aussi  une  expression  de  même  forme,  et 
l’on  aura 

S = (X  — x0)/[xa  + 9(X  - *„)]. 

Scolie  a1’”'.  Si  l’on  supposait  tous  les  éléments  de  la 
différence  X — - Xn  réduits  à un  seul  qui  serait  cette  diffé- 
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rence  elle-même,  on  aurait  simplement 
S ={X  — x0)/(x„) , 

de  sorte  que  pour  passer  de  ce  dernier  cas  au  précédent, 
il  suffit  de  remplacer  f(x„)  par  une  expression  delà  forme 

/[x„  -4-  S (X  — xQ)J. 

-4.  Théorème  ame.  La  valeur  de  S dépend  générale- 
ment du  nombre  et  de  la  valeur  des  éléments  x,  — x0, 
Xi — .r,,...,  X — x„_t,  et  par  conséquent  du  mode  de  divi- 
sion adopté;  mais  si  les  valeurs  numériques  des  éléments 
deviennent  très  petites,  et  leur  nombre  très  considérable, 
le  mode  de  division  n’aura  plus  sur  la  valeur  de  S qu'une 
influence  insensible. 

Démonstration  : Supposons  d’abord  que  le  second 
mode  de  division  soit  une  subdivision  du  premier,  ou  ré- 
sulte de  la  subdivision  des  éléments  x,  — x0,  x, — Xi , ... 
du  premier.  Dans  ce  cas,  les  différents  termes  de  S 

(■Tl  xo)  f (xo)t  (x,  ...,  (X  — 

«I 

seront  remplacés  respectivement  (n°  3)  par 

(x,  — x0)/[x0-*-60  (x.— x„)]  = (x,  — x0)[/(x„)  -+-  I„]  ; 

(x,—  x,)/[x,4-i,  (x,—  x,)]=  (x,— x.)  [/(x,)  -4-  ij. . . ; 

(X  — x„_,)/[x._1-M(X— x._,)]=(X— x„_1)[/(x„_I)-H„..I]; 

e0,  e,,...,  e„_,  étant  des  quantités  qui  s’évanouissent  avec 
les  différences  x,  — x„ , x,  — x,, . . . , X — x„_,  ; S de- 
viendra donc 

S’=  (x, — x0)/(x„)  -t-  (x, — x,)/(xI)-K..-t-(X—  x„_l)/(x,_1) 
-4-(x, — xD)  «0-t-(x, — x,)  .-+-(X— x„_,)«._l=S+pC— x„)i', 

e étant  une  moyenne  entre  e„,  . .,  £„_M  et  par  con- 

séquent une  quantité  très  petite  elle-même  lorsque  les 
intervalles  x,  — xQ,  x,  — x,,  : . . . , sont  très  petits,  et  qui 
s'évanouit  avec  ces  intervalles.  Il  est  donc  vrai  qu'on 
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n’altère  pas  sensiblement  la  valeur  de  S quand  on  passe 
à un  second  mode  de  division  dans  lequel  chacun  des  élé- 
ments déjà  très  petits  du  premier  se  trouve  subdivisé  en 
plusieurs  autres.  Si  le  second  mode  de  division  n'était 
pas  une  subdivision  du  premier,  on  les  comparerait  l’un 
et  l’autre  â un  troisième  formé  de  leur  réunion  , ou 
tellement  choisi  que  chacun  de  leurs  éléments  se  trouve 
formé  par  la  réunion  de  plusieurs  éléments  du  troisième. 
C’est  ce  qui  aura  lieu  si  toutes  les  valeursde  .r,  x,,  x,,..., 
x„_,,  interposées  dans  les  deux  premiers  modes  entre 
les  limites  xQ,  X,  sont  employées  dans  le  troisième. 
Dès-lors , la  valeur  de  S restant  sensiblement  la  même 
quand  on  passe  du  'premier  mode  ou  du  second  au  troi- 
sième, ne  changera  pas  non  plus  en  passant  du  premier 
au  second. 

5.  Scolie  i*r.  Lorsque  les  éléments  de  la  différence 
X — xa  deviennent  infiniment  petits,  le  mode  de  division 
n’a  donc  plus  sur  la  valeur  de  S qu’une  influence  insen- 
sible, et  par  conséquent  si  l’on  fait  décroître  les  valeurs 
numériques  de  ces  éléments  en  augmentant  leur  nom- 
bre , la  valeur  de  S finira  par  être  sensiblement  cons- 
tante, ou,  en  d’autres  termes,  finira  par  atteindre  mie 
certaine  limite  qui  dépendra  uniquement  de  la  forme  de 
la  fonction  f ( x ) ot  des  valeurs  extrêmes  xQ,  X attribuées 
à la  variable  x.  Cette  limite  est,  par  rapport  à la  fonc- 
tion f(x ),  ce  qu’on  appelle  une  intégrale  définie  prise 
entre  les  limites  x„ , X. 

6.  Scolie  2,'me.  Chacun  des  termes  de  S ou  de  l’intégrale 
définie  est  une  valeur  particulière  du  produit 

f(x)dx  — hf(x), 

dont  on  les  déduit  en  posant  tour  à tour 

x=xOI  A=x,— x0;x=x,,  h=x, — x ;x=x11_I,  A=X—  x,.,, 

de  sorte  que  l’intégrale  définie  est  réellement  la  limite  de 


# 


Digitized  by  Google 


PREMIERE  LEÇON. 


$ 


la  somme  des  valeurs  que  prend  la  différentielle  entre  les 
limites  x0,  X ; ce  qui  conduit  à la  désigner  par  la  notation 
/•x  , 

I J (x)  dx  ; on  a donc 
J *„ 

dx—  lim.[(x,  — x0)/(x0)-<-(x,  — x,)/(x,)4-. . . -t-(X  — 

= (X  - x.)/[x.  H-  0 (X  - x.)]. 

*x 

7.  Si  dans  l’intégrale  détinie  I f (x)  dx  , on  fait  va- 

J *o 

rier  les  deux  limites,  ou  seulement  l'une  des  deux,  par 
exemple  X , l’intégrale  variera  elle-même,  et  si  l’on  rem- 
place la  limite X,  devenue  variable,  par  x,  on  obtiendra 
pour  résultat  une  nouvelle  fonction  F(x)  de  x,  détermi- 
née par  l’équation 

Fix)—  I /(xy^=(x  — x„)/[xo  + 0(x  — xe)), 

J x„ 

qui,  par  conséquent,  s’évanouira  pour  x = xOJ  et  sera 
continue  en  même  temps  que  f(x).  Nous  savonsd  ailleurs, 
par  le  Calcul  différentiel , que,  F' (x)  étant  la  dérivée  de 
F(x),  on  a,  puisque  F (x0)  = o, 

F(x)  = (x  — x0)  F1  [x„  -f-  ô ( x — x„)  ) ; 
on  aura  donc  aussi 

F'  [xc  -|-  0 (x  — x0)]  = /[x„  -+-  0 (x  — x„)  ], 
d’où  l’on  tirera , en  faisant  x = xQ, 

F'  (x.)  =/(x0), 
et  puisque  x„  est  quelconque , 

F'(x)  =/(*); 

de  sorte  que  l’intégrale  f f (x)  dx  — F(x),  considérée 
J xa 
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comme  fonction  de  x,  a pour  dérivée  la  fonction  f(x) 
renfermée  sous  le  signe  J ce  qui  entraîne  l’équation 

<l  f f(x)dx  = f[x). 

J XQ 

8.  Si  l’on  désigne  par  F (a:)  la  valeur  générale  de  la 
fonction  qui  aura  pour  différentielley(x)dx,  ou  la  valeur 
propre  à vérifier  l'équation 

rfF  ( x ) =f(x)  dx, 

F (x)  sera  nécessairement  de  la  forme 

F{x)  C = /“/(*)  <£r  + C, 

C désignant  une  constante  arbitraire  indépendante  dex; 
car  la  fonction  F(x ) a elle-même  pour  difl’érentielle f(pc ), 
et  l’on  sait  que  deux  fonctions  qui  ont  la  même  différen- 
tielle ne  peuvent  différer  que  par  une  quantité  constante. 
L’équation 

F(x)  = F(x)-h  C 
donne  , quand  on  y fait  x = x„ , 

F(x.)  = F(x0)  + C,  . 
d’où , puisque  F (x0)  = o, 

F (x„)  — C,  F (x)  = F(x)  F(x„), 

F(x)  = t * f{x)dx  — F(x)  — F(x„), 

./  x„ 

/’  /(x)rfx  = F (X)  - F(x„). 

J *o 

L’intégrale  définie  de  f(x)rfx,  prise  entre  les  limites 
xD,  X , est  donc  bien  réellement  la  différence  des  valeurs 
que  prend  pour  x = x„,  et  X = X la  fonction  qui  a pour 
différentielle  j(x)dx. 
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9.  La  fonction  F(x)  quir  diflërenliée , reproduirait 
f(x)  dx , et  qui  comprend , comme  cas  particulier,  l'in- 
tégrale définie  F(x)  — f f(x)dx  que  l’on  en  déduit 
J xa 

en  faisant  C = o,  reçoit  le  nom  d’intégrale  indéfinie  et 
est  représentée  dans  le  calcul  intégral  par  la  simple  no- 
tation f f(x)dx,  de  sorte  <j ue  la  valeur  générale  de  y, 
propre  à vérifier  l'équation 

dy  — f{x)dx, 
est  donnée  par  l’équation 

X = j f(x)  dx  — I*  f (x;  dx  + <:, 

et  l’on  a identiquement 

d J' f (x)  dx  = f (x)  dx. 


Les  deux  signes  d et  f qui  indiquent  l'un  la  différen- 
tiation, l'autre  1 intégration,  s'annullenl  donc  ou  se  neu- 
tralisent , et  l’on  aura  toujours 


u 


’ fdu  = 


du. 


10.  Intégrer  simplement  une  différentielle  donnée 
J'(x)dx , c’est  chercher  l’intégrale  indéfinie  F (.r)  -, 
intégrer  à partir  de  xn , c'est  prendre  l’intégrale  défi- 
nie F(x)  = f f (x)  dx  — F ( r)  — F (x,t),  que  l’on 

obtient  facilement  en  retranchant  de  l’intégrale  indéfinie 
ce  qu’elle  devient  pour  x=  xa.  Enfin,  intégrer  entre  deux 
limites  données  x„,  X,  c’est  prendre  l’intégrale  définie 


f(x)dx  qui  est  égale  à la  différence  des  valeurs  de 
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l’intégrale  indéfinie  correspondantes  àx=xa,  etx=X. 

11 . Il  suffit  de  connaître  une  valeur  particulière  f(x) 
de jp,  propre  àsatisfaire  à l'équation  dy  = f (x) dx , pour 
en  déduire  immédiatement  l’intégrale  indéfinie 

ff  {*)dx±zr  (x)  + C, 


et  les  deux  intégrales  définies 

f /(*) dx=r(x)—t  (x„),  f f(x)dx  =t(X)  — t(x9), 

J Xo  J X* 

mais  seulement  dans  le  cas  où,  comme  nous  l’avons  sup- 
posé, les  fonctions  f (x)et  f(x)  restent  continues  entre 
les  limites  de  ces  deux  intégrales. 

Exemple  : On  vérifie  l’équation  dy  = 


dx 


en 


i -H  x’ 

prenant  = arc  tangx,  et  dès-lors,  puisque  les  deux  fonc- 


t 


tions  — ; — - , arc  tangx,  restent  continues  entre  les  li- 

tura 
/•*  dx 


i x' 

mites  X = — oo,  x = -(-  oo,  on  aura 


/dx  . v f*  dx 

— — - — arc  taftg x -+■  C,  J y-j— B = arc  tangx, 

r_^_='=0,,8  5... 

J o i+*‘  4 

12.  L’existence  de  l’intégrale  définie 

F(X)  = fX/(x)dx, 

J i0 


si  l’on  pouvait  la  calculer  sans  donner  à X une  valeur 
particulière,  entraînerait  immédiatement  l’existence  de 
l’intégrale  indéfinie  que  l’on  en  déduirait  en  changeant 
X en  x et  ajoutant  à F (x)  une  constante  arbitraire  C. 

Or,  quoiqu’on  ne  puisse  pas  toujours  la  calculer  exac- 
tement, l'intégrale  définie  existe  réellement;  elle  est  la 
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limite  finie  de  la  somme 

S = (x,—  x0)/(x0)  -f-  (x,— x,)/(x,)-K..  -+-(X—  x_,)/(x._,), 

limite  dont  on  peut  approcher  indéfiniment  et  autant 
'que  l’on  voudra  en  multipliant  suffisamment  le  nombre 
dos  intervalles  xt — x„,  xt — x,,...,ou  en  les  rendant  assez 
petits.  D est  donc  vrai  aussi  que  l’intégrale  indéfinie  existe, 
ou  qu’il  y a toujours  une  valeur  de  y propre  à satisfaire 
à l’équation  dy  — f (x)  dx. 

13.  On  peut  démontrer  géométriquement  l’existence 
de  l’intégrale  définie  et  par  suite  de  l’intégrale  indéfinie. 
En  elTet,  si  f (X)dx  est  la  différentielle  proposée,  et  que 
l’on  conçoive  la  courbe  dont  l'équation  serait^  = f(x), 
l’aire  comprise  entre  deux  ordonnées  y0 , y de  cette 
courbe,  correspondantes  aux  abscisses  x„,  x,  estune  fonc- 
tion réelle  F(x)  de  x -,  or  on  a démontré  dans  le  Calcul 
différentiel  que  la  dérivée  de  cette  aire,  prise  par  rap- 
port à l’abscisse  variable  x,  est  la  fonction  f(x)  qui  ex- 
prime l’ordonnée  de  la  courbe.  Il  existe  donc  toujours 
une  fonction  F (x)  dont  la  différentielle  est  f (x)  dx. 

14.  Réciproquement,  dès  qu’on  connaît  l’intégrale  in- 
définie, on  obtient  immédiatement,  et  par  une  règle  très 

simple , l’intégrale  définie  quelconque  f f(x)dx,  ainsi 

J x0 

que  nous  l’avons  prouvé  ; et  comme  d’ailleurs  la  recher- 
che des  intégrales  indéfinies  est  plus  sûre  et  plus  facile , il 
est  naturel  de  faire  de  cette  recherche  l’objet  premier  et 
principal  du  Calcul  intégral/ 
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DEUXIÈME  LEÇON. 

Intégrale»  indéfinie».  — Méthode»  d’intégration  : immédiate,  par  subtlilu- 
tion,  par  décomposition  et  par  partie». 


15.  Par  cela  même  que  le  Calcul  intégral  est  l’inverse 
du  Calcul  différentiel,  et  qu’une  opération  quelconque 
donne  naissance  à une  opération  inverse , chacun  des 
théorèmes  du  calcul  différentiel  aura  son  correspondant 
dans  lecalcul  intégral.  Ainsi , en  partant  de  la  définition 
de  F intégrale  indéfinie,  on  tirera  des  équations  connues 
d .au  — adu , 

d ( u ± o ± u et. ..)=du±de±idiv±:...  — { u'-hv'-î-tv.. ,)dx, 
d(au±  éort  civ  db.  . .)  = adu  ± bdv  ± cdtvziz. . . , 
d(u  -+-  v l/— T ) = du  -f-  dp  \/  — i , d(uv)=z  udv  -\-vdu. 


on  peut  donc  intégrer  sans  avoir  égard  k la  constante  qui 
reste  simplement  en  facteur. 


'tèrdc  J wdr-j-  etc. 

L intégrale  de  la  somme  ou  de  la  ditlérence  est  donc  égale 
à la  somme  ou  à la  différence  des  intégrales. 


2°.  J" (udzvdcwzbetc.jdx  = Judx± J < 


3“‘J(al*dtz,bv'^:cK'^etc.)dx=a  judx ~+~ h jvdx'^zr  j «f/xztetc.  ; 

4°-  /(.±,  l/ — i ) dx  — j ttdx  ifc  \/ — i j udx  ; 

5*.  uv  -+-  C = j udv  -i-J  vdu  = j uv'dx  -f-  j'vu'dx, 
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ou , plus  simplement , 

» 11V  =r  J" udv  -f-  f vdu, 

la  constante  C pouvant  être  censée  comprise  dans  les  in- 
tégrales du  second  membre. 

16.  Lorsque  dans  l’expression  à intégrer  f{x)dx  on 
reconnaît  la  différentielle  exacte  d’une  fonction  déter- 
minée F (x) , il  suffit  d’ajouter  à cette  fonction  une  cons- 
tante arbitraire  pour  obtenir  immédiatement  l’intégrale 
indéfinie  demandée. 

Exemple  : 

Jadæ  — ax->rC ; J(a+i)x‘dx=:x"+14-C;  jx'dx—  -+-C; 

f*d*=ï+Çi  = 

/‘dx  i _ C dx  , / 

— = — 7- -( - C;  I — 5=-  = j l/j+  C; 

xm  ( m — i)xu~'  J \Z^ 

. 

J'dx  i . _ , _ p dx  „ 

— = — Ix1  -f-  C = 1 -h  Ci  I r=  arctangx-+-C; 

x a J i-f-x1 

/*  dx  , % * 

I — ■ = arc  sinx  -+-  C= arc  cos  x -h  C; 

J l/t— X*  ' 2 

/•  — dx 

/ ■—  — = arccosx  -+■  C; 

J i/i  — *> 

j e*dx  — e*  •+•  C ; ja*  la  dx  — a*  -h  C;  J aLdx  — — 4-  C ; 

Jcasxdx  = sin  x -t-C,  J sin  xdx  = — cosx  C; 

/*•  dx  / rfx 

— — = tangx  -hC,  I — — — cot  x -I-  C. 
cos’  x J sm1  x 

Dans  toutes  les  formules  qui  précédent  on  peut,  en  rem- 
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plaçant  x par  une  fonction  quelconque  de  cette  variable , 
z — ç(x),  obtenir  de  nouvelles  intégrales  plus  générales 
que  les  premières. 

Exemples  : 

J[p(x)]m  d.ç(x)  = fi-dz  — 1 -C; 

J d.$(x)  ==fi1 di  — ■+■  C. 


Le  second  membre  de  la  formule  f x m dx  : 


x*+l 
m 4- 1 


4-  C 


semble  devenir  infini  pour  m = — i ; mais  comme  on 
peut  l’écrire  sous  la  forme 


/>  x"+' — a"+I 

x-dx=z  — - 4-  C, 

m 4-  i 


il  devient  réellement  indéterminé',  on  obtient  sa  véri- 
table valeur  en  prenant  le  rapport  xm+l  lx — am+l  la 
des  dérivées  du  numérateur  et  du  dénominateur,  et  y 
faisant  m — — i , ce  qui  donne., 

Jx~'dx  — ^ — — lx  — la  4-  C — lx  4-  C, 
comme  on  le  sait  à priori. 

17.  Concevons  qu’à  la  variable  x on  substitue  une 
autre  variable  z liée  à la  première  par  une  équation 
z = <p  (x) , on  en  tirera 

*=*(*)»  dx  s=  *'(*)*, 

/(x)dx=  /U(*)M*)d*  = *(“)<*,  ff{*)**  = fi (*)*• 

Or  il  arrive  souvent  qu’en  choisissant  convenablement  la 
fonction  cp(x),  on  puisse  trouver  facilement  l’intégrale 


Digitized  by  Google 


DEUXIÈME  LEÇON.  l3 

f (z)  de  F (*)  fi z ; dès-lors  l’intégrale  cherchée  J f {x)fix 
sera  elle-même  complètement, déterminée , car  on  aura 


J'/(x)dx  = Ç F (s)dz  = f(z)  4-  C = f [p(x)]  4-  C. 
Exemples  : En  posant  tour  à tour  • 

x± a = »,  - = »,  X*  -H  a*  = t,  x*  =*,  Ix  = z, 
a 

e'=»,  sinx  = s,  cosx  = e, 

et  faisant 

ff(z)dz  = f(,j, 

on  trouvera 

ff{x±a)dx  = Jf(z)dz  = f(xrt  a)  -f-  C; 
jf(ax)dx  — ^ Jf(z)  dz  = ^ f \ax)  4-  C; 

Kî)  * = * pw* = ° f (î  ) + C; 

Jx/(x*  -f-  a')dx  = i y/(*)  rf*  = ^ f (x*  4-  a’  ) 4-  C} 
Jx-'f(x')dx=l-Jf(z)d,=  l-l(x*)+  Ci 
= //(»)  * = f ( 1 x)  4-  C; 
Je‘f(e’)dx=  J/(z)dz  = ((c‘)  4-  C; 

Jcosx /(sin  x)dx  = jf(z)ds  = f (sin  x)  4-  C; 
jsinxf(cosx)dx  = — j/(z)dz  = — f(cosx)  4-  Cj 
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Ç dx  rdz  l , , 

JT=~a  ~ J - = «)'  + C=l(x-a)  + C-, 

/'  dx  rdz  i 

(x  — ay~  J *ï—~ ^—ijx— a)*-‘  + C; 

/dx  l r dz  i 

— — , — = - / = - arc  tam;  (ax)  4-  C; 

i 4-  a’x'  a J i 4-  z1  a “ ' ' 

/’  dx  i f dz  i x 

=«Jrrp=âarctanSâ  + C; 

/“  xrfx  I rrfz 

-2Jt-‘1(x,+'î*)h-C; 

J^dx  =iJ^dz  = Ç+C; 

je~axdx  = — 1 ^4dz  = — I <T“  4-  Cj 
J cos  ( ax)dx  = - ^cos  zdz  = - sin  ax  -f-  C; 
j sin  (ax)dx=  - ^sin  zdz  = — cos  ax  -f-  Cj 

J\x^=Jzdz='-(\xy+Ci 

J'dx  rdz 

— r-  = / — = 1.1x4-  C; 

xlx  J z 

/“  dx  /'dz I 

x (lx)"  J zm  ~ (m  — i ) (lx)"-’  ’+"  c ’ 
r e*dx  r dz  , . 

J^T7=JlT7  = apcten«(^-f-cî 

J ‘sin  xdx  r dz  i „ 

— , — = — I— = hC=sécx-f-C: 

COS*  X J z cos  X 

/ co  s xdx  /’  dz  i 

J sin»  x ~ J z'~~  siïTx  C‘ 

48.  Lorsque  la  fonction  sous  le  signe  f peut  être  dé- 
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composée  en  plusieurs  parties,  de  telle  manière  que 
chaque  partie  soit  facilement  intégrable,  ou  peut  rendre 
l’intégration  plus  simple  ou  plus  facile  à l'aide  des  for- 
mules * 


/ [du  ±dv±  dw ± etc.)  = f zfc / dv±  J'dw  ztz  etc. , 
f (adu  zt  bdvàl  edw  zt  etc.)  —af  du  zt  b f rfrztc / dw. 
Exemples  : 


r x-t-  i . C xdx  /'  dx  . y 

I — = dx  = I -y  j-f-  I- = — V 1 — x’+arc  swjr+  C; 

J 1 — x * J l/l — x1  Jv  l — x’ 

/dx  r’sin’x-t-cos1  x , f dx  r ax 

sïn'xcos'x  ~ J sin'x  cos1  x J cos1  x^~J  sin1  x — tan8x  cotx  "+■  C> 

J (a+bx-hcx‘...  }dx=  a j dx -h  b J xdx  4-  c J x'dx-h...  = ax+~  -( 


4-...-HC. 


19.  L’équation  f udv  — f uddx  — uv — f vdu  ramène 
la  recherche  de  l’intégrale  / udv  à celle  de  l'intégrale 
f vdu  qui  peut , dans  certains  cas , être  plus  facilement 
déterminée. 


Exemples  : 


J \[x)dx—x\x — jx  — = xl{x) — jdx=  x(lx  — - l)  4-  C, 
j xe’tlx  — c‘x  — J c‘dx  — c‘(x — l ) 4- C, 
jxoosxdx  = x sinx  — j sinx<£r =xsinx4-oosx4-  C , 
j x sin  xdx  — — xcosx  4-  sinx  C, 

J"  x"  cos  xdx  = xm  sinx  — m J x“~T  sin  xdx. 


Cette  dernière  intégrale  se  ramènera  à une  autre  où  l’ex- 
posant dex  sera  m — a,  et  ainsi  de  suite;  on  finira  donc 
par  arriver  à fs\n  xdx  ou  J cosxdx . suivant  que  m sera 
impair  ou  pair. 
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Intégration  des  fonctions  algébriques. 


20.  Les  fonctions  algébriques  sont  rationnelles  lors- 
qu’elles contiennent  seulement  des  puissances  entières  de 
la  variable,  irrationnelles  dans  le  cas  contraire;  toute 
fraction  rationnelle  peut  être  considérée  comme  formée 
d’une  partie  entière  par  rapport  à x,  et  d’une  fraction 
dont  le  numérateur  est  d’un  degré  moindre  que  le  déno- 
minateur. 

La  partie  entière  s’intégrera  toujours  immédiatement  ; 
la  partie  fractionnaire  pourra,  comme  on  l’a  prouvé  dans 
le  Calcul  différentiel,  être  décomposée  en  plusieurs  frac- 
tions simples  de  la  forme 

Adx  Adx  A ipBV/— T 

x— a’  (x— a)"’  x—a-^b\7^i'lX’ 

ArpBy/— i 

. t {*—a  zp 

A,  B désignant  des  constantes  réelles } or,  l’on  intègre 
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ces  diverses  fractions  à l'aide  des  équations 

fAcix  A,,  „ /•  kcLc 

I = - 1 (.r — o)’  -+-  C,  I = 

J x — a 2 ' ' ' J [x—a)m 


C, 


(x — a)m  (m — i)(x — a)**- ' 

(AzpB  y/~i)dx  ^ /-(Aq=BV/-^T)(j  — a±b  l/-Ti>/x 

x — az+zb  \/ — i J (x  — a)’  H- A’ 

= •J-(Aq;BV/— i)  I[(x  — é*}H-(BdtA\/— ï)ârc  tang  X~"  -f-  C, 
' (A  Ip  K\/~—\)dx  A rp  B X/'  - 


/yA  DK  — ijtfx  ^ 

(x— a+liV/^T)-  (m  — i)(x  — aqziv/^)"-1 

Exemples  : 


C. 


f^nu-.-. iv)— ksî),+c-' 

f£z-fi(:'= i 


_ 1 T (*— o*  i » 

6 L-r’+^+U  1/ 


2X+  I 

_ arc  tang  — — 

V^3  V/3 


Quelques-unes  des  formules  qui  précèdent  se  présentent 
sous  une  forme  imaginaire,  mais  elles  sont  effectivement 
réelles,  parce  que  les  racines  imaginaires  sont  toujours 
conjuguées  deux  à deux. 

21.  Lorsque  la  fonction  algébrique  f (x)  est  irration- 
nelle, il  n’y  a plus  de  règles  générales  au  moyeu  des- 
quelles on  puisse  évaluer  l’intégrale  f'f(x)r!x-  Il  faut 

alors  ou  substituer  à la  variable  X une  seconde  variable  z, 
tellement  ehoisie,  que  l’expression  J\x)rfx , transformée 
en  F(z)x/z , devienne  rationnelle  5 ou  simpriiier  l’inté- 
grale proposée  à l’aide  de  l’intégration  par  partie  plu- 
sieurs fois  répétée. 

T.  11 . * 
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22.  L’opération  de  la  substitution  11c  réussit  que  dans 
un  petit  nombre  de  cas  particuliers. 

Exemple en  supposant  que  y désigne  une  fonction 
rationnelle  et  posant  tour  à tour 


a,x-4-  b,  -4-  \/ fq.g-t-  r 4-  t>„)  («,x4-  b,) 

a„x  -h  b0 


équations  qui  lient  ,r  à z par  des  équations  du  premier 
degré  et  qui  conduiront  par  conséquent  à des  valeurs  ra- 
tionnelles de  x et  de  dx , on  rendra  évidemment  ration- 
nelles et  intégrables  les  expressions 

/[x,  (ax  + ^]<Ér,  /[x, 

a,  x-t-6,  + 1 tlx 

aD  x -f-  b 0 J 

et  même  l’expression 

/[x,  ^Ïâ7x+b0)(allx+b^]dj:, 

car  le  radical  qu’elle  renferme  sera  aussi  exprimé  ration- 
nellement en  x. 

Considérons  en  particulier  l’expression 
/(.*,  1/Ax*4-  Bx4-  C)dx", 
on  pourra  d’abord  la  ramener  à la  forme 

/[x,  l/(a,x  + 4,^  4-  (<J„x  4-  b„)(a,x  4-  è,)]iir. 
en  choisissant  a,  et  b , de  telle  sorte  que  la  différence 
Ax*  4-  Bx  -I-  C — («,x4-  b,)*  ~ A'x*  4-  B'.t4  C' 
étant  dé  la  forme  (anx-+-  ô0)(c/,x4-/i,),  soit  décomposable 
en  facteurs  réels  du  premierdegré.  C’est  çe  qui  aura  lieu  si  » 
B'>  — 4A'C'  = 4A b‘  4-  4C«;  4-  B>.~  4AC>o; 
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or  on  peut  satisfaire  très  simplement  à cette  dernière  con- 
dition eu  prenant, 

i°.  Si  B* — 4AC>o,  • ; 

/>,  = o,  a,  — o,  (a0x  4- èo)  (g,x4- è,)  = Ax‘ 4- Bx4- C; 
a°.  Si  A est  positif, 

b,  = o,  a,  — V^A  ; 

3°.  Si  C est  positif,  • 

b,  — \/C  , a,  — o. 

De  plus , comme  on  a 

Ax1  -4-  Bx-t-C  — (x  l/Â)’  = ix(Bx4-  C), 

'Ax*  4-Bx  -+-  C — ( l/C  )*  = x ( Ax  4-  B ) , 
on  pourra  prendre , daps  le  deuxième  ças , 
a0x  -f-  b0  ~ x , a„  “ I , bQ  ~ o,  atx  -4-  br  xx  Bx  4-  C } 
dans  le  troisième  cas , 

aQx  4-  b0  — x,  a o — i , bQ  “ o,  u,x  4—  b3  — - Ax  4-  B. 
Ces  transformations  faites , il  suffira,  pour  rendre  ration- 
nelle l’expression  /(x,  V/Âr*  4-  Bx  4-  C )rZr , de  poser 

t __  M + *1  4-  y/| (g,x4-  &,)’  4-  (g0x  4-  &0)  (a,x  4-  è,) 
g„x  4-  ’ 

ce  qui  revient  à faire , 

Si  B* — 4AC  > o, 

' f 4 ' ' . 

_ l/(M4-  è0)(a,x4-  *,) 
aQx  4-  b0 

l/ (a„x  4-  b„)(atx  4-  è,)  =:  I/Ax’  4-Bx*  4-C  = (*g0-r4-  è0); 
a°.  Si  A > o, 

Ï — X l/A 4- I/ÂX* 4- Bx  + C , V/Ax’  4- Bx  4-C z -xl/A; 
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:v>.  Si  c > o, 

l/c  -t-  l/Ax1  4-  Bx  + C 


, l/Xx*4PBx4-C  — zx— l/C- 


11  est  aisé  de  voir,  « posteriori,  qu’à  l’aide  de  ces  diffé- 
rentes hypothèses , x , dx  et  l/ A.r’4-Bo:  -+-C  , seront  ex- 
primés rationnellement  en  z , et  que  par  conséquent 
l'expression  J (a-,  l/ A.r5  +Bx  -+-C )dx,  dans  laquelle  J 
désigne  d’ailleunf  une  fonction  rationnelle,  deviendra 
réellement  intégrable.  Exemples  : 


1.  j/(x,l/Ax>4-Bx  +C)dx=J^ 

1.  A positif,  on  pose 


dx 


Bx  4-  C 


r V/A; 


l/Ax*  4-  Bx  -t-  C = z — x 
d’où  Bx-t-C  = z’ — aaxl/Â , Bdx “ 2xrfx — ! m l/ A*  — ax  l/Â dx , 

rfx(B-|-  a*l/X)  = 2rfz(x  — Xl/Â)  l/Ax* 4- Bx-t-C, 


dx 


dz 


l/Ax*  4-  Bx  4-  C B 


-f-  Z 


v/x 


t **  C—- = -^|(B4-xI/a) 

J l/Ax>4-Bx4-C  + a ^ 

. — 1 — 1 f Ax  4 1-  l/A  V/ Ax*4- Bx-t-c']  4-  C. 

V/A  . V a J 

2.  C positif, 

l/ Ax> -4Bx+C  = xx  — l/ C,  Ax4-B=z’x— azl/C , 

A fli — r ^-‘ïzxxix — arfz\/,C,  dx(A- — za)— adz(zx  — l/ç)--  l/Ax  4- Bx-t-C, 

/ dx  _ Ç ldi  _ _ /■  >di 

J l/Âi1  -t-  Bx  -t-C  •’  A — ■'  **“  A 
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on  verra  facilement  que  cette  expression  revient  à celle 
déjà  trouvée  plus  haut. 

II.  C positif, 

ou  poserait 

l/C  4-  Bx—/*  — zx  — l/e, 

* • I 

et  l’on  trouverait 


/ ___  = _ , ïJl.  = _ 

' l/ C B — x*  «Z*-’-* 


î arc  tang  s -t-  C 


Si  le  trinôme  x'  — -Bar  — C égalé  a o avait  deux  racines 
réelles  a et  6 , on  pourrait  poser  pour  intégrer 


l/C  -+-  ftr  — x'  = (x  — •)»; 


d’où 


C-4-Bjc— -Je*  = — (*--<*)  (x  — C)  = 

« — *=(*—«)**»  — dx  = *>dx  + 3 (x—  -)«*>, 

rfx  _ _ ■xdz 

z(x  — * ) ~~  l/c  + Itx  — x * 


etc. 


i +î‘ 
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J = -+-  c, 

fr~  = ^V^=i)+C. 


l/x* 1 

Un  seul  cas  échappe  à la  méthode , celui  où  B’ — 4AC<o , 
A<o,  C<o;  alors  le  radical  étant  essentiellement  ima- 
ginaire, on  poserait 

V'Kjc1  + BjT+~C  = l/—  i Ax’  — BaT— -~C, 

et  l’on  intégrerait  comme  plus  haut. 

Si  l’on  avait  à intégrer 

L 1 1 

Jf[x,  (ax -h  b)p , («x-4-A)’,  (ax  -+■  b)'  , . . . J<ir, 


/'[••(S 

on  poserait 


b. 


fl,. r -f-  6 


;)’■  (£&-]*■ 


, ax  -+-  b 

ax  -H  a = a"  ou  - — = z* 

atx  -f-  6, 


« étant  le  plus  petit  des  nombres  que  divisent  ;i  la  fois 
p , q , r,  : . . On  rendrait  rationnelle  de  la  même  manière 


m p 


une  fonction  rationnelle  des  monomes  xn,  x* , x‘ , etc. 
Les  expressions 

'['•(îStï $]*■"*■ 

se  ramènent  encore  aux  formes  précédentes,  en  posant 
.r™  = z. 


i 
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•Suite  de  l'intégration  des  fonctions  algébriques.  — tülVéren  licite  binôme. 


23.  On  désigne  sous  le  nom  de  différentielle  binôme, 
les  expressions  de  la  forme  jrm  (a  -+-  hx”  ')>'  dx , dans  la- 
quelle on  peut  toujours  supposer  m et  n entiers,  car  si  ces 
nombres  étaient  fractionnaires,  la  transformation  indi- 
quée dans  le  numéro  précédent  ramènerait  à une  expres- 
sion semblable  où  les  exposants  de  la  variable  seraient» 
entiers.  L’exposant  />  est  fractionnaire,  car  s’il  était  entier 
on  développerait  ( a -4-  bx"')1',  et  l’on  aurait  à intégrer  un 
nombre  fini  de  termes  de  la  forme  A.r™. 

On  peut  d’abord  essayer  de  rendre  l’expression  donnée 
rationnelle  en  posant 

» 

a -H  bx*  ~ z, 

d’où 


t . . " » 


donc,  si  — * est  un  nombre  entier , l’expression  trans- 

n * 

H 

formée  n’aura  d irrationnel  que  le  niouomc  zp  = zr , 
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et  011  la  rendra  rationnelle  en  posant  z — t',  ce  qui  re- 
vient à faire  d'abord  a bx“  = zr 
Comme  on  a 

xm(a  - 1-  hx")  i‘iix  = |ax'""  ■+■  bydx, 

et  que  le  second  membre,  d’après  ce  que  nous  venons 

, , 1 . ih  -H  * « -4-  1 

de  dire,  sera  intégrable  si  , et  par  suite 

m-\-  np  - 1-  1 m -t-  1 * , . e 

ou 1-  P est  un  nombre  entier,  il  suf- 

n - n ’ 

fira,  pour  qu’011  puisse  intégrer  l’expression 

je"  (a  -+■  bx")dx, 

,,  . . , m - (-  1 m -H  1 

que  I une  (les  quantités  — — ou (-  p soit  un 

nombre  entier. 

Cette  même  expression  x"‘  ( a -1-  b rfy  il  je , quand  on 
(Le  m 

change  X"  en  x,  dx  en  ~t , x"‘  en  xn , devient 


m 

I r n ■+_  1 

- J (ax  + by  xn  dx, 

et  n’est  qu’un  cas  particulier  de  l’expression  plus  géné- 
rale J (ax  -t-  b)ll((ilx-\-biy  dx,  dans  laquelle  p et  v sont 
des  nombres  quelconques,  et  que  I on  rendra  évidemment 
rationnelle  dans  chacune  des  hypothèses  suivantes,  c’est- 
à-dire  si  l’une  au  moins  des  trois  quantités  p,  v,  p -4-  v 
est  un  nombre  entier  : en  effet , dans  ces  hypothèses , 
l’expression  dont  il -s’agit  se  présente  sous  l’une  des 
formes 

, m -h  “ 

(ax  -t-  b)±l(a,  x -t-  b,)  " dx,  (ax-hb)  "(a  ldx, 

, m , m 

dr  - ± l=F  - 

(ax  -h  b)  "(a.x-hb,)  ", 

dans  lesquelles  /,  ni,  n sont  des  nombres  entiers,  et  que 
l’on  rendra  rationnelles  et  intégrables  en  posant,  pour 
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aa 


la  première,  pour  la  seconde,  ax-\-li=zn-. 

pour  la  troisième,  -°X  ~*-~r  — s"- 
v a%x  -h  5, 

2 t.  Lorsque  les  deux  expressions 

f x“  (u  -+-  bjf'ydx,  f ( ax  ■+■  bY'(o,x  -4-  è,)Vir, 

ne  sont  pas  intégrables,  il  reste  à essayer  de  les  ramener 
à des  formes  plus  simples  en  réduisant  autant  que  pos- 
sible les  exposants  m oup,  p ou  v,  à l’aide  de  l’intégration 
par  partie,  ou  de  l’équation 

f udv  = UV  — / edu , 

dans  laquelle  on  prendra  toujours  pour  u le  facteur  dont 
on  voudra  diminuer  l’exposant,  et  pour  dv  le  facteur 
dont  on  voudra  laisser  intact  ou  augmenter  l’exposant. 
Transformons  d’abord  la  seconde  expression  qui  est  plus* 
symétrique. 

Ier  cas  : On  veut  diminuer  p et  augmenter  v. 

En  prenant  (ax  -+-£)■“  pour  u,  (a,.r dx  pour  dv , 
on  a 

(i)  J (ax  + b)>t(a,x-hbiydx  = {— ^ ~ 

[(ax  + by-'ia.x+b.y  + 'dx. 

(t-i-t)a,  J 

a"1'  cas  : On  veut  diminuer  p en  laissant  v ce  qu’il  est. 
Dans  la  formule  précédente  on  remplace  (o,\r-+-  bxy*~' 
par 

ab,  a,è"] 
a 


(a,.r+ô1),(a,.i-p6I)— (ax  -+-  b)  J» 

et,  en  réunissant  les  intégrales  semblables,  on  trouve 


(a)  J (ax  + b'yl(a,x+ b,ydx  = 


(ax-hby(a,x  + b,)'H'1 


(/*- f-  * -+-I )a, 


~ j + br  + *■>'  dx- 
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3“e  cas  : On  veut  augmenter  p sans  toucher  à v ; en 
résolvant  la  formule  précédente  par  rapport  à l’intégrale 
du  second  membre  et  changeant  p en  p 1 , on  trouvera 

p . , [ax-\-byJr>[aIx->rbiy~i~' 

(3)  J(ax+b)li(alx-hbt)dj:  — \ab,—atb) 

f(‘>*  + àr+-‘(a,x+b,)’  d*. 

(ft-ht  )(ab,  — atb)J 

En  changeant,  dans  les  formules  (i),  (2),  (3),  a,  b,  p en 
a,,  />,,  v,  et  réciproquement , on  obtiendra  trois  nouvelles 
formules  qu’on  pourra  employer  dans  les  cas  suivants. 

4m'  cas  : On  veut  augmenter  p et  diminuer  v. 

r ' , • (ax+by+'ta.x-hb,)’ 

(4)  J (ax+by(a,x  + b,)’dx  = - fftqrTja 

on  obtiendrait  directement  cette  formule  en  prenant 
(a,x  -1-  b, y pour  u. 

5mc  cas  : On  veut  diminuer  v sans  changer  p. 

r (ax+6)‘+'(fl,r  + i',)' 

(5)  J (ax  4-  bF(a,x  + bt)’dx= 

„ »M  — ay  f (ajc-4-  AV*  («,*-+-  tir. 

(ft  -+- 1 ■+■  1)0  J 

On  déduira  cette  formule  de  la  quatrième,  en  rempla- 
çant (aJ+  b)**1  par 

ta  , atb — ab,  *1 

— — J- 

gmo  cas  . Qjj  veut  augmenter  v sans  toucher  à p. 

c ....  (ox+br-*"  [aiX  + bt)'*' 

(6)  J(ax~\-by  (a,x  -hb,)'  dx—  (,  + x)(a,b  — abx) 

- , /W-+-  *)'*(«.*+ by-'-'dx. 
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Cette  formule  s’obtiendrait  en  résolvant  la  cinquième 
par  rapport  à la  seconde  intégrale,  et  changeant  v en  v— (—  i . 

En  employant  une  ou  plusieurs  fois  les  formules  qui 
précèdent,  on  ramènera  l’intégrale  proposée  à une  autre, 
dans  laquelle  chacun  des  binômes  ax  b,  a,x  -f-  b , 
aura  un  exposant  compris  entre  o et  1 . Si  les  exposants 
p et  v avaient  des  valeurs  entières,  on  finirait  par  les 
réduire  à o et  — i,  et  l'intégrale  donnée  se  trouverait 
remplacée  par  une  des  suivantes  : 


fd,=*  + C,  + 

k 


dx  =—  l(«I*+Ü.f+ C. 


■+èi  aa, 


dx 


__  _ J /■,./  ax+b  \_  1 / ax-\-b  V 

(ax  + b)(atx-i-bt)~.ab,—  atb'  J a(abt  — a, b.)  \a,x-h  b J "+" 

25.  Si  l’on  veut  simplifier  immédiatement  l’intégrale 

fxm[a-^-  bx")P  dx, 

on  prendra  d’abord  x"  pour  u , et  l’on  aura 

•x*-*+* 


r*(«  -f-  bx")fdx—  — («  bx”)P  bx"~'  dx 


x"-n+,(a  + bx*)r+'  'm-n- t-i  /'  , , , ^ 

= ~7 •+■  èj-)r+  ■ <£r 

/ï6  (/? -f- 1)  nb(p-4-i)J  v r 

et  l’on  en  déduira  : 

i°.  Si  l’on  veut  diminuer  m et  augmenter  p , 

m — n -t-  i r , , . , 

T, r I x»--(a  + bx")r+>dx  -, 

nb(p-hi)J  v ' 


au.  Si  l’on  veut  diminuer  /«  sans  toucher  à/>,  en  rem- 


t 
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plaçant  ( a-+-bxH)p+l  par  {a-\-bx“)p  (a-\-bxn), 


(a) 


/•  . ...  (a-hbx")P+' 

H°+  *■>«.  = t(‘  A - 


(m-+-np-hi) 
(m—n  + t)a 
b[m-\-np- f-i) 


~ ” | -f-  Ax*)»’  rfr. 


3°.  Pour  augmenter  m sans  altérer  p , on  résout  lé- 
quation  (2)  par  rapport  à l'intégrale  du  second  membre, 
et  l’on  change  m en  m+n  , ce  qui  donne 


p .s  x"+>  (a-H 

= — ^TT) — 


(3) 


b(np  + m + n + l)  + bx.)F(ix, 


4°.  Pour  diminuer  p et  augmenter  m , on  prend  x"*dx 
pour  r/e,  et  l’on  a 


(4) 


J x“(a  4-  bx * )fdx  = 


xm+'  ( a 4-  bx")’’ 


m 4-  1 


_ J!PL  fx-  + -(u  4-  bx*)P~ldx. 

m -f-  1 J 

5°.  Pour  diminuer/»  sans  augmenter  m , on  remplacera 
fa- 1-  bx*  — a \ 

dans  (4)  *“+"  Par  ^ b )' 


d’où 


x-+‘ (a-t-ix*)' 


f5)< 


\j*~(a  + bx*)dx  =■  m + np+} 

anP — _ j x^a  4-  bx*)P~'<ix. 


( 


m 4-/ip4-i 


6°.  Enfin,  pour  augmenter  p sans  altérer  m,  il  suffit 
de  résoudre  (5)  par  rapport  à l’intégrale  du  second 
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membre  et  de  changer  p en  p -f-  r,  on  trouve  ainsi  : 

(6)!' 


m -h  np 
an 


Les  formules  qui  précèdent  offrent  quelquefois  des 
termes  infinis  et  ne  peuvent  plus  être  appliquées  •,  mais  on 
s’assure  facilement  que  dans  tous  les  cas  où  cela  arrive , 
l’une  des  conditions  d’intégrabilité  est  satisfaite,  de  sorte 
que  la  différentielle  proposée  peut  toujours  être  ramenée 
à une  fonction  rationnelle. 

26.  Exemples  : ■ 

t I'  xfdx  x?*~'  l/ 1 — xX  A_m — 1 ('xm~’dx 

J v/7^*»  m m Jy'i  —x*' 

L’exposant  entier  m étant  ainsi  abaissé  de  deux  unités, 
on  arrivera  en  répétant  plusieurs  fois  le  même  procédé, 
à l’une  des  deux  expressions 

j ^dx.r.  = — \/ \ — x*-+-C,  =-%rc sin  x ■+■  C, 

J V i—  x'  J\S  \—  x2 

suivant  que  m sera  pair  ou  impair.  On  parvient  ainsi  aux 
deux  formules  suivantes  : 

Si  m impair, 


xmdx 


si  m pair, 


" jfdx 

l/i-x  ’ f 

V'i  — x' 

m L 

— i ( m — — 4) 

{m — i)(m — 3).i.3‘ 


m — i 
m — a 


— i)  H 

(m  — a)(«-^4)...aJ 

— — 3).. .3 

—, TT arc  smx  C. 

— a)  (m  — 4)-"a 
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on  supposait  1 exposant  négatif  et  représenté  par  m , 
; réduirait  à l’aide  de  l’équation 

Ç x~mdx  __  x~m+'y/'ï— X*  m — 2 /•  *-•  + »<&. 

\S i—  x*  — m i + m — i J y/ , r;  ’ 

que  1 on  pourra  toujours  employer,  excepté  dans  le  cas 

m = i i l’expression  à intégrer  est  alors ~ 

rend  rationnelle  en  posant 


ou 


= ; on  la 

x V'  i — x* 


l/ 1 — x*  ==  i 


-I-  zx, 


et  l’on  trouve 
dx 


Uc. 

d x l»  i — x1  J Z \ x J-r^’ 

H.  / — — , intégrale  qui  se  présente  dans  le 
" v ax  — x’ 

calcul  des  Oscillations  du  pendule;  on  a 


r x“dx 

/ jx — x*  J \/ a 


et  en  intégrant  par  parties, 


x \dx 


2/  | a r xm~'dx 

— x1  2 J y/'ax — x»  ’ 


“(*-5)*  . , r : 

\/âx—~^' = — x"  ' l/ox— x*-t-(/n  — 1)  I xm~'dx\/ ax  — : 

= — X--  V/oï-Ix1 -+-(,»—!)  (“*-**) 

> l/(ur — x’ 


,)«  lr~^ -(m-  ,)  f-j*"**  _ 

'l/ox— x>' 
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Substituant  dans  la  première  équation,  et  réduisant,  il 
vient 


r xTdx ir-'y/ax— x' 

l / ax — x1 


im  — i 


m 


am 


— i Ç xm*~ldz 

1 J l/flJT  — xx 


* , 

L’exposant  m étant  ainsi  abaissé  d’une  unité,  si  l’on  ap- 
plique le  même  procédé  A l’intégrale  du  second  membre , 
on  parviendra  enfin  à l’intégrale 

/•  ’ dx  _ __  /*  dx 


\ * 

) 

27.  Pour  obtenir  de  la  manière  la  plus  directe  les  for- 
mules qui  servent  à la  réduction  de  l’intégrale 

f (ax-f-  b)!1  [a ,x-\-b t)'  dx,  y 

on  peut,  avec  M.  Cauchy,  substituer  l’équation 

V * 

f u vd.\  v — uv  — f uvd . 1 u 

à la  formule  ordinaire  f iidv  = uv  — [vdu,  et  supposer 
les  fonctions  u et  f respectivement  proportionnelles  à 

ax  •+■  b 

certaines  puissances  de  ax  4-  o,  <i\X  + b , , + » en 

ayant  égard  aux  équations 

adx  . , a,dx 

d\lax  + b)  — r,  d 1 (a,x  ■+■  b,)  — T"i 

' ’ o.r-4-è  ’ v a,x+bt 


ax  -h  b 

d l ^T-L=z 


(ab,  — a,b)dx 


a.x-f-è,  (ax+  b)  (a,x-t-è,)  _ 

On  retrouverait  ainsi  immédiatement  la  formule  (i)  du 
n°  24,  en  supposant  u proportionnel  à une  puissance  de 
ax  -f-  b,  v à une  puissance  de  <i,.r -+-&,}  la  formule  (a), 

, , ’ . j ax  -h  b 

en  supposant  « proportionnel  a une  puissance  ae  - » 
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\>  à une  puissance  de  axx  -f-  A,  ; la  formule  (3),  en  sup- 
posant h proportionnel  à une  puissance  de  atx  -+-  b, , 

u à une  puissance  de  ^ ; la  formule  (4),  en  suppo- 

sant u proportionnel  à une  puissance  de  a,x  -+-  fc,,  v k 
une  puissance  de  ax  -+-  b-:  la  formule  (5),  en  supposant 


b ’ 


01+»  a une 


u proportionnel  à une  puissance  de 

puissance  de  aX  -(-A;  enfin  la  formule  (6),  en  supposant 
u proportionnel  à une  puissance  de  ax  u à une 


puissance 


de 


b,  ' 

On  pourrait  traiter  de  la  même  manière  l’intégrale 
J x"{a  -t-  bx*j  dx. 

Exemple  : Supposons  qu'il  s’agisse  de  réduire  l’intégrale 

fi ï£êr=fi'+*r'J‘’  " ■ 

n désignant  un  nombre  entier  supérieur  à l’unité  : on 
supposera  u et  e proportionnels  à des  puissances  de  x 1 et 

I ~f*  X * 

de  , et  comme  on  a 

on  tirera  de  la  formule  f uvd . 1 v — uu  — J uvd . 1 u : 

r dx  /' — d 1 

J (i  -4-x*)"  J » \ **  / 


r-*\  — n+i 


par9**1  + fî+x*\- 

~~  J a(n  — 1)\.  x>  J 1 r’  j 

a (n — i)  J 7.(n—  i) 

x m — 3 


a(n— i)(l-4-x’)"  1 2 n 


— 3 r dx 

J (\+x'  f-' 
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Intégration  des  fonctions  exponontielles  logarithmiques  ou  circulaires. 


28.  On  nomme  fonctions  exponentielles  ou  logarith- 
miques celles  qui  contiennent  des  exposants  variables  ou 
des  logarithmes,  et  Fonctions  trigonométriques  ou  circu- 
laires celles  qui  contiennent  des  lignes  trigonométriques 
ou  des  arcs  de  cercle.  Il  serait  fort  utile  d’intégrer  les  for- 
mules différentielles  qui  renferment  de  semblables  fonc- 
tions , mais  on  n’a  point  de  méthode  générale  pour  y 
parvenir.  On  est  réduit  à essayer  de  les  rendre  algébriques 
par  une  substitution  de  variables,  ou  à les  ramener  à des 
intégrales  de  même  genre,  mais  plus  simples. 

Exemple  : On  rend  algébriques  les  intégrales 

//(* f/  (e*)dx,  f f (gin  x)  co&xdx, 

f f (cos  x)  sin  xdx , //(sinx)cosx(ix, 
f/( sin-r,  sin  ix, . . . , cosx,  cos  ix,...)dx, 

en  égalant  tour  à tour  1 x,  e*,  sinx,  cosx  à z.  Ainsi,  par 
exemple,  en  faisant  sinx  = z,  d’où 

y — — dz 

cosar=K  I — cos xdx  dz , dx— — — 

i — s*  ’ 

l’intégrale  f sinx,  cosx)</.r  devient 

J/(z, 

et  se  présente  sous  une  forme  algébrique. 

T.  ii.  3 


% 
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29.  Si  P et  z sont  deux  fonctions  de  x dont  la  première 
réste  algébrique,  et  dont  la  seconde  ait  seulement  ui^dé- 
rivéc  algébrique  z',  et  si  de  plus,  en  posant 

fVdx  = Q,  fQz'dx  — K,  fKz'dx^zS,..., 

on  obtient  pour  Q,  R,  S,...  des  fonctions  connues  de  la  va- 
riable x,  on  déterminera  sans  peine,  à l’aide  de  plusieurs 
intégrations  par  parties,  l’intégrale  /P  z"dx,  dans  laquelle 
n est  un  nombre  entier.  On  a en  effet 

fVz"dx—znfVdx — nf[z^~'z'dx  X /Prfx]=Qî" — n fQz'z?~'d.r, 
f Qz'zl'~'dx=:  z*~'f  Qz'dz — -(n  — t)f  [zP~*z'iix  X /QzVir] 

= Rz"-'  — (/i-^-O/RsWr  . . . , 

et  par  suite 

/ Vz*dx  = Qz"  — nRz«“'  + i — etc.  -f-  Cf 

on  satisfera  aux  conditions  énoncées  en  prenant  pour  z 
les  fonctions  A l[y(x)],  A arc  tang /’(*),  A désignant  aWe 
constante , et  f (x)  une  fonction  algébrique  de  x. 

Exemples  : Supposons  que,  P étant  égal  à i , z soit  dé- 
terminé tour  à tour  par  les  équations 

z = lx,  s = arc  sin  x,  z — arc  cosx,  z a=l(x  l/ï^Ksr») , 


on  aura 


n i)  .. 3. a.  r 

Tx~*~  (i  x)*  • (u)« 


.f(\xYfix  = x(Ix)*|^ 
f'i  arc  sin  x)"fir=(arcsin  j-cjx- 
J(  arc  coixfdx  — (arc  cos  x)"  Jx 

f'[  i(*+t/TTP)]"‘b 

ni/l+x'  n(n- l)x n(«-rX*-a) 


«l/T-x1  n(n — i)x  n(n-i)(«-a)V/'î"-x’  '1  ^ 

arcsinx  (arcsinx)1  (arc sin xp  ' ’J  ’ 

n\/  i-x*  n(n — i)x  /j(/j-i)(zi-2)V/i-x* 
arccosx  (arccosx)* 


(arccosx)3 


n(n — rX»— 3)1/  i-H*' 


r')? 


■...j+C, 
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Oii  intégrerait  encore  avec  beaucoup  de  facilité  les  ex- 
pressions / x“~*  (lx)"<£r,  / x“-,(  arc  sin x)"dx, . . . , qui 
diffèrent  de  celles  qui  précèdent  par  la  valeur  de  P qui 
ici  estx--1,  on  aura,  par  exemple, 


Si  dans  les  formules  obtenues , on  poee  tour  à tour  I 

•ln£5.  .•  ••  'l>  >-ib  irui  v.1*..' 

lx=ï,  jc  = r*,  dx  = e'dz ; 

arc  sin  x — z,  x = sinz,  dx  = cos zdz  ; 
arc  cos  x — z,  x = cosz,  dx  = — sin  zdz  \ 

• \ ’ . »’  .*7  V ^ t , • , 

l(x-|- V^T-t-x’)  = z,  X -V-V' I -4-x*  =r  e* , 

( J-H  l/l-t-X1)  (y/i+x’.-rr-jr)  _ 1 _ t 

x e ’ 

l/7^x»-x  = e-,  x=^“-H\  *T=£^±£^i‘ 

2 2 

on  trouvera 

.]}  +c, 

_ /^^^[.-^^3^-^.^aU-j} +c. 

M^PY=^b  l^..]-?±qe+;e^-]j+A 

^ . , »*«^r  » , n(n  — i) , _n(n  — i).  , .3.3.1  T ~ 

/ zVV/z  = 1 l H — -£  — etc.  ± -i - — I -h  C. 

J a L az  o z’  a*i"  ! 

On  pourrait  établir  directement  ces  diverses  formules  à 
l’aide  de  plusieurs  intégrations  par  parties  que  l’on  ef- 
fectuerait de  manière  à diminuer  sans  cesse  l’exposant  n 
pour  le  faire  enfin  disparaître.  Ainsi,  par  exeniple, 

3.. 


IHL  ..k.  - 

.'V-'W 

> i.  ■*  * 

, :*  * *.  t » - . 

. 

- ; - L * 
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l’intégrale/*''  ea,dz  se  déduit  des  équations 
fzrc"dz  = ^ e“dz , 

Ç r*-1  f <"*>  etc 

L’intégration  par  parties  peut  encore  servir  à fixer  les 
valeurs  des  deux  intégrales 

fc“cmbzdz,  f e“  sin  Az  riz, 

on  a en  effet 


d’où 


j e"  cos  bzdz  — 
j e*‘  sin  bzdi  = 


f 


e“  cos  bz  dz  : 


e“  cos  bi 
a 

e“  sin  b z 
a 


e“  sin  bz  Hz, 
c“  cos  bz  dz. 


t-  la  cosbz  -+-  b sinéz)  -+-C, 

a*-+-A’ v 


f (*'  sin  bzdz  — -r-  (a  sin  bz  — b cos  bz)  + C. 

J fl’-t-  o* 

, i 

Scolie.  La  formule  qui  donne / z"  e"dz,  repose  sur  ce 
principe  que  fe-dz=Ç-  Or  cette  dernière  équation 

subsiste  encore  lorsqu’on  remplace  a par  a +b\/—  i, 
et  par  suite  / e“’dz  par 

i)'jt  _ y (cos bz  -+-  \/ — i sin bt)dz. 

On  pourra  donc  faire  cette  substitution  dans  la  formule 
citée,  ce  qui  donnera 


(cos  bz  -I -\/ — l sin  bz)  dz 

i"e**(cos  bz  + V/— « sin  bz)  f h — »)-^3.a.i  | f 

T L ' • (.+èi/-.)vJ 
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Cette  formule  se  partagera  en  deux  autres  qui  donneront 
les  valeurs  des  intégrales 

t 

l'z,ea‘  cos  bz  dz,  / z"e*‘  sin  bzdz. 

•MS 

30.  On  peut  encore  rendre  rationnelle  ou  réduire  au 
moins  l’intégrale  / sin^x  cos’x rlx,  dans  laquelle  p et  v 
sont  deux  quantités  constantes.  Si  d’abord  on  pose 

sin'x  = s, 

d’où 

cos\r  = i — z,  dz  = 2 sin  x cos  xdx, 

il  il  ..  nsuzrta  ij  ’n.i ';•  I' 

l’intégrale  proposée  deviendra 


Z 1 (,-»)  3 dz, 


V»é'  f S 

et  sera  rationnelle  et  intégrable  si  les  trois  quantités 


ft — I r — I 

a ’ 2 


se  réduisent  à trois  nombres  rationnels  dont  l'uu  au 
moins  soit  entier,  ce  qui  arrivera  nécessairement  toutes 
les  fois  que  p et  v auront  des  valeurs  numériques  en- 
tières. 

Dans  tous  les  cas,  à l'aide  de  l'équation 
J' udv  — tu>  — Jvdu , 

on  pourra  : 

i°.  Diminuer  p,  augmenter  v en  prenant  sin^x  pour 
facteur  u , ce  qui  donne 

J1.  sin^* 

sin •“x  cos’  xdx  = — 


’ nf.i  t'  S&  j • 


(lit 


stn'*  'xcos' 
’ 4-  i 


ruioq  a(J 


/sin  ^ ~’Jx  cos  ' ^rdx  ; 
> + i ./ 
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a0.  Diminuer  y sans  changer  v en  remplaçant  dans  la 
formule  précédente,  oos'^2x  par 

cos'xx  cos’x  = cos’  X(t  — sin’x), 
et  réduisant;  d’où 


w/ 


in^“ 


sin 


sîn  f*x  cos  ' xdx  =r  — 


”'x  cos'  +lx 

7+  ’ 

sin  f*~ 2x  cos'xtir. 


3°.  Augmenter  y sans  changer  v , en  résolvant  la  for- 
mule (2)  par  rapport  à l’intégrale  du  second  membre , et 
changeant  ja  en  y -J-  2.  On  trouve  ainsi 


(3)  J su 


sin^xcos’xrfr  = - 


sin  cos’ + ‘x 


<*  4-  « 
fi  4-  » 4-  2_ 
fi  4-  1 


sin  •“~K1x  cos'  xc/x. 


En  prenant  cos^x  pour  facteur  u,  et  suivant  la  même 
marche,  on  pourrait  : 

4°.  Diminuer  v,  augmenter  y,  5°  diminuer  v sans  chan- 
ger y,  6°  augmenter  v sans  toucher  à y,  h l’aide  des  for- 
mules 


sinPxcos’x<ix= 


sin  ^‘xcos" 

lX  V 1 

y sin^^xcos"  2xrfx. 

f*  4-  1 

^4- 1 . 

sin  cos,— 

'x  F I 

^ sin^x  cos’  ~’1xdx, 

•ê*  4~  ’ 

| 

/**4~  » »> 

«J  / 

(5)  fsk 

(6)  f sin  cos'xdx  = - 8ln— ' J COS tlf /sin“xcos'+2xrfx. 

'J  » 4-  r »H-i  J 


On  pourra  dès-lors  transformer  l’intégrale  donnée,  en 
une  autre  intégrale  de  même  espèce , mais  dans  laquelle 
les  exposants  de  sinx  etcosx,  seront  compris  entre  — 1 
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et  -H  1 . Si  les  exposants  p et  v sont  tous  deux  entiers , 
on  les  réduira  à l’une  des  trois  quantités  -t-1,0,  — 1,  et 
l'intégrale  / sin^x  cos  'xdx  sera  remplacée  par  l’une  des 
neuf  suivantes: 

J dx  — x 4-  c,  j sinxïir  = — «*r  4-  C, 
j co»  x dx  = ïinx  4-  C, 
j sin.rcos  xdx  — 7 sin'x  4-  C, 


sin  x 


cosx 

cosx 


dx  ~ — 7 I cos'x  -f-  C, 


f 

\‘^±dx  = I 1 sin'x  -(-  C, 
J sinx 

/** 

COS* J _ l 
sinx  ’ 
cosx 

r dx 


= 7 I tang  ’x  4-  C, 


{lu^.î+c, 

J sinx  J sin|x  cos|x  a 

:=/£ |^-*"--(ï+ï)+c 


i 


Si  l’on  applique  ces  principes  à la  détermination  des 
intégrales 


/•  /•  . /'sin"x  , 

J sin’xrfx,  J cos"x<ir,  J — ***> 

/•cos^x  /_*_  r*L_, 

• sin’x  J cos’x  J sin’x 

. ‘ • 1* 

H étant  un  nombre  entier , on  trouvera  : 
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i°.  En  supposant  n pair, 


. , • cosxf  . n — i . 3.5. ..(n — 3)(« — l)  . 1 

/ sin"x<£r  = • sin"-,*H sin"_Jx-t-...H — 7 — — — -,sinx  1 

J n 1 n — a a. 4 ...(n — \){n — 2)  J 


f sinxf 

J co9*xax= 1 cos 


n — i 

■x  cos’ 


J'  , tane"-'x  tane"“3x  ta  nu  " „ 

tang"xrfx  = — 1 . ■ . ± tangx  Xx  + C, 

n — 1 n — 3 n — 5 


a . 4 • . - («  — 2)/i 

. 3.5...(n — 3)(n — 1)  "J 

-Jx-t-...H - y (cos* 

2.4. . 4)(«— 2)  J 

1.3..  .(ii-x-3)(/j — 1) 


2. 4 - • • (» — 2)n 


C, 


cot" 


cot" 


cot' 


Jcot’xrfx  — — — — - ■ — *■  ± cot*  x;  * -t-  C, 

n — 1 n— 3 n — 5 

/•  , . sinx  r , n — 2 , , a. 4 ...(« — 4)(n — 2)  1 

I sec’xdx= sec"  ’xh ^sec"-5*...-)-— 5 — 7- — ^ sec*  C, 

J n—  iL  «—3  1.3. ..(n— 5)[n— 3)  J 

J‘  , . cosxT 

cosec*xdx=r 1 

n—  » L 


coséc*-1  x-f-^-^coséc*-Jx...-f — s . — =, 

/i-3  i.3..(/i-5)(/i-3j 


(n — 5)  (« — 3) 

a.4— (n-4X”-a)  q^éexI-HC  ; 


2°.  En  supposant  n impair, 

/*  . cos*  T . n — 1 , (n — l)(it — 3)  . . l.4""*(«-3)(n-l)“| 

fc-<-r«±î[ 


n— 1 , (n— iVn— 3)  . a.4...(»-3)(i»-l)~|  r. 

co,.-,I+__co,->x+^r-âCo.  *+..  + 


n— 2 


'(n— a)>— 4) 


.xdx  _ tonç-'x  . . ± u?g - ± i I cos -X -+- C, 


J 
f 

J 'éc'xrfx  = «x  ] 


C0l"-'x  cot— «X  cot— *x  , _cot»x_,,  ; 

cot  ’xdx  = — 1 — | ^73 — — - — qz  * I sin  'x  C, 


i.3...(n— a) , 


I tang  ■ 


/cO.*C.xdxa,^[^"-'*^»Séc-»xq....q-^^c°«0’x] 

{ { I t*ng  *x+C. 


2.4. . («-.)• 

3.5 

i.3...(i»— a) 


a-4-.'{" — *)' 

31 . Pourobtenir  immédiatement  les  six  formules  fonda- 
mentales du  n"  30,  M.  Cauchy  a recours  encore  à l’équation 
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/ «prf.li>  = uv  = fuvdAu, 

et  fait,  tour  à tour,  t°  u proportionnel  à une  puissance  de 
sinx,  et  v proportionnel  à une  puissancede  cosx  -,  a°«  pro- 
portionnel à une  puissance  de  taugx,  et  à une  puissance 
de  cosx;  3°  u proportionnel  à une  puissance  de  cos x et 
v à une  puissance  de  langx;  4°  u proportionnel  à une 
puissance  de  cosx  et  v à une  puissance  de  sinx;  5°  u 
proportionnel  à une  puissance  de  cotx  et  t>  à une  puis- 
sance de  sinx;  6°  u proportionnel  à une  puissance  de 
sinx  et  v à une  puissance  de  cotx;  en  ayant  égard  aux 
équations 


. . cosx  , , , sm  x 

rf.  1 sin  x = - dx,  rf.lcosx  = -a 

sinx  cosx 


rf.ltangx  = — rf.  1 cotx  - 


rfx 


sinx  cosx 


D'autres  méthodes  peuvent  servir  encore  à la  réduction 
ou  à la  détermination  de  1’intégrale/ sin  =^xcos-"Xr/x, 
m et  n étant  deux  nombres  entiers.  Il  est  d'abord  évident 
qu’on  réduira  l'intégrale  / sin_"‘x  cos~”xrfx  à d'autres 
plus  simples,  en  multipliant  une  ou  plusieurs  fois  la  fonc- 
tion sous  le  signe /par  sin’x  4-  cos’x  = i.  De  plus 
on  peut  rendre  rationnelle  l’expression  sin~"x  cos— "xrfx, 
i°dans  le  cas  où  n est  un  nombre  impair,  en  posant 
sin  x = x;  a°  dans  le  cas  où  ira  est  un  nombre  impair , 
en  posant  cosx  = z.  Enfin  l’on  obtiendra  très  facilement 
les  valeurs  des  intégrales 

/ sin"xrfr,  / cos'Jr rfx,  / sin"x  cos "xrfx, 

en  remplaçant  sin  “x,  cosmx,  sin”x  cosmX,  par  leurs  va- 
leurs en  sinx,  sinax,  sin  3x, ...,  cosx,  cos  ax,  cos3x,... 

fi  «10  J ;>•) 
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A 


Propriétés  diverses  des  intégrales  définies.  Méthodes  pour  la  détermina 
lion  des  valeurs  de  ces  mômes  intégrales. 


32.  L’intégrale  définie  f f (x)  dx  est  déterminée  par 

J *0 

l’équation 

•X  r 

(i)  f f (x)dx—  lim [(x, — *o)/C*o)4-(*i — x,)/(x,)-4-...-4-(X  — (**.,)], 

t / x0 

dont  on  se  sert  souvent  dans  la  recherche  des  valeurs  ap- 
prochées des  intégrales  définies.  Pour  plus  de  simplicité 
on  suppose  ordinairement  que  les  quantités 

Xo,  Xfj  * . . I x,_„  X 

forment  une  progression  arithmétique.  Dans  ce  cas , les 
éléments 


jr,  — xOJ  x,  *«»•••»  X *»— » 

sout  tous  égaux  entre  eux  et  à^la  fraction 

X JT  o 


et  l’on  a 


f f(x)dx  — lirai  \f(x.)  -+-  f (xB  -f-  i)  ■+•  f(x„  ai)  -f-  ...  -+-/ (X — /)]. 
J x o 
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On  pourrait  aussi  supposer  que  les  quantités  x0,  X,,...,X 
forment  une  progression  géométrique  dont  la  raison  dif- 
fère très  peu  de  l’unité  : en  adoptant  cette  hypothèse  et 
posant 


\/-  = 
▼ x„ 


t -4 


on  aura 

x,  — Xq(i  m),  x,  =x,  (i  -t-  «)•••  X — x„_,  (t-  4-  •), 


■ itti'' 


Jx  /(x>£r  = lim.j x0/(x.)- 4- x0(i-4-*) /W1  +“)]+•  ••+  ' 

33.  Dans  plusieurs  cas  , on  peut  déduire  de  ces  for- 
mules, non-seulement  des  valeurs  approchées  de  l’inté- 
grale définie,  mais  aussi  sa  valeur  exacte  : on  trouvera,  par 
exemple , 

i°.  J X£ir=linw[x04-Xo4-»4-x*4-i*<4-...4-Xo4-(n— i)']=lim  (j^(x04-X  — >)  ~ J > 

/’X  . X — xD  „ (X— x0)(x„4-X—  i)  X>-xi 

J xdx  — lira  - ■,(•*<>  4- X i)X-  = lunv ^ 

*/,o 

a®.  f*a'dx=\mi[a*'-Htr°+i+  ax°+ai...  4- «,*>+-(»- 0'] 

J *o 

= lim  ia*°  [o'4-  a*1.  . . 4-  ~ litn  — j— 

— iim  _i_.  azn[a X — *>  — il 
i i 

et  puisque  Jim  — — yy , 


d‘où 


fXe‘dx=c*-S-; 
J In 


-.usb 

•tV\  ■dWjfimW 
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3°.  I tfdx  = lim«[x0*+,4-x0*+*(i+«)'+,-l-..  . + x„*+,(H- 
Jx* 

— lim *x0*+‘[ i -t-  ( i 4-  m'f+'-h  (i4-a),(*+,)4-.  • .4-(l-H»)("-0<*+*) 

= [ (ir  -]  • 


et  parce  que 

ac 

hm  -, r-r- = lim  - 

. (!  + *)■+»  — I («-+■ 


, ,rx  X‘+‘—x„‘+‘ 

w r = » I x*  dx  — — — > 

-+-«)•  tf-f-l  Jx0  fl  + « 

rx^=um„a=i^, 

J xQ  x x0  ■* 


car , de  l’équation 


(«  +»r  = 7> 

*o 


“='(l)ï(,455- 

34.  On  peut  souvent  ramener  la  détermination  d’une 
intégrale  définie  à celle  d’une  intégrale  de  même  espèce  : 
ainsi , de  l’équation 

I f(x)dæ—  lim[(x, — *„)/(* •)  + (*• — x<)  / • • --+-(X  — x,_,) /(x,.,) ], 

Jx0 

ou  plus  simplement  encore  de  l’équation 
/'X/(^=F(X)—  F(4 

dans  laquelle  F (x)  représente  la  fonction  qui  a pour  dif- 
férentielle f{x ) ou  l’intégrale  indéfinie 


J f {*)**, 


ou  déduira  les  suivantes  : 
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•X  *\ 

/ af[x)dx  = a I f {x)dx, 

•'  *0  dr„ 

/•X  /-X-H» 

/ / (x  4-  à)dx  = / . / (x)dx, 

•'x0  Jr0-t-a 

f f{x  — a)dx=z  f f(x)  dx, 

J*0  Jx0—* 

L°/(f)dx  = — f f(x)dx, 

./X  Jxt, 

/*X — xa  /'X 

/ f(X  — x)dx  = I ,/{x)dx. 

35.  Toutes  ces  équations  peuvent  encore  se  déduire 
d’un  théorème  fondamental  qu’on  peut  énoncer  comme 
il  suit  : si  l’on  substitue  à la  variable  x une  autre  variable 
z déterminée  par  l’équation 

, i,  < a = 

a ou  1 on  tire 

* = x{*)i  dx  = x!{z)<h,  f(x)dx=/\x(t)]x'(z)dz, 

et  qu’on  appelle  z0,  Z,  les  valeurs  de  z correspondantes 
à x0,  X,  on  aura  toujours 

fX/(x)dx  = fZ/[x(z))x'(3)dz=  f f(s)  dz, 

c’est-à-dire  qu’à  l’intégrale  définie  prise  par  rapport  à x, 
on  pourra  substituer  l’intégrale  définie  relative  à z. 

1”  Démonstration.  Appelons  zu  z„_t  les  va- 

leurs de  z correspondantes  à x,,  x,, . . x„_,;  en  suppo- 
sant ces  valeurs  très  rapprochées , l’équation 

dx  = y!  {z)dz 

donnera  sensiblement 

^1  — 1 x0—y> (sJ  (ï,  *o)j  X,  xt  — X (s,)  (*,  — I,),  • • . 1 

X — (Z  — s^i). 
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:)dx  — limf  (x,  — x0)/  (x„)  4-{x,— xI)/(x1)4-...4*(X— x«_,)/(xw_,)] 
= Hm  {(*_«.)  Ax(*o))x'(to)  + (z,-z.)/[x(*t))x'(>,)  + «c.} 

~ f /[*(*)]  *'(*)<&  = f f (*)<&• 

*'*•  ►'«O 

am<-  Démonstration.  Représentons  par  F (x)  et  F(z)  les 
deux  intégrales  indéfinies  J f (x)rix,  J f (z)dz,  l’équa- 
tion 

f[x)dx  — f(*)</z 

entraînera  nécessairement  la  suivante 

F(x)  = F{z)  4-  C, 

car  deux  fonctions  qui  ont  des  différentielles  égales  ne 
peuvent  différer  que  par  une  constante  ; or  de  cette  der- 
nière équation , Ton  tire 

F(X)  = F( Z)  4-  C,  F(x„)  = F{t „)  -h  C, 

et  par  suite 

F(X)  — F (x0)  = fXf(x)dx=:F(Z)-F(z 0)=  fZ  f (.)*. 

J T0  ‘'«O 

En  partant  de  ce  théorème , il  suffira , dans  les  expres- 
sions 

f(x  4-  a),  f(x  — a),  /(X  — x), 
de  faire  tour  à tour 

S 

x 4-  a = z,  x — a = x,  X — x = s, 

potir  en  déduire  les  équations  du  numéro  précédent. 

36.  On  démontre  non  moins  facilement  qu’on  peut 
étendre  aux  intégrales  définies  les  théorèmes  déjà  dé- 
montrés pour  les  intégrales  indéfinies.  Ainsi,  par  exem- 
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pie,  l’intégrale  définie  de  la  somme  sera  égale  à la 
somme  des  intégrales  indéfinies,  c’est-à-dire  que  l’on 
aura 


• ^ 
rX(>(x)-4-  X(x)  4-  4(x)  4-  etc.]<ir  = <p(x)dx+J^  X(x)dx  4-  j‘  4(x)rfx  4- etc., 

}‘X(u±<’±#±:...)dx=xj'Xudx± J \dx±j  Xtrdx  + etc., 

/>x 

f (- 

J *o 


4-  bv  4-  civ  4- 


X /X  />X 

udx  4-  b I vdx  4-  c f «>etar  4- etc., 


...)dx  = a J udx  4 - b j 


«X  /»  X n X 

| («  4-  v V^—  i)dx—J  udx  -\-V  — tj  vdx 


37.  Intégrer  l’expression  f(x)dx  à partir  dex  = x„ 
c’est  comme  on  l’a  déjà  dit  trouver  une  fonction  conti- 
nua de  x qui  ait  la  double  propriété  de  donner  pour  dif- 
férentielle f(x)dx,  et  de  s’évanouir  pour  x = x0;  dès- 
lors  si  l’intégrale  indéfinie  de  f(x)dx  se  présente  sous  la 
forme 


«>(*)  4 -fX(x)dx, 


l’intégrale  définie  qui  doit  s’évanouir  pour  x = Xn,  sera 
nécessairement 


9{*)  — 9 (■*«)  4-  f x{x)dx- 

J X. 

Ainsi , par  exemple , l’équation 

fudv  — uv  — f vdu 

entraînera  nécessairement  les  suivantes  : 


JZudi>=f  Tuddx=ut’—  — f*fd*  = —Jx  vu'dx, 

j'  u dv  = UV  — u0va  — J'  »du. 
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U,  V,  u01  uH  étant  les  valeurs  de  u,  u,  correspondantes  à 
jc  = X,  x = xe. 

38.  Si  l’on  suppose 

/(x)  = <f(x)  x(x), 

<f(x)  et  x(x)  étant  deux  fonctions  nouvelles  qui  restent 
l’une  et  l’autre  continues  entre  les  limites  x„,  X , et  dont 
la  seconde  conserve  toujours  le  même  signe  entre  ces  li- 

mites,  la  valeur  de  l’intégrale  définie  / /"(xjz/rseradon- 

née  par  l’équation 

■X 

; 

*0 


/•X 

I f(x)<L r=lim  [(x,-x0)  <p  (xo)x(x0)-h(x,— x,)^(x,)^(x,)4-etc.]. 
J X0 


La  suite,  entre  parenthèses,  est  égale  à la  somme  des 
quantités  de  même  signe 

(x,  — x0)  x (x»),  (x,  —X,)x  (x,),  etc. , 

multipliée  par  une  certaine  valeur  f(£)  de  la  fonction  y (x) 
moyenne  entre  les  coefficients  <p(xn),  <p(x,),  etc.  On 
aura  donc 


/.  x 

f(x)dx=ç(i)  I im  [ (x,  x„)x  (x0)  -4-  (x,  — x,)^(x.)  -h  etc.], 

*o 

OU  # 

Jx  f(x)dx  = j ^ $(x)x(x)dx  = tpft)  I X(x)dx, 

£ désignant  une  valeur  de  x moyenne  entre  x„,  X. 
Application.  Si  l’on  prend  successivement 


*(•*)=!.  *(*)““»  x(x) 
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/ /(x'jdx  —/(()  f dx  = ( X — x0)/[xB  -+-  S ( X — x„)), 

J X9  J X o 

£/{x)dx  =flx/(x)  r=f/ff)X!T=f/(^,(|) 

jy(x)dx=jjx-a)f(x)J?L  =(i-a)/(i) I (|=£). 

39.  Supposons  maintenant  qu’après. avoir  divisé  la  dif- 
férence X — x0  en  un  nombre  fini  d'éléments  représen- 
tés par  x,  — .r„,  x,  — x„ X — x„_,,  on  partage 

chacun  de  ces  éléments  en  plusieurs  autres  dont  les  va- 
leurs numériques  soient  infiniment  petites;  le  produit 
(x,  — x0)/(x0)  se  trouvera  remplacé  par  une  somme  de 
produits  semblables  qui  aura  pour  limite  l'intégrale 

X N 

/7(xWx  ; les  produits 

ro 

(x,  — x,J/(x,), ....  ( X — XH_t)/(x^x), 

seront  de  même  remplacés  par  des  sommes  qui  auront 
pour  limites  respectives  les  iulégrales  définies 

J^'/ix^x J * f{x)dx  ; 

et  puisque  la  limite  de  la  somme  de  plusieurs  quantités 
est  égale  à la  somme  de  leurs  limites,  on  aura  générale- 
ment 

f ' /[x)dx=f  ‘ f(x)dx  - j 'f(x)dX...-+-  I f{x)dx . 

•f  Xq  J x9  J X,  J 

On  peut  donc  toujours  décomposer  une  intégrale  défi- 
nie en  plusieurs  autres  de  même  forme,  mais  prises  entre 
d’autres  limites.  On  arriverait  encore  au  même  résultat 
en  remarquant  que  si  F (x)  -4-  C est  l’intégrale  indéfinie 

T.  ii.  4 


i 
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ou  aura 


ff(x)dx, 

I ‘/(x)dx=F(xt)  — F(x0),  l*'f(x)dx—  F(x,)  — F(x,), 

JT©  J x, 

/’X 

• / /(*>&■  =F(X)-F(x„_,), 

P 

d’où  l’on  tiw,  en  ajoutant, 


f(x)dx  + J ' /(x)dx-h. . .-i-J  /{x)dx 

= F(X)-F  (x0)  = fX/(x)dx. 

J Xo 

Lorsque  entre  les  limites  xoî  X,  on  interpose  une  seule 
valeur  de  x représentée  par  £ , on  a 


f‘f{x)dr—  j*f{x)dx- f-  J /(x)rfx. 


11  est  facile  de  prouver  que  ces  décompositions  sub- 
sistent dans  le  cas  même  où  quelques-unes  des  quantités 
x,,  x„. . x„_,,  £,  cessent  d’être  comprises  entre  xQ, 
X,  et  dans  celui  oùles  différences  x,  — xQ,  xs — x,,..., 
X — x„_i,  £ — x„,  X — £,  ne  seraient  plus  des  quantités 
de  même  signe.  Admettons,  par  exemple,  que  les  diffé- 
rences £ — x,„  X — £,  soient  de  signes  contraires.  Alors, 
suivant  qu'on  supposera  la  valeur  x0  comprise  entre  £ 
et  X,  ou  bien  X compris  entre  x„  et  £,  ou  trouvera 

f f[x)dx—  f ° f(x)dx  + f /(x)dx, 

OU 

f*f(x)dx  — J f ^/(x)dx, 
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/ 

/X  «>x0  rx 

T f {x)dx  = — J f(x)dx  + J /(x)dr, 

OU  * 

/ /(*)<£*  = f f Ax¥x  — f *A*)  dx  ; 

•/  -T.  J JT,  J \ 

• mais,  comme  on  l’a  vu,  n°  34. 

—Jç  °f  (*)<**  = J */(*)**’ 

-j*/(*)dx=f*/(x)dX; 
donc  , dans  tous  les  cas  , 

/ f ' f(x)dx  -f-  / f(x)dc. 

. J*0  Jx O 

40.  Ces  principes  admis  , il  sera  plus  facile  de  calculer 
exactement,  ou  du  moins  à tel  degré  d’approximation 
qu’on  voudra,  une  intégrale  définie  quelconque.  Pour 
avoir  dans  tous  les  cas  une  valeur  approchée  de  l’inté- 

grale  définie  I f(x)dx,  il  suffit  de  reprendre  l’équation 

J ■ro 

/ f{*)dx=  f ' f(x)dx  -t-  f '/(x)dz-h...  f f(x)dx,  ~ 

J* o J*a  dx, 

-OU 

/•X 

f f(x)dx  — (x,  — xa)/[x„  -f-  6„  (x,  — J.))  » 

%'  Xq 

+ (*.  — *,)/  [je,  4-  o,  (x,  — *,)]...+  etc. , 

dans  laquelle  x,,  x,,...,  x„_,  sont  des  valeurs  quelconques 

de  x,  intermédiaires  entre  x0,  X et  0O  , 0 , , , des  nom-  . 

bres  compris  pntre  o et  i . Pour  plus  de  simplicité,  on 
peut . comme  nous  l’avons  déjà  dit  , supposer  les  inter- 

4* 
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, . . , égaux  entre  eux  et  à », 


■'*0 

Lorsque  la  fonctiony(x)  est  toujours  croissante,  ou  tou- 
jours décroissante  depuis  x ==  x„  jusqu'à  x — X,le 
premier  membre  de  l'équation  qui  précède  reste  évidem-  . 
ment  compris  entre  les  deux  sommes 

S — » [/(x0)  -+-/(*»  + ()  + / (x„-f-  a»)  -t- . . • -f- /"( X — » )], 
S'  = i[f{x„  -H  »)  + f{x„~ (-  21)  -t-, -+-/ÇX.)], 

et  par  conséquent  dans  cettp  hypothèse , en  prenant  la 
demi-somme  de  ces  deux  valeurs,  ou  l’expression 

» [ |/(x0)  -+-/(x„4-  »j  -t-  f(x„  -+-  2»)  -H . . . -t-  / ( X — »j  -f-  t/(X)], 

pour  valeur  approchée  de  l’intégrale J"  f (x)dx1  on 
commet  une  erreur  plus  petite  que  la  demi-différence 

s* -s=±«rf/(x) -*/(*.)]. 

Exemple  : Si  l’on  suppose 


/ (*)  = 


i -4-x* 

on  aura 

,[ï/"(,r'>)  /"(■*<>  -t-  >)  -+ 


O,  Xai,  1=7, 


+*/(X)] 

= t(t+7>+ï-I-TÎ-^7)  = °>7®’ 

En  conséquence,  0,78  est  la  valeur  approchée  de  Tinté- 
ai  dx  s 

— . L erreur  commise  dans  ce  cas  ne  pourra 

o t - f-  * 

pas  dépasser  | (j  — 7)  = 77!  elle  est  effectivement  au- 
dessous  d'un  centième. 

Si  la  fonction  f(x)  n’était  pas  toujours  croissaute  ou 
toujours  décroissante,  on  pourrait,  à l'aide  de  cette 
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mèuie  formule , . 

/ f(x)dx=  f '/(x)dx-+-  f ' f{x)dx / f(x)dx, 

■ fb  . **,  J Jr._, 

la  décomposer  en  plusieurs  autres  pour  chacune  des- 
quelles cette  condition  serait  toujours  remplie,  et  l’on 
pourrait  alors  calculer,  non-seulement  des  valeurs  ap- 
prochées, mais  encore  des  limites  de  l'erreur  commise. 

41 . Dans  tous  les  cas,  lors  même  que  la  fonction  y (x) 
serait  tantôt  croissante  et  tantôt  décroissante,  l’erreur 
«pie  l’on  commettra  en  prenant  l’une  des  sommes  S et  S' 

pour  valeur  de  l’intégrale  f f{x)dx , est  évidemment 

•/j0 

inférieure  au  produit  de  ni  = X — x„  par  la  plus  grande 
valeur  numérique  K «juc  puisse  obtenir  la  différence 

f{x  4-  \x)  — f(x)  = A xf\x  -f-  6ax), 

•» 

quand  on  y suppose  x comprise  entre  les  limites  x„,  X, 
et  Ax  entre  les  limites  o et  i.  En  effet  on  a,  par  exemple, 

/ ' */(x)dx-8=i{  [ /{.r„  4-Û„,j  -/(xJl-H/fx,  -f-0  ,/)-/(xr )'H- ...  } , 

•’*b 

et  par  suite 

/ f(x)dx  — S i'X"K.^K(X — c„); 

J r„ 

il  en  résulte  encore  que  si  l’on  appelle  h la  plus  grande 
des  valeurs  numériques  de  f (x)  entre  les  limites  x0,  X, 
l’erreur  commise  sera  renfermée  entre  les  limites 
— Ai(X  — xD),  -+-  ki(X  — x„). 

On  pourra  d’ailleurs,  comme  nous  l'avons  vu,  calculer 
exactement  la  valeur  de  l’intégrale  définie  quand  on  con- 
naîtra l’intégrale  indéfinie,  et,  dans  quelques  cas  particu- 
liers, lors  même  que  l'intégrale  iudéfinie  restera  inconnue. 
12.  Exemples  : En  suiyantles  méthodes  exposées  et  ap- 
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pliquant  les  formules  des  nos  16  et  17 , on  trouvera. 

« 

f = f x~a~'dx  = oo, 

•J  O O J o 

f V*«fc  = «,  f œ<~dx  = oo,  /'  V“dx=  1, 

J0  J O J o rt 

/ (A-f-  Bx  + Cj*...Wx=  A-t-?-4--,.., 

J O T 3 

/•'T* — I l I I 

dx  = i H h - H-. . . — 

o x — i , ai  m • 

/'  o>  dx  sr  /■  -t-  dx  w 

o i-t-x*  a’  J_œ  a' 

/*  a dx  7T  /»  00  dx  7T 

oV/a’ — P 2’  J_oo  (xi—  a)*-i-A*  6’ 


on  trouvera  encore  (not  26  et  27  ) 


f ” r"  'dx m — 1 I'  » x"~*  (m  — l)...3.a.l  f 

Jo  (\-f-x)"  » — m J o (l-J-x)"  (n — — 3)(n — s)J 


i.a.3...(/n — i)X  i.a.3...(n — m — 1) 
.2.3.. . (/1  — 1) 


Z'  00  »[r  an — 3 /*  ® rfjr  _i.3.5...(2«  — 3) /•  « 

•'O  (i-hr*)"  2n  — 2 J O ( 1 ■ 2.$.6...(in~-x)J o 


2. 

i .3.5. . (an  — 3)  *• 

2.4.6.  . .(2n  — 2)  2’ 
1.2,3...» 

«"+’  ’ 
1.2.3...» 


zV““'</z  = 


J “zte-dz  = i.a.3...n,  J 

I yi  qq 

I cos  Az  4- l/—  1 sin  Az)  rfz  = — 

Jo  {a-\-b  l/I_i)»+;' 

/.  [("+  ■>««-«*]. 

/. 


œ £ 

e““  sin  bzdz  — 


a1  + b’  ’ 

1.2.3...» 


/„  **  cos^  =•  (JvÂ.)V('-+ô cos[("  +■'») «««W  ï] , 

/■  oc 

^ p""*1  cos  Azrfz 


a 

»>  -f-  A*' 


® </x 

('  + *)" 


rfr 

1 -f-  r1 
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Enfin  (n"  MO)  en  supposant  n pair,  on  aura 

C «T  • 

n . , , j.3.5...(« — O*  r1  _ , 

I sin"xftr=«- — r ' — I cos "xdx, 

J o 2.^  a i/o 

r 

/ 4 . , i i 

I tang"x<4r  = -r> 

Jo  « — i « — 

et  en  supposante  impair, 


3 _,_3±i  3=4’ 


T • j a.4.6...(n — ')  /*  , ■/" 

I sin  "xtLx  = — ~ = / cos"xr£r, 

,/o  t.3.5...(« — a)/i  J,, 

* 

/»'i  i i ■ i /»\ 

I tang*x<ir=: - -f- qp  -r  dt  - 1 ( - ) . 

J»  n—i  n — i ^4  a \a  / 

. . - 1 

43.  On  peut  tirer  de  l'équation 

fx  f [x)dx  = J*  f(x)dx-+-  J f{jc)dx, 

une  conséquence  importante  et  qui  souvent  abrège  les 
calculs.  Supposons  que  | soit  une  moyenne  arithmétique 
entre  xQ  et  X,  et  qu'à  partir  de  cette  moyenne,  en-deçâ 
et  au-delà,  la  fonctiou  f(x)  reprenne  des  valeurs  égales, 
deux  à deux  et  de  même  signe,  les  deux  intégrales 

/ /(*)<**  » t /(*><*. 

j ia  f 

seront  aussi  égales,  et  l'on  aura 

/ = 3 f * / (•*}'**,  % 

J x„  i/  jr0  : £ 

de  sorte  qu  il  suffira  de  calculer  l’une  de  ces  intégrales  et 
de  la  doubler  pour  obtenir  l’intégrale  donnée 
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Exemple  : 


j cos  xdx  — l—r  j cos  J :dx , 


f sin’xfir =2  / sin  ‘‘xdx  ; 

J O t.'  O , 


si  à partir  de  x=È  les  valeurs  de  la  fonction/" (ar)  étaient 
égales  deux  à deux  et  de  signes  contraires,  les  deux  inté- 
grales l^f(x)dx,  j f(x)dx  seraient  égales  aussi,  mais 
J J £ 

de  signes  contraires,  et  l’on  aurait  par  conséquent 


Exemple 


s: 

/■ 

J O 


f{x)dx 


COS  x</.r  = o. 
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SEPTIÈME  LEÇON. 

A 


I 


Des  intégrales  définies  dont  les  valeurs  sont  infinies  ou  indéterminées. 
— Valeurs  principales  des  intégrales  indéterminées.  — intégrales  défi- 
nies singulières. 


44.  Dans  tout  ce  qui  précédé , on  a supposé  que  la 
fonction  f(pc)  demeurait  finie  et  continue  entre  les  li- 
mites x0,  X;  l'intégrale  définie  f j£(x)z/xa,  dans  ce 

cas,  une  valeur  déterminée,  et  l’on  peut  la  décomposer 
en  un  certain  nombre  d’intégrales  semblables  prises  entre 
les  limites  x0,  x,,. . .,  x„_,,  X,  au  moyen  de  l'équation 

I f(x)dx  = f f(x)dx  -f-  f ' f{x]dx~ K.,  f.  f(x)dx. 
Jx  o Jx0  Jxt  Jxn~t 

Si  les  valeurs  interposées  se  réduisent  à deux,  l'une  très 
peu  différente  de  x0  et  représentée  par  |0,  l’autre  très 
peu  différente  de  X,  représentée  par  £,  l'équation  précé- 
dente devient 

f /(x]dx=z  l*“f(x)dx~ h ( ^ f(x)dx  -+-  I f(x)dx 
.'r0  .'x„  J f0  e{ 

— (lo — X0)f[xn-\ 1-  X0J | 

+ ie/(x)dx+(x-i)/[i+«(x—0]- 

Jç0  • 

Si , dans  cette  dernière  formule , on  fait  converger  çn 
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vers  la  limité  x0  et  £ vers  la  limite  X , on  en  tirera,  en 
passant  aux  limites,  et  tqp  jours  dans  l’hypothèse  où  la 
fonction  f (x)  reste  finie  et  continue  , 

I /(x)dx  = lim  f f(x)dz. 

Mais  quand  cette  condition  cesse  d’ètre  remplie,  comme 
aussi  quelquefois  quand  les  limites  x0,  X cessent  d’ètre 
des  quantités  finies,  on  ne  peut  plus  affirmer  que  l’inté- 
grale definie  a une  valeur  déterfùinée,  et  l’on  ne  saurait 

plus  quel  sens  attacher  à la  notation  f ‘ f(x)dx. 

Prenons  pour  exemple  l’intégrale  J*  , dans  laquelle 

la  fonction  sous  le  signe  J,  savoir-,  devient  infinie  pour 

la  valeur  particulière  x = o comprise  entre  les  limites 
‘ x ~ — i * JC  = -f-  T ; l’équation 

J *Sfâdx  = f*  /(*>&-+-  f*/(x)dx 

donnera 

f+‘dx_r°d*  f‘dx_ 

J-i  J0T-~<*  + CD’ 

et  J intégrale  donnée  se  présentera  sous  une  forme  indé- 
terminée. t 

Pour  lever  dans  ce  cas  toute  incertitude,  et  rendre  à la 
notation  f f(x)dxune  signification  claire  et  précise, 
on  convient  d étendre  par  analogie  l’équation 

f f(x)dx-=z  lim  f ^"f[x)dx 
J *o  J ( 

au  cas  où  elle  ne  peut  plus  ètrg  rigoureusement  démon- 
trée. Ainsi  les  intégrales  f JWr,  f ’ dans  les- 
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quelles  la  fonction  f(x ) cesse  d’ètre  finie  et  continue  pour 
x ==  so  ou  x ^ o,  seront  déterminées  par  les  équations 

/•-+-  os  /•* 

^ ***  = J.  e‘dx=  lira  (e?  — rf»)  = e ® — e- » = œ, 

roorfj  /'£  rfx  . f , oo 

| — = hm  / — — lunl  — =liml — = oo. 

./o  J •/£„  •*  £o  O 


11  peut  arriver  cependant  que  la  valeur  de  l’intégrale 
définie  soit  réellement  indéterminée.  Pour  le  prouver,  re- 
prenons l'intégrale  j — . Si  l'on  désigne  par  e un  nom- 

bre infiniment  petit,  par  a et  v deux  constantes  positives 
mais  arbitraires,  on  aura 

f £=lin.r',,£,  — = lim  fl  — , 

v — I t/  — 1 d?  «/O  «./  y|  X 

f-*-'  dx  ( l'—pidx  dx\  ( i\  n 

Lt  T=,unU-.  * +i»  + ‘.t)  = lr* 


or  cette  valeur  est  complètement  arbitraire  ou  indétermi- 
née. 

45.  Si,  lorsque  la  fonction  f (x)  devient  infinie  entre 
les  limites  xa,  X,  pour  un  certain  nombre  de  valeurs  par- 
ticulières , xt,  xt,  . . . , xm,  on  désigne  par  e un  nombre 
infiniment  petit,  et  par  pt,,  v,,  fi„  v„ . . .,p„,  vm  des  cons- 
tantes arbitraires,  on  aura 


I X f{x)dx—  f ' f(x)dx  -f-  f ' f(x)dx- 1-...  f f[x)dx 
J X0  J *o  J x\ 

= Iim|  / ' " f(x)dx+  f ' f1'  f(x)dx...+  f f[x)dx\. 
LJ  T0  J.  r, -*-!,«  Jxm-hlm*  J’ 

et  si  les  limites  x„,  X se  trouvent  elles-mêmes  rempla- 
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cées  par  — ce  et  -|-  », 


/:>-=-!  p Fi,/(*)dx-h  /"’  r f(xjdx 

I L c,Xi"t_  ’l‘  J Xm-+-1  mi 

L /*• 


p et  v désignant  deux  nouvelles  constantes  arbitraires. 

Les  valeurs  des  intégrales  déduites  de  ces  équations 
pourront  d ailleurs,  suivant  la  nature  de  la  fonction  f (xj, 
être  ou  des  quantités  finies  et  déterminées,  ou  des  quan- 
tités infinies,  ou  des  quantités  indéterminées,  qui  dépen- 
dront des  valeurs  attribuées  aux  constantes  arbitraires. 
Si,  dans  ce  dernier  cas,  on  réduit  toutes  les  constantes  à 
1 unité,  on  aura  des  valeurs  particulières  des  intégrales 


que  M.  Cauchy  a désignées  sous  le  nom  de  valeurs  prin- 
cipales, et  qui  sont  données  parles  équations 


/ /(T)'^r  — lim["  f*'  'f(x)dx+  f ' 'f[x)dx... 

" *<•  Li/i,  J r,-f-  < 

•/!*>**= Km  T /X‘t  'f{x)dx-+-  jX'~' f{x)dx. 


Exemple : Zéro,  ou  ce  que  devient  1 - , (juand  on 
fait  p ==  i,  v = i,  est  la  valeur  principale  de ‘l’intégrale 
definie^  — ; 1-  est  sa  valeur  générale. 


46.  Une  intégrale  définie  relative  à x,  et  prise  entre 
deux  limites  infiniment  rapprochées  d’une  certaine  va- 
leur particulière  a,  attribuée  à la  variable,  est  sensible- 
ment nulle  lorsque,  cette  valeur  étant  une  quantité  finie, 
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la  fonction  J\x)  reste  finie  elle-même  et  continue,  dans 
le  voisinage  de  x = a.  Alors  en  effet  l’intégrale  définie 
est  égale  à la  différence  infiniment  petite  des  limites  de 
l’intégrale  multipliée  par  tint.*  valeur  fitite  de  la  fonction. 
Mais  la  valeur  de  l’intégrale  définie  pourra  différer  de  o 
et  acquérir  même  une  valeur  infinie,  si  a ou  f(a)  devenait 
infini. 

Dans  ce  dernier  cas  l’intégrale  est  ce  «pie  M.  Cauchy 
appelle  une  intégrale  définie  singulière.  11  sera  ordinai- 
rement facile  d’en  calculer  la  valeur. 

Supposons  d’abord  que  a soit  une  quantité  finie,  mais 
prise  parmi  les  racines  de  1 équation  f{x)  = — et  dé- 
signons par  f la  limite  vers  laquelle  converge  le  produit 
(x  — a)  / (x),  tandis  que  x converge  vers  a. 

L’équation  (n°  38  ) 

]2/(l)d*  =(i~  a)/(f)1  (^re- 
donnera 

fu~  "‘/Md* = fi  (#o,-  /;;>)*< = n (7 ) ■ 

En  effet,  la  quantité  £,  comprise  entre  a — e et  a—  fxs, 
ou  a — vs  et  a e , sera  sensiblement  égale  à a,  tandis 
que  le  produit  ( £ — n)  f (?)  sera  ^ (a  a)fia ) 

ou  à f. 

Si  a devenait  infini , on  appellerait  f la  limite  vers  la- 
quelle converge  le  produite J{x).  tandisquela  variables 
converge  vers  la  limite  rfc  oo,  et  1 on  aurait  sensiblement, 

en  vertu  de  l’équation (n° 38)  j ^ j\x)dx  — £./"(£) 

i 

fl*,  Ç''f{x)dx=î\'~. 


_V 

J ï{x)dx  — 
/*« 
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Il  est  essentiel  d’observer  que  la  limite  du  produit 
(x — a)f(pc)  ou  x f (x)  dépend  quelquefois  du  signe  de 
son  premier  facteur,  et  que  par  conséquent  la  quantité  dé- 
signée par  f change  quelquefois  de  valeur  quand  £ change 
de  signe. 

47.  La  considération  des  intégrales  définies  singulières 
fournit  le  moyen  de  calculer  la  valeur  générale  d’une  in- 
tégrale indéterminée  lorsqu’on  connaît  sa  valeur  prin- 
r X 

cipale.  En  ellbt , soit  / f (x)  tlx  l’intégrale  dont  il  s'agit , 
et  supposons  qu’on  fasse 

— u,t  rT\ — /•x 

f[x)dx+  f f(x)dx -+-...  J f(x)dx, 

F—  f ' /(x)dx-h  f ' /(x)dx-h...  I f(x)dx, 

v a/  -T j— f-  | J I 

A = limE  sera  la  valeur  générale,  et  B = lim  F la 
valeur  principale  de  l’intégrale  définie.  La  différence 
A — B = lini(E  — F)  de  ; ces  deux  valeurs  sera  équiva- 
lente à la  limite  vers  laquelle  converge  la  somme  des  in- 
tégrales singulières 

/'X, lt.«  (I,+  | 

/ * /(x)rfx,  / f(x)dx, 

J x, — ■ Jrt  4-  *,t 

/•x, — /i,t  rx«+i 

/ /(x)dx,...,  f j (x)  dx , 

et  par  conséquent,  si  l’on  désigne  par  f,,  ft,. . . , f„,  les  li- 
mites vers  lesquelles  convergent  les  produits 

(x—  x,)/(x),  (x—  x,)/(x),...,  (x  — x„)/(x), 

tandis  que  leurs  premiers  facteurs  convergent  verso,  on 
aura 

A - B = f,  1 . . ,-t-  U 
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Si  Xu  et  X devenaient  — oo  et  -+-  ce,  il  faudrait  poser 

• 1 

/x.-u.  i rx% -—/<,«  /*»• 

yi#+|  f(x)dx- h.'..  I /(•*)<**> 

I t/Xj-Hf,!  ^ -T*  -4-  ?■» 

/*• 

« 

F — ! ' /(x)di-h  ! ’ /^r)efcr-t~  ...  | /(x)<ir. 

\ V X,-f-  f t'X B-f"  I 

t 

Aux  intégrales  singulières  déjà  calculées,  il  faudrait,  pour 
avoir  A — B,  ajouter  les  deux  suivantes 

i ' 

/ /(*)«**,  / f{x)dx, 

J I «'I 

/**  « 

dont  la  somme  est  sensiblement  équivalente  à l’expres- 
sion fl  dans  laquelle  f désigne  la  limite  vers  laquelle 

converge  le  produit  x f(x ),  tandis  que  la  variable  x con- 
verge vers  l’une  des  deux  limites  — oo,  -+-  oo. 

Lorsque  pour  des  valeurs  infiniment  petites  de  s,  et 
pour  des  valeurs  finies  ou  infiniment  petites  des  cons- 
tantes arbitraires  p,  v,  p,,  v,,.  . . .,  pm,  v.„,  les  intégrales 
singulières  dont  dépend  la  différence  A — B obtiennent 
des  valeurs  infinies  ou  des  valeurs  finies  différentes  de  o, 

les  intégrales^  f(x)dx,  J f(x)tlx,  sont  évidem- 
ment infinies  ou  indéterminées  : c’est  ce  qui  arrive  toutes 
les  fois  cjue  les  ipiantités  f,  f,, . . . , fm,  ne  sont  pas  simul- 
tanément nulles.  Si  au  contraire  ces  intégrales  singu- 
lières s’évanouissent  toutes  pour  des  valeurs  infiniment 
petites  de  s,  quelles  que  soient  les  valeurs  finies  ou  infini- 
ment petites  des  constantes  p,  v,  p,,  v,, . . . , pm,  v„ , la  va- 

/•X 

leur  générale  de  1 intégrale  / J (x)dx  est  une  quantité 

Ta 


* 
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finie  et  déterminée;  puisque  alors  la  différence  A — B 
étant  nulle,  A est  sensiblement  égal  à la  quantité  déter- 
minée B. 

Ainsi,  pour  que  la  valeur  générale  de  l’intégrale 

/>X 

f(x)dx  soit  finie  et  déterminée,  il  est  nécessaire  et 

X o 

il  suffit  que  les  intégrales  singulières  comprises  dans  la 
différence  A — B,  se  réduisent  à opour  des  valeurs  infini- 
ment petites  de  «,  quelles  que  soient  d’ailleurs  les  valeurs 
finies  ou  infiniment  petites  attribuées  aux  coefficients 
p,  v,p,,  vt,. . fim,  v,.;  c’est  ce  qui  arrivera  communé- 
ment lorsque  les  quantités  f,  f,,  f„.  . .,  f„  seront  toutes 
nulles. 

Ces  quantités  pourraient  cependant  être  nulles  sans  que 
les  intégrales  singulières  le  fussent  aussi.  Par  exemple, 

si  l’on  prend  f(x)  — — — , le  produit  xf(x)  s’évanouira 

pour  x = o,  et  cependant  l’intégrale  définie  singulière 


i + r# 


cessera  de  s’évanouir  pour  des  valeurs  infiniment  petites 
de  v. 

f (x) 

Exemple:  Soit  --^  une  fraction  rationnelle.  Pour 

' F w 

que  l’intégrale  I f(x)dx  conserve  une  valeur  finie  et 

déterminée,  il  sera  nécessaire  et  il  suffira,  i°quc  l’équa- 
tion F (x)  = o n’ait  pas  de  racines  réelles;  a°  que  le  de- 
gré du  dénominateur  F (x)  surpasse  au  moins  de  deux 
unités  le  degré  du  numérateur  f(x).  En  effet,  si  la  pre- 
mière condition  est  remplie,  les  facteurs  f,  f,,.  . I„  se- 
ront nuis,  parce  que  l’existence  de  ces  produits  suppose 
l’existence  de  valeurs  réelles  de  x qui  rendent  infinie  la 
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f(x) 

fonction 'Cr, ~4  ou  qui  fassent  évanouir  FO).  En  vertu  de 

Fx 

/* 

la  seconde  condition,  f ou  lim x s’évanouira  aussi 
• t (x; 

puisque  xf{x ) sera  d’un  degré  inférieur,  au  moins' 
d’une  unité,  à F(x). 

48.  On  trouvera  facilement,  à l’aide  de  ce  qui  précède,  . 
les  intégrales  suivantes  : 


ru  xdx  f*  /■'  xrfx  

J , x*-+-  a*  «"*  J _ i ~ 

fit  • 

2 i i 

/u  ( x — a) clx  j/s  f ' (x  — a)dx 

, {x—aY+fr  ~ 7»  J , ( x— o)>+  6»  ~ ° * 


A—  BV''— 7 


BV/— i 


\ X X b 1/ I J? ^ 4*  £l/ 1 / 


rfx  = ?.Al  — 4-  a*  B ; 


M» 


/•#  / A — BV'' — i A - 

J i \x— « — sy/ — i * — 


A+Bl/  — i 


dx  — îxB. 


f (il)  / • 

Plus  généralement  : -, - ~r  étant  toujours  une  fonction 
r (x) 

rationnelle  dont  le  dénominateur  ne  puisse  s’évanouir 
pour  aucune  valeur  réelle  de  x,  désignons  par 

= C,V/ — I, x,=  s,-h C,v/ — I etc.,...,  XM  = am-l~cm  \/—  1 . 

% 

les  racines  imaginaires  de  l’équation  F (x)  = o,  dans  les- 
quelles le  coefficient  de  V'"  — i est  positif,  et  par 

A, — B,  l/^— -i»  A, — B,  l/ — i,etc. 
f(x) 

les  valeurs  de  la  fraction  t correspondantes  à ces  ra- 

F (x) 

T.  u.  5 
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fines,  l'équation  connue 
f{x)  A,-B,l/=7 

F(*) 


x — *' — c.v/— - 
A*  — B„  l/—t 


a,+  b.  y/— I 

x — at,  — i—  o , \y" — 


A„  -t-  B«  V/ — * 

X — M/a — »mV/—  I * — + — 


entraînera  la  suivante 


r 

j » 


--y- 1 dx  = î(A,  -+-  A,-f- Am)  1 ■+-  2»  'B,  -4-  B,  -f- . 

F (x) 


Le  secoutl  membre  de  cette  formule  cessera  de  ren- 
fermer le  facteur  arbitraire  1 -,  et  l’on  aura  en  consé- 

P 

que  n ce 

/_«  *»(B.  + »,  -P...+  BJ, 


. -+-  BJ. 


toutes  les  fois  que  la  somme  A,  — A 9 -t— . . . — t-  A„  s’éva- 
nouira. Or  cette  condition  sera  remplie  si  le  degré  de 
-F(.r)  surpasse  au  moins  de  deux  unités  le  degré  de  /(x). 

En  effet,  on  a 

/(x)_2A,(x  — «^-f-aB,»,  2A,(x  — *,)  -H  zB,C,  t aAm(x  — ««)  -f-  sB,,»» 

F(x)  (X  *,)*  -f- «J  (X «,)’  + •!  (x «J’-I-Cm 

/(x)  [aA,(x— «,)-f-2B,g,][(x  — — *s)*+ [(x  — *»)*+»m] 

F(x)  — [(x  — «,)’  -f-ffî][(x  — *>)*  + ^1]- ••[(•* — *■)’-+•£«] 

et  im  étant  le  degré  du  dénominateur,  le  numérateur  se- 
rait du  degré  nm  — i si  le  coefficient  de  Xtm~ 1 , savoir, 
a(  A,  -+-  A,  . . -f-  Am),  n’était  pas  nul.  Il  faut  donc  ab- 
solument que  cette  somme  soit  nulle  si  le  degré  du  déno- 
minateur surpasse  au  moins  de  deux  unités  le  degré  du 
numérateur,  eic. 


H-  etc..., 
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49.  Considérons  en  particulier  l’intégrale  f ~>~00  ximdx ^ 

J — CD  J?1*— f—  l 

dans  laquelle  n et  m < » sont  deux  nombres  entiers  : ici 
F]x)  = T : toutes  ^es  racines  de  l’équation  - 

F(x)  = x“  -+-  1 = o, 

dans  lesquelles  le  coefficient  de  V' — 1 est  positif,  sont 
comprises  dans  la  formule 

■xk  -f- 1 


-4-  G K ~i  = cos 


a A +i 
an 


w -F  l/— 1 


sm  - 


an 


dont  on  les  déduira , en  donnant  à aA:  — f—  1 toutes  les  va- 
leurs impaires  comprises  entre  o et  2 n.  La  valeur  géné- 
rale de 

'A  — B\/— -T  = /(-  + »V->)  _ ^ 

F'(»-f-?v/—i  ) 2/j(«-)-£\/ — 1 )*«- ■ 

cos (2 A -4-  j)_  *•  -f-  — 1 sin(aX  -Fi)  » 

1 « ' n 


cos(aX  -4-i) sr-F-  — 1 sin(aA  1)  - •* 

7 an  ; an 

en  posant 

2/W-f-I 


= fl;  d'où  ”L~aj,+.1 
2,1  in 


», 


et  se  rappelant  que  pour  diviser  1 une  par  l’autre  deux  ex- 
pressions imaginaires  de  la  forme  cos p + l/ - — 1 sin^p, 

cos7  "+■  1 sin^,  il  suffit  de  retrancher  les  arcs,  on 

trouvera 

1 =^Ic0S(fl  l)  (2*  -+-«)»•■+-  \/ — isin(a — 1)  (aA  -4-1)*], 

— [cos l/CTi  sino(2A-f-  i)T], 
5.. 
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d'où 

A = -cosa(a*-4-  t)w,  B= sina(a*-f-i)iri 

an  a» 

• sina»-  _ sin3a*  „ sin(an  — i)ar 

B,= ">  B>=  — Tr~»  ••>  ’ 

9/1  2/1  2/1 

et  puisque  dans  l'hypothèse  admise , le  degré  du  dénomi- 
nateur surpasse  de  plus  de  deux  unités  le  degré  du  numé- 
rateur, on  aura 


r-i^=M(B,+B1+...+Bj 

= — f sin  an- -t- sin  3o *■  -4*. . . -+-  sin(an — »)«*•]• 
on 

On  peut  calculer  facilement  la  somme  qui  forme  le  second 
membre.  En  effet,  les  équations 

. , » 

cos6  -+-  \Z'—-î  sin 0 z=e6^~1’ 

eos36-l-lZ — l sin  36—  ‘etc.. 


donneront 


0 -4-  cos 36  -h  cos 56. . .-1- cos(aa  - 1 ) 6 ] -+-  ■ [ sin 6 -t-  sin  36  + sin59. . . ■+•  etc.] 

— rMlZ=7+  ^561/— ^on—i)6y/  i 


ga6izri+  ^w^...+^V=ï] 


gaa6tZ-_, 
~ ra9tZ^._, 


dans  le  cas  que  nous  examinons , 


run  -+-  i 

6 =r  nw  — 

m 


et  par  conséquent 


—i  =g(2m-+-0*lZ— i — cos(am  -t- 1 )»-  -t-  fZ—i  sin(am  -t-  i)r  — — « i 
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»/-■_,  Cev/-I_<f-«V/-I  e#l/— î — «l/— 1 


„ — 6l/— -< 


al/-  isinfi  a\/ — isina*’ 


doue 


cos<i*-|-cos3rt»-...-i-  cos(an — i)a»-(-l/ — i[sin<ix-t-sin3a»...-t-sin(a/i  i)°*) 


= »_  x _J — — — '-—J. 

2 \/ |.  sin  a*-  \/ — 1 gin  ax  * 


cos  air  -t-  cos3«x  . . cos  (an  — i)ax  = 0, 

sinflir-Hsin3a»-  . . sin(2n  — i)bx  = %- > 

' sin  a x 

/ • oc  j xxndx  x x 

J— et,  i-t-x"  nsina*- 

/isin sr 

n 

on  en  conclut,  en  posant  2 = x*", 

[•»  &~‘dz  /‘ 00  x7mrix  /'œ  x*"<£r 


/•«  i’-’dz  /‘oc  x7*dx  ^ /'œ  0 

Jo  l + î ~ 3"./o  V—00  I 


-f-x**  . jm  H-  1 

sin 


w 

sin  «Or 


En  réduisant  de  mémo  chaque  intégrale  indéterminée  h 
sa  valeur  principale,  on  trouvera 

mdx 


/°°  x*mdx  x . z . / , , 

~ i — = -|sin2<ur-t-sinaa*-...-t-sin(a/i — a)a*J 

- » 1 — x”  /1 1 


r “ .«*  1 * ; . l;  * ■«  1 > ■ 


«taneoT  am-HI 

/itang w 


an 


/•ce  z“~‘dz  /•»  ximdx  _ /,te  ximdx 

, /„  i — * ~ 2"  J o 1— X”-  « T —x”  ~ tai 


«r 

lang  nu  ' 
• , 
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Détermination  d'une  intégrale  définie,  i°  à l'aide  de  l'intégration  par 
séries;  a®  à l'aide  de  la  diflerentiation  ou  de  l'intégration  sons  le 
signe  J \ — Propriétés  fondamentales  de  la  fonction  T. 


* 


50.  Lorsqu'on  ne  peut  obtenir  une  intégrale  définie 
par  les  moyens  indiqués,  on  a recours  à deux  autres  pro- 
cédés, dont  I'hu  est  l'intégration  par  séries,  l'autre  la  dif- 
férentiatiou  ou  l’intégration  sous  le  signe  J",  par  rapport 
à une  constante  arbitraire  ou  à une  seconde  variable  dis- 
tincte de  la  variable  indépendante. 

L’intégration  par  série  repose  sur  ce  théorème  fonda- 
mental : supposons  que  les  deux  limites  X„,  X étant  des 
quantités  finies,  la  série 

Pot  U19  Uif  • * * 9 

dont  les  différents  termes  sont,  entre  les  limites  x0,  X, 
dés  fonctions  continues  de  la  variable  x,  soit  convergente 
pour  toutes  les  valeurs  de  x comprises  entre  les  mêmes  li- 
mites, la  série 

/•X  /X  /X  /*x  , 

I u0dx,  I u,tLx,  I u,ax,  — , J u,dx, 

J x0  J X g J x,.  J Jo 


P 


sera  file-même  convergente,  et  si  S est  la  somme  de  la 

première  série,  la  seconde  aura  pour  somme  f S dx. 

J T. 
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En  d'autres  ternies , l'équation  , 

S =:  u„  4-  «t  4-  f/,-1- ... . etc. 
entraînera  la  suivante 

I Sdx  = uadx  — f—  / u,dx-h  u,dx-hetc. 

J To  t/  X®  a/X©  */x0 

• 1k  j • •/S  ? C * 

Démonstration.  SoitS„  = «„  -î-  M|  -+-  «t  •••  -H  M«— i 
la  somme  des  //  premiers  termes  de  la  première  série,  et 
/„  le  reste , à partir  du  n'i,n‘  terme , on  aura 

S = S„4-f-„  = «»  4-  ff.  4-  <4  4-.,.  4-  r„ 

/*X  /‘X  /‘X  /'  X /’X 

I Sdx=  I «odx-h  I U,dr-h...  I U„_,dx-h  I r„dx. 
Jx„  Jx„  dxa  J xa  Jxa 

Or,  l’intégrale  I r„dx  est  une  valeur  particulière  du  pro- 

duitr„(X  — ,r(1),  eorrespondante  à une  valeur  de  x com- 
prise entre  les  limites  x„,  X;  donc,  puisque  le  reste  r, 
décroit  indéfiniment  à mesure  que  « augmente,  il  en 

V 

sera  de  même  de  l’intégrale  j r„dx,.e t l'on  aura 

/•X  /-X  /-X 

I S <ir=  I «„rfx-t-  1 4-, . . . etc. 

•/ x„  . *x0  t.  xD 

Si  dans  eette  formule  on  remplace  X par  x,  ou  obtiendra 
les  suivantes  ' • 

/ Sdx  — j u„dx  4-  | u,dx4-...> 

j Sdx  = ^ u„rfx  4-  J u,dx  4-  | u,dx  4- . . . -t-  C. 

51.  On  démontrerait  facilement  que  les  équations  ci- 
dessus  établies  subsistent  encore  lors  meme  que  la  pre- 
mière série,  d’abord  convergente  entre  les  limites  x„,  X, 
dev  iendrait  divergente  pour  l'une  de  ces  limites  ou  pour 
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toutes  les  deux,  pourvu  toutefois  que  les  intégrales 

rx  lx 

I uadx,  I etc. , 

J xa  Jx„  ■ 

forment  une  série  convergence. 

Le  mode  de  démonstration  consiste  à désigner  par 
?o»  I deux  quantités  comprises  entre  xu,  X,  pour  les- 
quelles on  a , par  conséquent , 

/ ‘’Sdx  — f u„dx  4-  f *u,d.v  4- . . . , 

•JÇo  •'  fo  Jfo 

et  que  l’on  fera  ensuite  converger,  la  première  vers  la  li- 
mite  Xj,  la  seconde  vers  la  limite  X.  Cette  remarque  s’é- 
tend même  au  cas  où  les  quantités  xc , X deviendraient 
séparément  ou  simultanément  infinies.  Si  l’on  prend,  par 
exemple,  m„  = «„x'‘,  an  étant  ün  coefficient  réel  ou  imagi- 
naire ; si  de  plus  on  désigne  par  pn  la  valeur  numérique 
ou  le  module  de  a„ , et  par  X la  plus  grande  valeur  que 

i 

reçoive  l’expression  (/>„)"  quand  le  nombre  n devient  in- 
fini ; la  série  ii0+u,-t-  u,  +...—  a„  -+■  x*  +etc. 

sera  convergente  entre  les  limites  x = — -,  x = 

A x 

et  par  conséquent,  en  laissant  la  variable  x comprise 
entre  ces  limites,  et  posant 


S = a„  4-  a,x  4-  a,!1  4-  etc., 


on  trouvera 


J Sdx  xx  fifyX  -f-  a, ü , — 4-  etc. 

»'o  a 

Cette  dernière  équation  subsistera  encore  pour  les  va- 
leurs x— — -,  x=-4--)  si  ces  valeurs  particulières  11e 
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cessent  pas  de  rendre  convergente  la  série 
a0x  4-  i a,x*  

52.  A l’aide  de  ces  principes,  on  pourra  développer 
un  grand  nombre  d’intégrales  en  séries  convergentes  qui 
fourniront  des  valeurs  de  ces  intégrales  aussi  approchées 
que  l’on  voudra.  C’est  en  cela  que  consiste  l'intégration 
par  séries.  On  peut  même  employer  avec  avantage  cette 
méthode  d’intégration  pour  développer  eu  séries  toutes 
sortes  de  quantités,  et  souvent  ce  qu'il  y a de  mieux  à 
faire  pour  y parvenir,  c’est  d’exprimer  les  quantités  don- 
nées par  des  intégrales  définies  auxquelles  on  applique 
ensuite  la  méthode  dont  il  s’agit. 

Exemples  : Pour  développer  en  séries  les  fonctions 
l(i  4-  •*■))  arc  tangx,  arc  sinx,  on  aura  recours,  aux  for- 
mules 

./  \ /‘x  dr  i'x  dx 

I i+ï)=  , arc  tangx  = ./  , 

' X-t-x’  8 j0  l-t-X1’ 

. C*  dx  /' x 1 

arcsinx=J  — - ■ ■ - =:  J (1 — x’)~idx, 

J o l/ 1 — X’  J*o 

et  comme  ou  trouvera  entre  les  limites  x = — 1, 

x = 4-  1, 

t 1 

— - — = 1 — X-t-x1  — etc.,  = 1—  x1  -t-x4 — ...etc., 

1 -I-  x î-t-x1 

(1— x*)~l  = I +{i>  -f-iix^-t-liix6-)-  etc., 

l’intégration  par  séries  donnera,  entre  les  mêmes  limites, 

. x*  x3  xi  x5 

1 (1  4-x)=x  — — H — - etc.,  arc  tangx=x — y 4-  — etc., 

. 1 x 3 1 3 5.rt 

aresmx  = x-l — H — . ,.T. h-  etc. 

ai  24  fa  7 

Si  dans  ces  équations  on  pose  x = 1 , les  séries  comprises 
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dans  les  seconds  membres  resteront  convergentes , et  1 on 


!(»)=»— r+T  — etc-.  -=i— l+i— etc., 


ii  i 3 i 

2 3 ~+"  a ' 4 ’ 5 


i 3 5 i 


53.  L’intégration  par  différentiation  s’appuie  sur  un 
théorème  important  dont  voici  l’énoncé. 

Pour  différentier,  par  rapport  à y,  les  intégrales 


jr  f{*>r)dx> 


il  suffit  de  différentier  sous  le  signe  j la  fonction  f(x,  y). 

Démonstration.  En  donnant  ày  un  accroissement  Ay, 
et  désignant  par  la  notation  A,  l’accroissement  corres- 
pondant d’une  fonction  quelconque  de  y,  par  Dr  sa  dé- 
rivée, on  trouve* 

/■X  rX  • /-X 

b /(x,y)dx=f  f(x,y+n y)d*— I f(*,r)<te 

J Jx„  ,/x0 

«x 

= / [/(x,y-i-Ay)—f(*,y)]dx=f  \xS(x,r)dx-, 

Jx0  Jx o 

d’où,  en  divisant  par  Ay  et  passant  à la  limite 

Pr  / /(•r»/)‘ir  = f D,/(*,  y)<te, 

et  par  suite 

/ / (•*>  r)d*  — I P,  f(*,  r)  a*  » 

xf  Xa  XC 

ou  simplement 

Pr  I /(*>  y) 'te  = f Dr  /(*,  x)fte. 
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Il  résulte  encore  de  ce  théorème  que  l’équation 
//(*»  ?)<&  = F (y,  y)  ■+-  C 
entraîne  toujours  les  suivantes 

D,/(x,  y)  dx  =Dr  F(x,  y),  f D"  f{x,  y)dx  = D"  F (x,  y)dx. 


Il  arrive  aussi  quelquefois  que  l’on  a besoin  de  différen- 

pX  , ' 

tier  une  intégrale  définie  / f (x,  y)dx  par  rapport  aux 
J r0 

limites  x„,  X.  Or  les  équations  identiques 


D»  / /(■*.  r)rfx  = /(x,  y), 

J x0  ' 

D' Jr  — D*  /x  f(x>y)dx=—f(x>  /). 


donnent , quand  on  fait  dans  la  première  x = X,  et  dans 
la  seconde  x = x„, 

I>x  / /(x,/)rfx=/(X,  7),  D ,nf  f(x,y)dx  = —/(x0,  y). 

J X„  J Ta 


54.  Cela  posé,  si  uue  intégrale  définie  ou  indéfinie, 
que  l’on  sait  calculer,  renferme  , en  outre  de  la  variable 
indépendante,  une  ou  plusieurs  autres  variables  ou  cons- 
tantes arbitraires,  chaque  différentiation  nouvelle  effec- 
tuée par  rapport  à l’une  ou  à l’autre  de  ces  variables 
ou  constantes,  donnera  la  valeur  d’une  nouvelle  intégrale 
que  l’on  n’obtiendrait  peut-être  que  fort  difficilement  par 
d’autres  procédés. 

Exemples  : En  différentiant  n fois  de  suite,  par  rap- 
port à la  quantité  a,  chacune  des  intégrales 


s**"*'  ’ 
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^t .a.3. . .n  f 

J (x'-haŸ+‘X- 


'Kpr“'“*vr) 


da * 


c, 


/•"  i .2.3. . ,/7  _ » V y/^ 

o (r‘  + ii),+,''"'î  rfa*~ 


i.3.5...(2/t  — i) 
2"fl"V//â 


/’00  _ dx  i .3.5.  ..(an  — i)  *■ 

J 0 (l+X*)"+1  2. 4. 6.  ..2/J  a’ 

J 


x’d^dx  : 


dn(a~'è^a 
da “ 


' + c, 


r = ± ïirD  = 

J o rfa"  a"+‘ 

55.  Souvent  aussi  l’intégration  sous  le  signe  J fait 
connaître  les  valeurs  de  certaines  intégrales  définies , 
quoique  l’on  n ait  aucun  moyen  d’évaluer  les  intégrales 
indéfinies  correspondantes.  Prouvons  d’abord  que  pour 
intégrer,  par  rapport  à y et  à partir  de  y = ya,  les 

/«*  ‘ /.X 

f(x,  y)dx,  I J (x,  y)dx  multipliées 

par  dy,  il  suffit  d’intégrer  sous  le  signe  f,  et  à partir  de 
y ~yQ,  la  fonction  f (x,  y),  multipliée  par  cette  même 
différentielle,  pourvu  toutefois  que  la  fonction  y (x,  y) 
soit  continue  par  rapport  aux  deux  variables  x,  y entre 
les  limites  des  intégrations. 

Démonstration.  De  l’équation 

% 

D/  f F (x,y)dx  = f üy¥(x,y)dx 

J XQ  J X9 

on  tire,  en  posant  F(x,y)  = f f (x,y)dy, 

»r  /”  (”/{*,. r)dxd}  - fX/(x,y)dx, 

J x0  J y o J x0 
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puis  en  multipliant  les  deux  membres  de  cette  dernière 
par  dy  et  intégrant  par  rapport  ky,  à partir  de  y =y0, 


on  trouve 


/ / /(■*> y)dydr.=  f I f(x,y)dxdy, 

J *•  J Ta  '•'/o  J*  o 

ce  qu’il  fallait  démontrer. 

Applications.  Comme  on  a généralement  pour  des  va- 
leurs positives  de  p,  f 'dx  = - , on  en  conclut,  en 

./  O f* 

multipliant  les  deux  membres  par  dp,  et  en  intégrant 
par  rapport  à p à partir  de  p = v, 


/. 


1 — xT  dx  | fi 

Ix  x t 


Si  l’on  désigne  par  a,  b , c des  quantités  positives , une 
intégration  sous  le  signe  f relative  à la  quantité  a , effec- 
tuée à partir  de  a = c,  et  appliquée  aux  intégrales  dé- 
finies 


r^dx=i,  r 

J o 0 s J c 

/ 

produira  les  formules 


«""cosixdx  — — , 

o a2  -f-  o’ 

'■*  b 

sm  bxdx  = - 
o a 


I dx 

J o X C 

— a‘  + b' 

Jo~x  cosWx^vl— 


--e» --o* 


— sin  bxdx  = arc  tan  g --  — arc  tan  g y , 

x b b 

d’où  l’on  tire,  en  posant  c = o,  a = oo, 

r™  dx  /,oc  , dx  f*  • l dx  w 

I — ==  00,  I coshx  — = oc,  / sinax — = 

,/  o 2 »/  O •*'  o X 2 
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56.  Lorsque  dans  une  intégrale  relative  à la  variable  .r, 
la  fonction  sous  le  signe  J renferme  une  autre  quantité 
p dont  la  valeur  est  arbitraire,  on  peut  considérer  cette 
quantité  p comme  une  nouvelle  variable,  et  l’intégrale 
elle-même  comme  une  fonction  de  p.  Parmi  les  fonctions 
de  cette  espèce,  il  faut  remarquer  celle  que  M.  Legendre 
a désignée  par  la  lettre  T et  qui , pour  des  valeurs  posi- 
tives de  p,  se  trouve  définie  par  l’équation 

rM=jXi*y~'dx- 

Si  l’on  pose 


d'où 

- — c*,  x — C-*,  dx  — e~'dz, 

X 

et  si  l’on  remarque  que  pour  x — o on  a z — oo,  pour 
x = 1,  z — o,  cette  intégrale. devient 


z“  lc~‘dz 


1 e ‘dz 


I». 


La  fonction  T satisfait  évidemment  à cette  première 
équation  r(i)  = i.  De  plus,  comme  nous  avons  trouvé 

(n°  42),  J zme~‘dz  = 1 . a . 3 . . . n,  on  aura  évidemment 


r(a)=i,r(3)  = i.a,...,  r(/i)=i.a.3...(/i— i)=(n  — i)r(n— i). 

Eu  remplaçant  dans  la  valeur  déjà  donnée  (n°  42)  des 
intégrales 


r®  , , i . a. 3. . . » T.  , b-\ 

| z V-  cos  bail  3=  --,7-—'  cos  («  -H  1 arc  tang  - , 

Jo  (a'+b*) L «J 
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[("-+- ' ) arc  tang  -J, 


J>“  ...  i.a.3...«  . 

zmr~“  sin  bzdz  = — - Sin 

• (<.»  + **)” 

n par  n — I,  le  produit  1 . 2 . 3 («  — 1)  par  sa  va- 

leur T (rc),  on  aura 

.»  !■(».)  cos  (n  arc  tang 

J z"~'f~a,cos  bzdz  5= — » 

J o 

*V  + b'f  . . 

b > 


/f 

/ 

*/  O 


/•-**  sin  bzdz  = 


'(n)  sin  j^n  arc  tang  ' * 


(a>  -h  6>)a 

cl  en  changeant  z en  az  dans  l'équation  I i^'e^zxT^), 

J O 

/ zr~le~a,dz  = 


Enfin , de  la  formule  . . 

/‘°° xT-'dx  _ 1 .2.3..  ■(»»  — i)t  .3.3.  : (a  — m — 1) 

o (l  -h  ■£)"  1.3. 3. ..(fl  l) 

on  tirera 

fo  (n-.x)*  ~rr  F («T 

La  formide 


_,dx  _ r(/n)  r(/t  — /n) 


zt‘~'e~"dz  = r — 


étant  vraie,  quels  que  soient  le  nombre  pet  la  quantités, 
on  pourra  y faire  tour  à tour. 


a*. 


fi  = a,  a = x, 

fi  — by  a = . r -f-  1 ; 
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ce  qui  donnera , en  supposant  que  a et  b sont  positifs, 

/•“  , f(a) 

J o X* 

I *2 *-■<•-«(>+*)<&  — J’-  ÿl-x 

.1  o (H--®)4 

et  par  suite 

d’où  l’on  tire,  en  multipliant  par  dx  et  intégrant  par 
rapport  à x , entre  les  limites  o et  oo,  4 

J . (7+ïj.  = rm  J » X J . ^ ^ 

= —jjt  r*  2*"'e-V/zX  r(^=rS  / 

r(b)J  o * r(i)J0 

Puisque  d'après  la  définition  même  de  la  fonction  T,  et 
en  supposant  aussi  ü>  — a positif,  on  a 


/ ‘Oc 

I 2*-“-V-srfa  = r (è  — a), 

i/O 


on  aura  enfin 


J‘OB  j, 

O (ï 


’<£r  _ r(a)r(A  — «■ 


(M-x)*  *■  r (*).. 

% 

Si  dans  cette  formule  on  fait  b = i , a = , et  si  l’on 

2 n 

a égard  aux  équations  (n°  49) 

rccz“~'dz  , oc  x,mdx  /■<* 


/ a:za~'dz  / » x"Wr  /’<* 

J o I +‘J  ~ 2”  J o X,n  -t-  I n J — 


, r(i)=i, 

co  •r1" -Hl  smax  ' 7 


on  trouvera 


r(a)r(,  — a)  = ï—,  [r(i)]’  = ,, 


/*CC  , / » 

r(ï)  = = J z t e~‘dz=z  J 


fLr. 
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l)o  cette  dernière  équation  on  tire 
^ = f e~*'dx  - ( “ *-<*+»>•  rfx  = /'* 

= f °V(-+«)V&r-+-  f / CV*’(e->“+e*i'>/x, 

Jo  */ o . 

et  enfin  ^ 


r. 


, (c*“  -+•  K~ 

e-l  ± 

2 


“) 


rfx  = -j  £“*'l/ïr, 


formule  qui  sera  vraie  quelle  que  soit  la  valeur  réelle 
de  z , et  qui  le  sera  encore  quand  on  remplacera  z par 
z V/ — i,  ce  qui  donne 

* « # v • 

J c- ’’ cofixxdx  e=  £e~*’  l/îr- 

57.  La  légitimité  de  ce  passage  du  réel  à l’imaginaire, 
repose  sur  le  théorème  suivant,  qu’ilest  facile  de  démon- 
trer : si  pour  les  valeurs  réelles  de  z comprises  entre  les 
limites  — r,  4-  r,  les  fonctions  f(x,  z)  et 

F(*)=  J f^,z)dx 


sont  développables  en  séries  convergentes,  ordonnées 
suivant  les  puissances  ascendantes  de  z\  si  d’ailleurs  les 
sommes  de  ces  séries,  quand  z devient  imaginaire,  con- 
tinuentd'être  représentées  parles  notations  f{x,  z ),  F (z), 
l'équation 

F(*}=/  /(•*>*)«& 

• */*• 

subsistera  pour  les  valeurs  imaginaires  de  z dont  les  mo- 
dules sont  inférieurs  à r.  Pour  démontrer  ce  théôreme, 
on  partirait  du  principe  certain  que  deux  séries  ordon- 
nées suivant  les  puissances  ascendantes  et  entières  de  z , 
ne  peuvent  donner  la  même  somme  qu'autant  que  les 
coefficients  des  puissances  semblables  de  z sont  égaux 

T.  il . 6 
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dans  les  deux  séries.  De  cette  égalité  ou  identité  des  coef- 
ficients, on  conclurait  immédiatement  que  si  les  deux 
séries  demeurent  convergentes  et  fournissent  la  même 
somme  pour  les  valeurs  réelles  de  z comprises  entre  les 
limites  — r,  r,  elles  rempliront  les  mêmes  conditions 
pour  des  valeurs  imaginaires  de  z dont  les  modules  seront 
inférieurs  à r. 

L’application  de  cette  remarque  au  cas  traité  plus 
haut  est  évidente  : les  deux  fonctions 


F (s)=?± 


quelle  que  soit  la  \aleur  réelle  ou  imaginaire  de  z,  sont 
développables,  par  la  formule  de  Maclaurin,  Si  séries 
convergentes  ; donc,  etc. 

M.  Legendre  a désigné  sous  le  nom  d'iutégralc  eu- 
lérienne  de  seconde  espèce,  et  M.  Binet  a proposé  de  re- 
présenter par  la  notation  B (n,  A),  l’intégrale  définie 

I x“~‘(t  — x)*-’  c/x.  Il  existe  une  relation  remarquable 
J o 

entre  cette  intégrale  et  I ntégrale  eulérienne de  première 

Y1  00 

espèce  T («)  = J x"~'  tl~xex.  Si  en  effet  dans  l’expres- 
sion I x°~'  (i — x)*_,t/x  on  posex  = — ! — , oirtroutera 
J o 1 -f-  z 

/CO  fl 2,  . 

B(a,A)  = 1 — — , inaisquand  dans  l'équation  (n°56) 

J o ( i -H  £/ 

I » x’-'fh:  r(a)r(b  — a) 

(I  -t-  xt  ~ rW 
.7f~'dx 


I 00  J 

Jn  iï 


vient 

donc 


I 


on  change  b en  a -4-  b,  il 

_ r(«)  r (b) 


o (i4'X>+*  r (rt  b)  ’ 

r(«)r  (b) 


■K*)  = 


r(«+  *)’ 
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Comparaison  des  deux  valeurs  que  prend,  dans  certains  cas,  une  inté- 
grale double  quand  on  intervertit  l’ordre  de  l’intégration.  — Applica- 
tion de  ces  principes  à la  détermination  des  intégrales  définies.  — 
Comment  à l’aide  de  certaines  transformations  particulières  on  peut  cal- 
culer diverses  intégrales  définies. 


58.  Il  est  encore  une  autre  remarque  due  à M.  Cauchy, 
et  qui  l’a  conduit  à la  détermination  d’un  très-grand 
nombre  d’intégrales  définies.  Des  principes  établis  dans 
la  huitième  leçon,  il  résulte  que  lorsqu’on  a une  double 
intégration  à faire,  on  peut  renverser  l'ordre  des  inté- 
grations, caron  a (n°  55) 

/■X  eV  /•’ï  /X 

/ / f(x>  J ) dydr  = / / / (x,  y)rlxdr. 

t/x0  /o  J yoJxn 

Si  l’on  pose 

' 

• * - 

les  deux  fonctions  f (iv,  y)  et  y (x,_y)  seront  deux  fonc- 
tions propres  à vérifier  l’équation 

4(r.y)  dx  (j,  /) 

dy  dx  ' 

fi.  . 
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f'x  0(*»  Y)  — *? (x,  /„)] (Le  [*(  x,  y)  y)] rfr- 

Cette  équation  subsiste  lorsque  les  fonctions  <f(x,  y), 
j f (x,  y)  sont  finies  et  continues  entre  les  limites  x^,  X, 
y„,  Y;  mais  elle  cesse  d’être  exacte  lorsque  ces  fonctions 
deviennent  infinies  pour  un  ou  plusieurs  systèmes  de  va- 
leurs compris  entre  les  limites  dont  il  s’agit.  Alors  les  ex- 
pressions obtenues  par  une  double  intégration  peuvent 
différer  l’une  de  l’autre  et  dépendent  de  l’ordre  des  inté- 
grations ; mais  leur  différence  peut  être  facilement  calcu- 
lée. Supposons  d’abord  que  les  deux  fonctions  (f  (x,y), 
deviennent  infinies  pour  un  seul  système  de  va- 
leurs X — a,  y = b , et  désignons  par  • un  nombre  infini- 
inentpctit,  onaura,  en  appliquant  la  formulequi  précède, 

f [4>(.r,  Y)  — ip(x,y-u)]<£r-t-  / 0(x,  Y)  — f>(x,y0))dx: 

J -T o J a~*~  • 

= / Y U(x,y)— *(«-+-», r)  z(a  — i,y)  — z(**,y)]4r, 

puis  on  en  conclura,  en  faisant  converger  e vers  la  li- 
mite o, 

/ *[?>(*,  Y)—  <f(r,y^)yLe=  f — x(*o,r)W—*, 

J r0  J xQ 

la  valeur  de  A étant  déterminée  par  la  formule 

a = lim  / [x(à  ■+■  *,r)  — x("  — *»r)]rf7- 

•7  o . 

Dans  le  cas  général  où  les  fonctions  deviendraient  infi- 
nies pour  un  certain  nombre  de  systèmes  de  valeurs  de  x 
«■t  dor,  A serait  la  somme  de  plusieurs  termes  de  même 
l'ofme. 
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A*,y)  = 


ou 


*(*»/)  = J-.  -+y*  > *C*»r) 


•r» 

i , X — i,  y o = ij  Y — i , 


on  trouvera 


A 

OU 


21  dy  — 2«tc  Z'"*"1  2ify 

= lim  / — - = 2»r,  f — — : ~ I — ; — : — 2», 

i i*+^*  J — i i-t-x”  J— i i-4-.r 


J*-f ! /'-fl  y*  — x*  , /4-I  /M-I  y*  ~ x* 

L L p+? ***—• 

Il  est  facile  de  voir  que  les  fonctions  <p  (a:,  _y),  x(x*  /) 
vérifieront  les  conditions 

~~di~  ^ ,Lc'  ^ =/(x.  /)  dy< 

y)  _ <**(•*»  r) 

rfy  rf-r 

Si  l’ona  y(x,y)dx-irx(x,y)dy=f(u)(iu,  et  par  suite 

* (x>  y) = /(“)  * (*.  y)  =/(«) 

59.  Ce  que  nous  venons  de  dire  s'applique  encore  évi- 
demment au  cas  où  les  fonctions  f(x,y),  <f(x,  J')>x(x’f) 
deviennent  imaginaires  pourvu  qu’elles  satisfassent  tou- 
jours aux  équations  qui  précèdent.  C’est  ce  qui  arrivera  , 
par  exemple , si  l’on  prend 

p (*>  y)==  f(*+jr 

on  aura  alors,  en  effet, 


Ftx+^i/rr), 


— I S 
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on  aura  donc,  en  posant 

- A = V/'3«  F(a  — , -f- r l/^7)] r/j , 

f [^  ( x + Y \/ — i) — F(x  -+-  Yo  \/ — t)]dx 

• = 1 f -t-r V/ — 0 — J*(*w ■+■/  1/  — • )]  — a. 

o 

Posons 

Cx— « — *V<Z7)f'(x)  = F(*),  y = t>  IZ, 

on  en  déduira 

*w rw 


fl  “h  « 


x — a — h\f  — t ’ 

i ia)1/ — i J 

— l — a — b \/ — i i(i  -F  z V/-i) 

A-(a  - « -+-r  l/=7)  = 

«(—  I +2^) 

*/»o  L I -+-  2 f/ — I — I 4-  Z l/ 1 J 

Soient  maintenant 

. * ■ ',  ! • ■ <t  ' •• 

F [ff  + « -t-  (*  + u)  V^i  1 F[a— .-t-(6  4-,ï)l/HTl  / 

.+*^=7  '-,+  =1^7  • “'(.J  + I^TfW, 

ÎÈtïM  =,'(..)=«, 

*00’  p(s)’  et  Par  suit«  *'(0’  p'(e)’  *>  S étant  des  quanti- 
tés réelles.  Supposons  d’ailleurs  rpio  Y surpasse  y0 , et 

que  les  fonctions  F(x  -f-  jf/^7),  F'(x  -(-  yV'— 7) 
restent  finies  et  continues  par  rapport  aux  variables  x 
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Et  y entre  les  limites  x„,  H,yu,  Y;  comme  ou  aura  t 

t 

V (,)  + l/^T/ü'  (.)  = F'  [«  -f-  . + (b  -+-  I ■)  1/^T] 

— F'[a  — 1 -+-  {f>  + iz)\S—  ,], 

les  valeurs  de  X'  (t)  et  u'(e)  resteront  toujours  très-petites 
enimème  temps  que  e,  et  il  en  sera  de  mérite  de  a et  de  c. 
Cela  posé,  on  trouvera 

a=  l/—  1 lira  / [ a(«) -f-  i/»(t)j riz 

t/*o  ’ 

«/«O  « 

Or,  si  l’on  fait 


f=  F (a  -t-  b \/—  1 ) = lira  1 F(a  -h  b \/ — 1 -4-  »), 

et  si  l’on  remarque  que  pour  e = o,  zu  — — oo,  Z = -(-  oo, 
on  trouvera  , * 


/ 


Si  l’on  avait  yQ  = b ou  Y = b,  on  aurait  z0  — o ou 
Z = o.  L’intégrale  relative  à s ne  devrait  plus  être  prise 
qu’entre  les  limites  z = o,  z = œ ; ou  z — — oo,  a — o, 
et  par  suite,  la  valeur  de  A se  réduirait  à trf  l/ — i. 

(K).  Dans  tout  ce  qui  précède , a -f-  b\S — i représente 
une  racine  de  l’équation  F(x)  = ±.  oo.  Si  cette  équation 
admettait  plusieurs  racines  dans  lesquelles  les  parties 
réelles  fussent  comprises  entre  les  limites  x„  X et  les 
coefficients  de  l/ — 1 entre  les  limites  Y;  alors,  en  dé- 
signant par  xl~al-^-bl  V — i,  xt—at  + b,  \/ — i,  etc. 
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«*  . 

«:es  mêmes  racines,  et  par  f,,  f„  etc.,  les  véritables  va- 
leurs que  reçoivent  les  produits 

(x  — x,)F(x)  = (x  — a,  — b , l/— i ) F (x), 

. (x— x.) F(x)  ={(*  — a,  — b,  l/^TT)  F(x),  etc., 

tandis  que  leurs  premiers  facteurs  convergent  vers  o , on 
trouverait 


â — î»  ( f,  -f-  I,  — f— ....  — t—  1/ — i . 

Mais  chacun  des  termes  f,,  f,,...  devra  être  réduit  à moi- 
tié , toutes  les  fois  que  dans  la  racine  correspondante  le 
coefficient  de  l/ — 1 coïncidera  avec  une  des  limites ya,  Y. 

61.  Lorsque  la  fonction  f[pc-\-yV/ — i ) s'évanouit, 
i*  pour  x — ±.  oo  quel  que  soit  r;  a°  pour  y = oo  quel 
que  soit  x ; alors , en  prenant  xa  = — oo,  X = -+■  oo, 
J a = o,  Y = oo,  on  tirera  de  l’équation 

f |F(x  + Yl/=T)-  y[x-hjrf,V/'—  • )]<** 

xJ  T„ 

( [f(x  -t-/  X/'—i  ) — F(x0-t-jr\/'— i )]rfy  — a, 
•JXo 

I F ( xWr=  a = ax(  f.  -f-  f,  -(-  . -t-  f«)V^ — (• 

i/ — OC 

fi,  f»,  etc.,  sont  des  nombres  faciles  à déterminer;  on 
pourra  donc,  dans  ce  cas , calculer  immédiatement  la 

valeur  de  l’intégrale  définie  f F (x)dx. 

J — OC 

Lorsque  la  fonction  F (x)  se  présente  sous  la  forme 

</w 

pj-j- , et  que  ceux  des  termes  flf  f„ , f„  qui  ne  s’éva- 

nouissent pas,  correspondent  à des  racihes  de  l'équation 
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F (x)  = o,  on  a 

l -lim(J~JW- JM  f _ fM  etc 

' F(x)  F'(x,)’  > - F'(x,)’ Ct’ 

cl  par  suite 

a— 1%  r /(*■) + /ifii  + . ..p.  ifc?)  .i  j/^7, 
Lf'(^)  ^ F'(x,)  _ ^ F'(x„)  j : 

f * üfl  djc- a,  F H-  • -■ 


On  ne  doit  prendre  pour  x,,  x,,i. xm  que  les  ra- 
cines réelles  ou  les  racines  imaginaires  dans  lesquelles  le 
coefficient  de  l/  — i est  positif,  en  ayant  soin  de  réduire 
à moitié  les  termes  qui  correspondent  à des  racines  réelles. 

Exemple  : 

i°.  F(x)=i4-x*, 

on  aura  x,  = l/ — i. 


r - 

J— oc  I 


rfx  = 


— i; 


4-  x 2 

F (x)  = i — x 1 , x,  = — 1,  x,  = 4-l,  , 

JZ  7^*  = f[l<-0- !<.)]✓=* 

F(x)  = l 4-  x*, 

, f(x)=(-xl/=7y—'' 

p étant  un  nombre  compris  entre  o et  »,  on  trouvera 


3°. 


(_*V/=7>— 


/ ® xP-'fa  ~ 

Jo  l 4-  x1  2^n  ÿ^tir  ’ 


l 4-  x1’ 
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F(x)  = i — x*, 

f(x)=  (—  x V'^ïY' 


JZ '* = ; i + (- 


■X 
‘ Ce 


f * 'dx^TC  OSyfvr  

i— x*  2 sin  -[■  «*- 


sin  -j  fur  i tang  -j  f*x 


En  posant 

• x*  =:  z,  fi  — ta , 

on  reirouvera  les  équations 

• 

* /•“*■-*<&  X 

c/o  i 4-  z sin  a*  ’ ,/<>  i — * tang  o»  ’ 

qui  sc  trouveront  ainsi  démontrées  pour  toutes  les  valeurs 
de  a comprises  entre  o et  i . 

Eu  partant  de  ces  principes  et  s’aidant  du  calcul  des 
résidus,  M.  Cauchy  est  parvenu  à établir  un  grand  nom- 
bre de  formules  générales  dont  on  peut  déduire  presque 
toutes  les  intégrales  définies  connues  jusqu’à  ce  jour,  et 
un  grand  nombre  d’autres. 

02.  Quelquefois  aussi  des  transformations  particulières 
peuvent  conduire  à la  détermination  d’une  intégrale  dé- 
finie. Nous  eu  citerons  quelques  exemples. 

XOO 

e~x'dx.  Multiplions  par  une  autre  intégrale 

/•Ot 

semblable  / ’c~7'riy,  il  viendra 
J O 

( fW)‘=  {+c-*'dx  f *c-T'dy=  f * I ~e;<*+!'\d*drt 
posons  • ^ 
d’où 

# • , 


y = tx, 

i ; f *».  \ 

I 

ly  = xdt. 
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on  aura,  pour  y = o, 
pour  jr  =s  oo, 
et 


t — o; 
t = cc. 


e~*'dx  'j  — j **dt  j e-C‘+,,>’xrfx. 

On  a d’ailleurs 

f • 

r oc  i 

I e-t'+^xdx  = -r— -, 

J o 2(1-4-  r1) 

et  par  conséquent 

O*®  y /’®i  a *■ 

O o -lT7,  = i(«ctangœ-arctango)=^ 

ê 

fa>e~*'rix 

t.*  O 

/ CC 

2°.  I e~a,x’ cos  bxdx.  Appelons  cette  intégrale  « : en 

• ' O 

<li  demi  liant  par  rapporta  b,  ou  trouvera 

du  /’  ® , . , , 

— , = — I c““‘r  xsin  hxdx  ; . 

du  J o ». 

mais  l’intégration  par  parties  donne 

» ; • 

J*  i , ^ 

sin  hxdx  — c~' ■’**  sin  /<x  H / e~a,r,cos  hxdx-, 

a o1  2/iV  . 

d’où  l’on  déduit,  en  remarquant  que  la  partie  intégrée 
s’évanouit  pour  x = o et  x — oo, 

/•ce  b /•»  4 

I c~c'z'x  sin  bxtlx  = , I ff_*’I’cosAx<ijr  = «, 

./o  2aJ  A 2a1 


et  par  suite 

du  h 

db  ?,/i  * 


//« 


hdb 


y 

ri  = Ce  /l“’  • 
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•oo 

I e_****cos  bxdxxzCc  4 a‘- 

* 

Pour  déterminer  la  constante,  faisons  b = < 

J,»  CD  | /i  * « 

e~**dx  = - I <r"dt  = — 
o u J o 


et  enfin 


* » *■  /V 

l e~‘lx'cosbxdx  — i/  — <’  4“ 


> • 


# 


i,  il  vient 

l/x, 

<>'  ' 

ï, 

i 
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A 

« 

* *■ 

Intégrales  des  divers  ordres  pour  les  fonctions  d'une  seule  variable 


63.  Ce  qui  précède  avait  pour  but  principal  de  trouver 
une  fonction  de  x qui  eût  pour  dérivée  une  autr^piction 
de  x,f  ( x ),  et  pour  différentielle  le  produit  f On 

donne  maintenant,  pou  pas  la  dérivée  première,  mais 
Ja  dérivée  de  l'ordre  n , et  l’on  demande  la  valeur  géné- 
rale dey  propre  à vérifier  l'équation 


d'y 

dx* 


= A^- 


SoIu!  ion.  En  multipliant  les  deux  membres  de  l'équa- 
tion par  dx , on  peut  la  mettre  sougla  forme 


d'où  l’on  tire,  en  intégrant, 
d’-'y 


dx " 


Jf(jc)dx=  f ^ f{x)dx-\rC, 


ou,  ce  qui  revient  au  même, 
d"-'y 


dx*-' 


f J (z)  d~  + Ç; 
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' multipliant  par dx  et  intégrant  une  seconde  fois,  on  aura 
rln~'jr  rx  rx 

d*^'  ~ J r Jx  f^dzdx  ■+■  c»(x  ~ *«)+  C,. 

Le  second  membre  se  ramène  facilement  à une  intégrale 
sinjple.  En  effet,  l’équation 


dz  f (x-  zy*f  (t)dz  =m  f1  (x—  »)"-*/(*) 
"xo  Jxa 


dz 


donne 


j*(x-z)r-f(z)dz  = '-Vz  (X(x~zrf[z)d*, 

xo  m j Xo 

ou,  en  multipliant  par  tL r,  et  intégrant  entre  les  limites 

J^^r-A^=yy-.rm*+c. 


é et  en  posant  m = i, 

rx  rx 


f I ■/(*) dzdx  — / (x  — z)f(z)<k  -f-  C, 
^To  J x„  J xa 

on  aura  donc 

p;  — f (x  — z)f(z)  dz  -4-  C,(x  — x„)  C,. 

J x0 


dxn 


Intégrant  de  nouveau  et  plusieurs  fois  de  suite,  par  rap- 
port à la  variable  jr,  on. trouvera  successivement 


>-•  »,) 
Jx.  i.2.3...(» — .2r 


rfz  -4-  C, 


(x  — x0)*- 


C, 


(x  — x„)* 


x/x  y x„  1 .?.3...(n  — a)"' yr>  1 WI  1.2.3. ..(« — 2)  T 1 .2.3.. .(/i  — 3) 


— 1 


r = r (*— «r1 . ,,,,  , r (x—x0'f-1 

r Jx0  i.a.3...(«—  t)^rf  + C>  1 .2.3...(/i  — — 1) 


„ (x  — x.)"-1 
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C„  C„  C’a, . . . , C„,  étant  les  diverses  corfstantcs  arbi- 
traires en  nombre  n que  doit  par  conséquent  renfermer, 
dans  tous  les  cas , l’intégrale  générale  de  l'équation 

daY  • 

« 

On  peut  mettre  sous  une  autre  forme  l’intégrale  définie 
du  second  membre,  à l'aide  de  l’équation  déjà  démon- 
trée (n°  33),  . 

J>X — x«  /‘X  — x0  />X 

/(X  — x)dr  = I f(x  + x0)dx  = I f{x)d- r; 

o J o J x„ 

en  remplaçant  en  effet  dans  cette  équation  x par  z , et  X 

. tx zy— i v \ 

par  par  , ;a.3~(/i^T) ^ W’  on  en  tirera 


r*  (x  — zf~'  ,, . , _ /-'-'«(x-xn-z)—  . 

I ' — 7 — I r - f(xa-\ ~z\dz 

Jx0  i .2,3. ..(/i-t)  ./o  r i.2.3...(/i-i)  * ' 


i'*-*a(x-xa-zy-' 


=j: 


-f(x—z)dz. 


Si  pour  plus  de  simplicité  on  fait  x„  = o,  cette  dernière 
équation  devient  J \ 

r — ^5 — j1 — \ dz—  i ~ — ^ f(x  z)dz  » 

Jo  i.a.3...(/i — i)  J o 1.2. 3. ..(i>  — i) 

et  la  valeur  générale  de  jr  se  réduit  à 


C, 


(«— i) 

-t  H-  • • • *4-  C„_  i x -jf-  C „ . 


i .a . 3 . . a) 

fit.  Supposons  que  F (.r)  soit  une  valeur  particulière 
de j' propre  à vérifier  l’équation 
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en  sorte  qu’on  ait 

FC«>*  =/0r); 

la  fonction  F (x)  et  scs  dérivées  F(n-1,(x),  F(n~,)(x),.., 
F'  (x),  devrout  aussi  vérifier  les  équations 

F("-0(x)  = fS/(z)dz  4-  C, 

J x„ 

FC*-0(x)  — f (x  — z)f(z)dz  4-  C,  (x  — x„)  4-  c, , 

*/  T0 

F(""J)(x)  = f 1 (ZZ^lfWdz  4-  C,  4-C,(x-x0)-FC3, 

*/  1.2  1.2 

F(x)  = f*  ^-il—/(z)dz+C,  .S*-*')-'  H_<  . 

+ C,_,  (x  — x0)  -+-  C., 

et  si , dans  le  cas  où  la  fonction  F (x)  et  ses  dérivées  suc- 
cessives restent  continues  entre  les  limites  xn,  X,von  fait 
dans  ces  équations  x0  = o,  on  trouvera 

O,  = FC""»  (x0),  C,  = F<--*)(x0), . . . , C„  = F(x0), 

et  par  suite 

F(x)  = F(x0)  4-  (x-  xn)F'(x0)  + -t^~^'|)  FC—) (x„) 

rx  ( x — z^n  “ 1 

+ / - 1 ..  -7 */(»)*. 

,/x0  i.a.3...(*i — i) 

Cette  équation  subsiste  quel  que  soit  x.,  elle  sera  donc 
vraiequand  on  fera  x = xf„  ce  qui  donnera 

^ • » 

F(x)~  F(o)  +?  F'(o)  4-  — F»  +... f...'  — FC— >(o) 

V ' ' 7 | ' 7 1.2  V ’ I .2.3.. .(/t-l) 

l'r  (r  — z'T' 

I 2 — T \f\Z)dz- 

Ji.  1.2.3..  .(/I—  l) 

(>5.  Lorsqu'on  sesert  d’intégrales  indéfinies  et  que  l’on 
se  contente  d'indiquer  les  intégrations  successives,  les  va- 
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leurs  des  fonctions 

dn~'y  _ d"~'y 

iljc*-'  ’ Xr"-7  ’ rf.r"-'  ’ • ■ -r’ 

se  présentent  sous  la  forme 

ff(x)dx,  f .J  f{x)dxdx,  f J .//(x)dxdxdx,.  .. 

f S -S ■ • S Ax)dx-  • 

Ces  dernières  expressions  sont  ce  que  nous  appellerons  les 
intégrales  du  premier,  du  second,  du  troisième  ordre,..., 
de  l'ordre  n,  enfin,  relativement  à la  variable  x.  On  les 
désigne  par  les  notations 

J f(x)dx,  f ff[x) dx' , ////(x)rfx3 , . . . , J‘fff  ..Sf(x)dx », 
auxquelles  on  substitue  les  suivant!» 

/ Ax)dx,  f f /(x)rfx*,...,  f f f /( x)dx» , 

" *n  * *o  -**o  •-  -*7,  «/  Tfl 


quand  chaque  intégration  est  effectuée  par  rapport,  a u$ 
limites x0,  x.  Cela  posé,  on  aura  évidemment 


J J/ (x)rfx*  = J (x  — s)/(s)  r/a  C,  (x  — x„)  -f-  C„ 

JJS-f,x>‘ur=£„  +•  - 

XI  X/(x),fc‘  - f„  <*  — )/w*\C  fj!/^  «*> 

•••x;/x-^=x:.æ 


En  développant  le  second  membre  de  cette  dernière  équa- 
tion et  remarquant  que  les  intégrations  étant  prises  par 
rapport  à x,  on  peut  regarder  x comme  constant,  il 


« 
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[x— 1 f /(*)<fe  — 1— Î-X—  / */(*)<**  I 

J x„  1 ./x0  I 

i («-‘K--»)  . ± j'r J 


i 


ou,  ce  qui  revient  au  même, 

On  peut  vérifier  facilement  cette  formule  à l’aide  de 
plusieurs  intégrations  par  parties.  * 

On  trouvera  encore , en  remplaçant  I intégrale 

f * -f  (z)dz  par  sa  valeur  tirée  de  l’une  des 

JIo  i.a.3...(u-i)  w 1 

équations  qui  précèdent  (n°  02)  : 

/ / j •••/(*)  ^=F  (x)  — F (a-o)—  ^~T — - F'(-ra) 

%/  x0  J xQ  J x* 

- F„[Xo)  . (•r-3r")"-~..1  F<— > (Xo), 

• * < 

• et  en  faisant  x0  = o, 

/;  £/*-/(*)  d*  =F(x)-P  (o) -*  F'(o)_  ^ F"(x,)... 

F <»-■)(<>). 


x*-' 


I .2.3.y(/J l) 

Exemple  : Soit  F (x)  = e',  on  aura 

/(x)  = F<»(x)=e* 

et  par  conséquent 

/•  x r x x x2 

I ...<?*  dx*  z=.  ex  — i — — 

O J O 


1 . 2 


- -■  - çTJ^r^-^dz. 

1.2.3.  .(«  — l)  ./o  t.2.3...(«— i) 

00.  Applications  analytiques.  Ces  applications  sont 
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«le  deux  genres  et  sont  comprises  dans  la  solution  de  deux 
questions,  dontl’une  a déjà  été  résolue  et  consiste  à cher- 
cher la  fonction  y qui  a pour  différentielle  du  premier  ou 
du  numt  ordre  l’expression  f(x)  dx  ou  f (x)  d»n. 

2mc  question.  On  demande  de  développer  des  fonctions 
quelconques  de  x ou  de  x + h , en  séries  ordonnées  sui- 
vant les  puissances  entières  de  x ou  de  h , en  assignant  les 
restes  de  ces  séries. 

Solution.  Reprenons  les  deux  équations  du  n°  62  : 

F (x)  = F (x.)  4-  F (x„)4-  F"  (x„) . . 

+ — 7XT-'  -,  F ' ■>(*•)+  f"  — TT~‘ 

t.a.3...(/i — i)  V ' Jx „ i.2.3...(«— i)  v ' 

F(x)  = F(o)  + 7 F'  (o)  + ^ F"  (o) . . . : 


x*— 1 cx  (x — zlt*~ *> 

-I = -, , F («-■)  (o)  4-  / -*-■—*  - : F «)  (z)dz, 

i.2.3...(« — i)  ,/  o 1.2.3. . .(n — i)  ' n 

dans  lesquelles  nous  avons  remplacé  f (x)  par  sa  valeur 
F(n,(z).  Si  dans  la  première  de  ces  équations  on  fait 
x = x0-f-/i,  puisqu’on  remplace  xG  jiarx;  ou  si  dans  la 
seconde,  après  avoir  remplacé  F (x)  par  F (x-f-  A),  on 
change  x en  A et  réciproquement,  il  viendra 

F(x  + /S)=F(ï)+^F'(x)+ilF» 


H 5 -, ; F (x)  f 

1.2.3. . .(n — i)  7 Jx 


«r-t-A  F^fx  h — z)dz. 


( n — i)  v 7 Jx  i.a.3.:.(n — i) 

Le  dernier  terme  du  second  membre  pourra  d’ailleurs  être 
présenté  sous  diverses  formes , car  on  déduira  de  ce  que 
nous  avons  vu 

h (I, zl*-1  z"-* 

— - -F<*>(x4-z)rfz—  I — F<")(x-(-A  — z)dz 

1.2.3 ...(n — i)  ' J o i.2.3...(a  — i)  '•  7 

/’  x-t-*  (x A — z)“_I  (*  h y h 

. krjjhrf'-’V*- J.  /„  -™(*-**>*'. 
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On  peut- établir  directement,  à l'aide  de  la  seule  inté- 
gration par  parties  , l'équation  qui  donne  F (a?-(-  h). 

En  effet,  si  dans  l'équation  déjà  rappelée  4 

/■X  ex — rn  . r\ — 

f(z)dz=  f „ f(\  — z)dz=if  f{z-+-x„)dz, 

X0  J O J O 

on  remplace  X par  x0-\-h  et  ensuite  x„  pai  x,  on  en  tirera 

f f(x+z)dz=.  I f[x-\-h—z)dz, 

J O J O 

et  par  conséquent  . 

F(x  + A) — F (x)  — I F'(x-4 -z)dz—  f F'  (x-f-// — z)dz. 

o J o 

D’ailleurs,  enintégrantplusieurs  fois  par  parties,  ou  trouve 

F'(x-(-/'  — î)rfs  = Y F(x-f-/<  — z)-(-  j ~ F"(i  + A — z)dz 

= » F'  (x-t -h — z)  ■+•  - — - F " (x-+-/i — z)  -h  j — — F (x-(-/i  — z)  = . . 

t= -¥'(*+ h— *)+  — fr"(x-M  — z)  

I 1.2  V 

-J i-J F («-■* (x+/i  — + tFI">(x+/i— 

d’où  l’on  déduit,  en  supposant  que  les  intégrations  soient 
effectuées  entre  les  limites  z = o,  z = h et  que  les  fonc- 
tions F(x-f-  z),  F'  (x-f-s), . . . , F(n)  (x  -+-  z ) restent 
continues  : 


F (x-+-à)  = F (x)  -4-  y F ' (x)  + -^-F"  (x). . . 


— - — F ("O  (x)  -t-  / — - — — .F.-)  (x-h/i—z)dz. 

I.3..(R— l)  W Jo  l.î..(»-l)  V 

En  vertu  de  l’équation  (ii°.'18) 

rx  A 

/ — / *(x)ùx, 

*'Jo  »/*,. 
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ou  aura 


Jo  1.2...(*r— l)  Vo  I .2. 3. ..(fl l) 

■FW(*+«A), 


A* 


12.3../» 

-^-ar‘  i f<“’  w = f("! (&•*)  / x . »/*  = - — i 

1.2.3.  .(«—l)  W ' 'Jo  1.2. 3. .(fl  — l)  1.2.3...»* 

et  l'on  retrouvera  les  équations 
F(i)  = F(o)+-F'(o)+... 


x , 

t 

X»-' 


- , F<--*>(o)h = — F<»>(x  + 6A), 

I . 2 .3. ..(fl — l)  1.2.3../»  ' ' 

F (x  + h)  = F (x)  + * F ' (x)  + F " (x)  + . . 

-f-  — *"  -.  F/—»  (x)  H FO (x+9/iJ,  . 

déjà  établies  dans  le  Calcul  différentiel  et  qui  conduisent 
aux  séries  de  Taylor  et  de  Maclaurin,  séries  qui  seront, 
par  conséquent , convergentes  et  auront  pour  somme 
F (x)  et  F (i+/i)  toutes  les  fois  que  les  deux  intégrales 

f F <■>  (*)  *=  -4-  F 

Jo  — i)  , i.2.3 .../?  ' 1 

/'A  AB 

/ — Sr~7 tP<*>  («  + »)*  = V-  P<->(*  + M)f 

convergeront  pour  des  valeurs  croissantes  de  n vers  la  li- 
mite z.éro.  I.e  Calcul  intégral,  qui , comme  on  vient  de  le 
voir,  ramène  aux  formules  de  Taylor  et  de  Maclaurin, 
a I avantage  de  donner,  sous  la  forme  d’une  intégrale  dé- 
finie, la  valeur  déterminée  du  reste  de  ces  séries,  et  par 
conséquent  l’expression  de  l'erreur  que  l’on  commet  en 
s’arrêtant  à un  terme  donné. 


V 
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Applications  géométriques  de  la  première  partie  du  Calcul  intégral. 
Première  application  à la  rectification  des  courbes  planes. 


67.  Les  applications  géométriques  sont  aussi  de  deux 
sortes  : I.  On  demande  de  construire  une  courbe  qui  soit 
telle,  que  la  touchante  , en  un  quelconque  de  ses  points, 
fasse  avec  l’axe  des  x,  un  angle  dont  la  tangente  trigono- 
métrique  soit  exprimée  par  une  fonction  donnée  f(x). 
C’est,  sous  un  énoncé  géométrique,  le  problème  déjà  ré- 
solu et  qui  consiste  à chercher  la  valeur  générale  de  y 
propre  à vérifier  l’une  des  équations 


dy  —f(x)  dx, 


On  montrera  plus  tard  comment,  dans  tous  les  cas,  on 
peut  construire  la  courbe  par  points  en  la  considérant 
comme  un  polygone  d’une  infinité  de  côtés  infiniment 
petits. 

II.  On  demande  la  longueur  d'un  arc  ou  l’aire  d’une 
surface  courbe  ou  plane,  ou  le  volume  d'un  solide  ren- 
fermé entre  des  limites  données. 

Solution  générale  : Il  est  évident,  d’après  ce  qu’on  a 
déjà  dit,  que  si  la  différentielle  ou  l'accroissement  infini- 
ment petit  de  cet  arc,  de  cette  aire,  de  ce  volume,  cor- 
respondant à l'accroissement  infiniment  petit  de  la  va- 
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riable  x est  donné  par  une  équation  de  la  forme 
* du  = F (x)dz, 

et  que  si  de  plus,  cet  arc,  cette  aire  ou  ce  volume  dési- 
gnés par  n,  sont  limités  dans  le  sens  des  x par  deux  plans 
fixes  x = xa,  x = X , ou  par  un  plan  fixe  x — xa , et  un 
plan  variable  x = x,  u sera  donné  par  les  équations 


08.  Considérons  d’abord  une  courbe  plane  représentée 
par  une  équation  f (x,  y)  — o,  entre  deux  coordonnées 
rectangulaires , ou  bien  une  courbe  à double  courbure 
représentée  par  deux  équations  ' • 

*)  = o,  F (x,  y,  z)  = o, 

entre  trois  coordonnées  ; et  sur  cette  courbe  uu  arc  S ren- 
fermé entre  un  point  lixe  A et  le  point  mobile  dont  l’abs- 
cisse est  x;  si  l’on  désigne  par  S cet  arc,  et  si  l’on  appelle 
r l’angle  aigu  que  la  tangente  à la  courbe  fait  avec  l'axe 
des  x , on  aura 

dS  = ± séc  rdiy 

le  signe  -f-  devant  être  pris  dans  le  cas  où  l’arc  S croit 
avec  l’abscisscx,  et  le  signe — dans  le  cas  contraire.  Dès 
lors  la  portion  de  cet  arc  comprise  entre  les  deux  plans 
fixes  x — xa,  x = X,  ou  entre  le  plan  fixe  x = x„  et 
le  plan  variable  x = x,  sera  donnée  par  les  équations 

S — S0  = f sécr  dx,  ou  S — S o = / sécrdz. 

J d ra 

En  comptant  les  arcs  à partir  du  point  dont  l’abscisse 
est  x„ , on  aura 

S„  = o,  S = ± f sècrdx,  ou  S = ±/  sécrrfx 
J -‘"o  J -«o 
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on  aura  d'ailleurs,  si  la  courbe  est  plane  , 

Sécr=  sJ I = 1 /r+77*; 

si  la  courbe  est  à double  courbure , 


=.=  \f  » 


MZ  y. 

et  l'on  calculera  c?S  = ±:  sécrclx  en  tirant  de  l’équa- 
tion ou  des  équations  de  la  courbe  , les  valeurs  de  — ou 

dx 

de  — , et  les  substituant  dans  les  valeurs  de  sécT. 

'Corollaire  icr.  Si  l’inclinaison  t devient  constante,  on 
aura 

S=±:Jt  sccrrfr=±st'c Tfl  dx—±.(x  — ar0)sécr , 

* 1 : 

et  par  conséquent,  lorsqu'une  ligne  a dans  tous  ses  points 
la  même  inclinaison  par  rapport  à l’exe  des  x,  une  lon- 
gueur portée  sur  cette  ligne  est  équivalente  au  produit  de 
sa  projection  sur  l’axe  des  x par  la  sécante  de  l’inclinai- 
son. C’est  ce  qui  arrive  quand  la  courbe  se  réduit  à une 
droite  ou  à une  hélice  tracée  sur  un  cylindre  qui  a pour 
axe  l’axe  des  x. 

■ * *'  'a  . A* 

Corollaire  aBe  : En  appelant  N la  normale  à la  courbe, 

" ' 1 - • ■ rtf  . 

on  a m 

M ==  ± S<‘Cr  Xj,  sécr  = — , 

. . • « r 


et  par  suite 


S =±fX*dx. 
J x.  Y 


ïjmà*'- 


.r  »x 

Corollaire  d“‘  : L’intégrale  / sécrdx  est  égale, 
-*  * y *o 


sft- 


m 
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comm^  on  sait,  à la  différence  des  limites  X — x„  multi- 
pliée parsécT,  T désignant  une  moyenne  entre  lesdi- 
versesvaleurs  de  l’inclinaison  r ; donc  S=  ( X— .r<() sécT, 

S 

et  = séc  T,  c’est-à-dire  que  le  rapport  de  l’arc 

A.  XQ 

d'une  courbe  à sa  projection ‘sur  un  axe,  est  une  moyenne 
entre  les  sécantes  des  diverses  inclinaisons  de  l’arc  par 
rapport  à ce  même  axe.  Ce  théorème  suppose  X[ue  l’arc, 
entre  les  limites  x0 , X,  n'est  rencontré  qu’en  un  seul, 
point  par  les  plans  perpendiculaires  à l’axe  des  x. 

69.  in  Exemple  : 

Le  cercle  x*  -t-  y*  = r*;  on  a 


nlx 


N = r,  s 

c r . x . xQ~] 

S = r I arcsm arcsin  — I 

2°.  L'ellipse 


Xn 


x ' r> 


d’où 


x_  ry ,,  __  b*x'  _ b'x' 

+ à*  ~ °’  r ~~  ~ ««'(a»  — x*)’ 

, //i4 — (a'—b'lx' 

V a’  (a*  — 

ou,  en  désignant  par  e l’excentricité  déterminée  par  l’é- 
quation 

l/ d'  — b 


* — b * /a’ — e'x2 

; sec  r = \/  : 

a . Va*  — x * 


on  aura  donc  , en  posant 

.r„  = o,  x — «, 

et  en  appelant  par  conséquent  S la  partie  de  l’ellipse 


i 
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comprise  entre  le  sommet  du  petit  aiçe  et  le  sommet  du 
grand  axe , ou  le  quart  du  périmètre  , 

J 'a  /a'  — e*x' 

o dl  V a*  — x*  _ ’ 

et,  en  faisant  x = az , 

/•i  , /i  — c,s* 

. S = fl  | (fat/ — • 

• t/0  V i — i1 

On  ne  peut  intégrer  cette  expression  qu  en  ayant  recours 
aux  développements  en  séries.  Si  au  lieu  de  faire  x = az 
on  avait  posé  x = a cos  y,  on  aurait  eu,  pour  lare 
compté  depuis  x = x„  jusqu’à  x = x, 

S = — a j ' dp  \/ 1 — c*  cos’  ç , 

?o 

et  pour  le  quart  S'  du  périmètre 

v. 

S'=«  j ép  \/ 1 » 

Jo 

or  on  a 4 » 

l/ 1 — c*cos*p  = (i  — e’cos*?1)* 


e* 

= 1 cos’p 

2 


T , » 3f‘  - 

rCOS4? ,y^COibf  — etc., 

24  24® 


série  toujours  convergente,  puisque  la  quantité  e,  et  à 
fortiori  la  quantité  e*  cos’ip,  sont  plus  petites  que  l’unité; 
donc 


S'=«„ 


.jr  /.V' ’7  ■ 


- 

e*  , 1 c4  f’3  1 , 

- — fl  I C05 J 7 fl  ! COS4 

2 Jo  2 4 i/o 

- TT 

-,4iv  r3  «*  /■» 

-:îk«  j COS6^  +-  etc.  ; 

■ 246  . .v 


Or 


O 

■ 


*»  * • » ’ 
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f. 


a 1 .3.5. . .[m — 1 ) x 

„ cos“<prfp=  a.4.6 in  ï 


donc 


a x 
2 


Le  périmètre  entier  de  l’ellipse  P sera  donné  par  1 équa- 


tion 

P = aax 


etcl 

Les  produits  de  la  série  du  second  membre  renfermés  en- 
tre parenthèses,  sont,  aux  coefficients  près,  les  carrés  des 
termes  correspondants  du  développement 

(,-j =,+!.+ 

On  peut  calculer  autrement  l’arc  de  l’ellipse.  L équation 


sec*  t = 


COS’r 


donne 


a*  fi  — cos1»-) 
x1  = — i,  x 


e'x*  — a* 
x*  — a’ 


a sinr 

ifc  — ■ ■ ■ ■—  > 

\/  1 — e’cos’r 


1 — e'  cos1  t 

. afl  — e’icos rrfr 

<*r  = ±:  — nr  > 

(1  — e1  cos1*-)* 

donc , en  appelant  rn  la  valeur  de  r correspondante  à x„, 
et  comptant  toujours  l’arc  à partir  de  x = x„,  on  aura, 
en  admettant  que  l’arc  croisse  avec  l’inclinaison , 

/*  X T dx 

S—  I SCCTrfx=fl(l  — c1)  I 

J* « . ct.  (1 — e1  cos1  t)> 

Eu  désignant  toujours  par  tf  l’angle  déterminé  par  l’équa- 
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lion  x = a cos  on  trouverait  que,  dans  le  cas  où  cos  y 

est  positif,  y est  lié  à r par  l'équation 


sin  t 

y/ 1 — r ’ cos’  r 


d’où  l’on  tire 


i — cos’®  — cos’r  -4-  e 1 cos’®  cos’r  = o, 


cos  ®cos»j 


[(e*  cosrsinr)  -î  . 

. — = — y/l  — e’  cos  ’» 

V/l  — e’COS’r  J 


dr  -4- 


(l  — c')dr 


, , * k 
{ i — e’cos’r)* 


eten  intégrant,  à partir  de  r = t0, 

(i  — e')  I — ; = f dr  V'  l — c* cos ’r 

J To  ( t — e’  cos  ’r)’  J T0 


et  enfin 


c’  (cos  ® COS  T COS  ®„  COSTo), 


„ as  , , /*'  dr  , 

S =r  « ( I — e’)  I - = ae’(coSpcosr — cos®„coSt„) 

J T0  (i — c’cos’t)* 


-t-  a j dr  y/  i — e’  cos  ’r 
J To 


en  comparant  cette  équation  qui  suppose;  ~ > T„  à celle 
I couvée  plus  haut 


S — a \ ^ dpy/ 1 — c’cos’^i 

J v» 

on  voit  que  I intégrale 

a f dr  y/ 1 — c’  cos’t 

J To 

représente  l'arc  renfermé  entre  les  points  de  l'ellipse  qui 
ont  pour  abscisse  x = a cos  r„,  x = a cos  r;’ donc,  si 

l’on  désigne  cet  arc  par  f,  on  aura 

aPf  jfc- 

S ss  ne’  (coup  cost  — ros®  „ cos  r0)  -4-  t,  . 

S t =±<ÎC*  (cos®  COST  COSfoCOSTn);  , 
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.r„,  x,  £„,  £ étant  les  abscisses  des  extrémités  des  ares 
S et  (,  on  aura  . 

x„  z=  a ros x — a rosp,  ?0  “ a ri>ST0,  & — a cosr, 
et  par  suite 

« 

S — f 

L’angle  déterminé  par  l'équation  cosf  = est 

précisément  l'angle  que  fait,  avec  le  demi-axo  des  x po- 
sitifs, le  rayon  vecteur  mené  de  l’origine  au  point  où 
l'ordonnée  correspondante  à l’abscisse  x rencontre  la 
circonférence  décrite  sur  le  grand  axe  de  l’ellipse  comme 
diamètre  : T est  toujours  l’angle  de  la  tangente  avec  l’axe 
des  x,  eu  ayant  égard  à celte  remarque.,  ou  conclura  de 

l’équation  S — f = c* — — -,  tlUL‘  ^'on  P1-’111  évaluer 

en  termes  finis,  la  différence  qui  existe  entre  deux  ares 
d’ellipse  tellement  choisis  que  les  inclinaisons  des  tan- 
gentes menées  par  les  deux  extrémités  de  l’un  de  ces  ares 
soient  respectivement  égales  aux.  inclinaisons  des  deux 
rayons  vecteurs  menés  duiccnlre  de  l’ellipse  aux  points 
où  la  circonférence  de  cercle  décrite  sur  le  grand  axe 
comme  diamètre,  est  coupée  par  les  ordonnées  qui  ren- 
ferment les  extrémités  du  second  arc. 

Lorsque  l’on  suppose  r = o,  on  a 


et  l'on  retrouve  un  théorème  découvert  par  le  comte  de 
Fagnano.  Dans  tous  les  cas,  en  substituant  dans  l'équation 

i — co*  ’ç  — cos’r  -4-  c*  cos  cos  ' r u , 


.xi  — xj„ 
e 1 . 
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pour  costp,  cosr  leurs  valeurs^,  on  trouvera 


a 4 — a’  (x*  4-  £’)  4-  = o; 

les  abscisses  x et  £ devront  donc  toujours  satisfaire  à cette 
équation . 

JJ*  V* 

3°.  L’hyperbole  — — ~ = i ’en  kiwnt  c = 
on  trouve 


'-rjcæt* 


et  en  posant 

■'if 


• = , S — a f ? ( e * — cos*?)*  ; 

cosp’  J?0V  r;  cos'f 

d’on  l’on  tire,  en  développant  et  intégrant, 

S=  ae(tangp—  tang^»)  — — (<p  — 9o)— --tt  ffeos*pdp 
ac  a 4<rVfo 

l 3 a ff  » 


’ 1 < Jf3  yî 

Les  asymptotes  ont  pour  équation  — — jç  r=  o,de  sorte 

que  la  longueur  comptée  sur  l’asymptote  entre  l’origine  et 
le  point  dont  l’abecisse  est  x,  sera  donnée  par  l’équation 

HZ  / b * x1  /a’ 4-*’ 

/=:  y/x.+r-  = * V-SÏ-  ’ 

•qfir-- 


ou 


/ = ex  ==  ■ 


co»p 


et  si  l’on  observe  que 

■ vfwl-jb  ‘ . . . 


co»  p 


■ tangip 


_-i — sin  ip cos  p 


cosp 


l -f-  sin  f 
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on  trouvera , en  supposant  <f0  = ° > 

t_sss„j~L+î-,+  i A P cos*^ 

i — j—  sin  ^ le  2 4e  J » 


1.3  a 

2.4  Be5 


r 9 i.3  5a/'? 

fj  cos*  vdv  Hh  ^6-8-Jo  «*' 


Si  maintenant  on  failç  = -,  ce  qui  suppose# — » , il  vien- 
dra 

ae+^[,+  K^  + 

cette  équation  donnera  la  différence  entre  deux  longueurs 
très  considérables  portées,  la  première  sur  l’asymptote  à 
partir  de  l’origine  ; la  seconde  sur  l’hyperbole  à partir 
du  sommet,  de  manière  que  leurs  extrémités  répondent 
à la  même  abscisse. 

4°.  La  parabole  j’=  2 px,  d’où 


r/  — px, 

sécr  = 1 

* 

+£■  s=Ly\ 

En  posant 

v/,+Æ  = '• 

on  trouve 

p 

X ~ 2(>-«)’ 

fdry/l+^=j 

[ rdx  — tx  — J xdt  = tx 

= tx_Pl(t^ZJ.  Uc. 

2 \i  -h  « J 

Si  maintenant  on  fait,  pour  plus  de  simplicité,  x0  — o. 
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on  aura 


Telle  est  la  valeur  <le  l’arc  de  parabole  compris  entre  le 
sommet  et  le  point  correspondant  à l’abscisse  x. 

La  logarithmique  y — a 1 x ; d’où 


. a a , dr 

/=-,  x a cotr,  = 

s=-«r — 

J To  cos  r sm  3t 


d’ailleurs 


COtr  Stn  *r  COSrsm’r 

’COS  Ttlr 


COS 1 r sin  lr  COS  t I 

: - • 1 . 

sin’r  cosr 


/•cosrrtr  1 _ 

■ . -, — — : 1-  Cf 

sin’r  suit 


donc 


Ç dr 

i f * T\ 

J cosr 

ltang(-4-H--J 

X X 

fj(l  ■ ,l„  f»  tl 

6°.  La  chaînette  y — a - — — ; en  posant  xa  = o, 

c’est-à-dire  en  comptant  l’arc  à partir  du  point  le  plus 
bas,  on  trouvera 


Cet  arc  est  proportionnel  à la  tangente  trigonométrique 
de  l’inclinaison  correspondante  à son  extrémité.  Comme 
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on  a 


X X 


ou  aura  aussi 


S — — a‘i 

l’arc,  compté  à partir  du  point  le  plus  bas  est  donc  le  côté 
d’un  triangle  rectangle  dont  y est  l’hypoténuse,  et  a 
l’autre  côté. 

7°.  Enfin  , la  cycloïde 

y 

j = R arccos — — — — \/iRy  — r'- 
R 


Si  dans  la  formule  S = j séc  rdx  on  remplace  x par 

j,  il  faudra  remplacer  en  même  temps  r par  - — r;  on 
aura  donc 

dS  =±coséCT<//;  S — S„  = ± / coséc rdy  = ± / dr  1/  i -f- -L 

d r0  J y o v r'’’ 

ou  , en  comptant  l’arc  à partir  dex  = x„,  et  supposant 

y « < ,r> 


S = J ^ cosec  rdy  =t  j*  dy  y/ 1 


r" 


Pour  la  cvcloïde , on  a 

T.  ii. 
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lli 


dr 


y 


dy, 


i ?.R 

1 


donc,  en  comptant  l'arc  à partir  de  x = o ou  du  point 
de  rebroussement , il  viendra 


S=l/ÎR  r = Ê(1/S-1/5r=>), 

J o l/aR  -y  

4R  — S = 2\/aR(-îR  — y)- 

Pour  avoir  la  dcmi-cycloïde , il  faut  faire  y — tR,  ce 
qui  donne  S = 4R;  le  double  de  cette  valeur,  ou  8R , 
sera  la  longueur  d’une  branche  entière  de  cycloïde. 
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* 


Et»nt  donnée  la  relation  qui  exiale  entre  l’arc  et  l’une  de*  coordonnée*  de 
«on  extrémité,  trouver  l’équation  delà  courbe. 


70.  Nous  avonsvuque  lorsqu  une  courbe  est  donnée  par 
soAéquation,  on  peut  obtenir  en  termes  finis,  ou  à l’aide 
d’un  développement  en  séries,  la  relation  qui  existe  entre 
un  arc  quelconque  de  cette  courbe  et  les  coordonnées  de 
son  extrémité,  ce  qui  permet  de  calculer  exactement,  ou 
à un  degré  quelconque  d’approximation  , la  longueur  de 
l’arc  compris  entre  deux  points  donnés. 

Mais  on  peut  se  proposer  un  autre  problème  inverse  du 
précédent,  et  que  l’on  peut  énoncer  comme  il  suit  : Étant 
donnée  la  relation  qui  existe  entre  l’arc  d’une  certaine 
courbe  et  1 une  des  coordonnées  de  son  extrémité , trou- 
ver l’équation  de  cette  courbe.  Nous  avons  cru  que  cette 
recherche  était  assez  intéressante  pour  qu’on  fut  bien  aise 
d’en  trouver  ici  quelques  exemples. 

Soit  s ==  <p(.r)  la  relation  donnée  entre  l’arc  s et  l'abs- 
cisse x de  son  extrémité,  on  aura 

tü  = 9' (x)dx  = \/dx*  -+-  dyl,  Hr=dx  \Z\<t>'(x)Y  — ,, 
et  par  suite 

y—  Jdt \/[<p'(x)}'  - i + c. 

8. . 
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L’intégration  sera  plus  ou  moins  facile,  suivant  la  forme 
de  la  fonction  <p(x).  On  l’achève  plus  facilement  dans 
beaucoup  de  cas  en  substituant  à la  variable  indépendante 

x l’angle  0 = - — T,  que  la  tangente  à la  courbe  fait 

avec  l’axe  des  y.  Cet  angle  est  lié  évidemment  aux  coor- 
données x,  y par  les  équations 

dy  = tangr  dx  = cotOrfx,  dx  = rf.vsinC,  dy  = dscosO. 
On  a d’ailleurs  , comme  nous  l’avons  vu , 
dx  — 

et  par  conséquent 


ds 

WY 


a'  (x)  --  -t— ? = coséc  0, 
T w sm  0 


d’où  1 ou  tire 


cos  0 


( (ta  v 

x = 4-(coséc4),  dx  = — 4'(eoséc6)  sjn 
y — — J V ( eosec  6)  ^rod0  +■  c> 

et  enfin,  en  éliminant  0 entre  celte  équation  et  celle  qui 
donne  la  valeur  de  x,  on  arriverait  à l’équation  cherchée 

F (x,  y)  = o. 

L’arc  s de  la  courbe  et  son  rayon  de  courbure,  seront 
d’ailleurs  donnés  par  les  équations 

■s  = <f  (x)  = <f  [ <p  (coséc  6)  ] = /(eosec  8). 
ds  ds  coséc  *0  y/  coséc  ‘6 — î 

P = ±rfr  = ■+■  â»  = — " 


on 


=± 


ds 3 


dxd*y 


4 (coséc  6) 


irc  sipplication.  L’arc  * est  lié  à l’abscisse  x par  l’é- 
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s 


px,  s = y/px-. 


on  aura 


J cos’  OdO  -4-  C. 


ps\nb  cosOdO 
a 


Fji  intégrant  à partir  de  6 — o, y — o,  et  posant 


on  trouve  définitivement 

y — R(*  -+-  sin»),  x ~ R ( 1 — cos«). 

Ces  deux  équations  représentent  une  cyeloïde  dont  le  rayon 
générateur  aurait  R pour  rayon,  et  l’on  arrive  de  cette 
manière  au  théorème  suivant  : Si  en  partant  du  sommet 
de  la  cyeloïde  on  décrit  une  parahole  dont  le  paramètre 
soit  égal  au  quadruple  du  diamètre  du  cercle  générateur, 
les  arcs  de  la  cyeloïde  seront  égaux  aux  ordonnées  de  la 
parabole»  Çctte  relation  entre  les  deux  courbes  ne  doit 
pas  s’étendre  au-delà  du  foyer  de  la  parabole  , puisque  les 
ordonnées  de  la  cyeloïde  deviennent  imaginaires  pourdes 
valeurs  de  x plus  grandes  que  aR.  On  arriverait  à la  même 
conclusion  eu  remarquant  que  l’arc  s de  la  cyeloïde  est 
donné  par  l'équation 


équation  d’une  parabole  dont  le  paramètre  est  8R. 

arac  Application.  L'équation  qui  lie  l’arc  à l’abscisse 
est  celle  d’une  parabole  de  l’ordre  ni  -f-  n, 


p = 6R,  o.'j  = «, 


s = 7.  l/aR x,  ou  »’  = 8Rx, 


J** 
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(m  -+-  n)sm+"~'ds  — mp’’xm~‘dx. 


dx • . _ (m-j-n)sM+n~' (m  -f-  n) x m-H n( x\m-hn 


, • = sin  9 = 
ils 

cos  6 

et,  en  posant 

m 

;f. 


m \p. 


; 


J ri  i. 

( m -t-  n \*  f 

=L,-(— )U)  J’ 


r/—p 


\m  + n . 


m n 


j sin  " S,  r = ÿ sin"  6, 


dx  = — sin  " 6 cos  OdO, 
n 


ma  % ~ — * — 

dy  — — sin"  6 cos’9</6  = o cos  6 </  sin"  S. 

n v 

On  trouvera  encore,  pour  la  valeur  du  rayon  vecteur. 

m — n 

p = ± — sin  " Ccos9. 
n 

Considérons  le  cas  particulier  où , n étant  égal* à t , la  pa- 
rabole est  de  l’ordre  m 4-  i et  a pour  équation 

.>-+■  = px-\ 

q est  alors  égal  à p ( ~~~t ■ j , et  l’on  a 

s — 9 sin  m0,  ds  = mtf  sin"- 1 9 cos9rf&, 
m . . 

* — : — î Sin  "V1#,  rlx  =r  mo  sin  *6  cos  ’idO, 

n?  - f-  i 


sin  6 : 


m - f-  i / 


f if,  cos  9 = f,  - if 

\/V  L V ni  )\p)  J ’ 
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‘b  — — : 


(lx 


= q cos  Bd . sin  "A  = «17  sia"  *6  cos’ArfA, 


/»  4-  l / x\m  + | 

m \p] 

o ~ ± du/  sin*- ‘A  cos  0. 


C. 


L'intégration  |>ar  partie  donnera 

/ C • \ 

y = q [ sin"AcosA  •+•  J sm’i+'ii/'J  j 

On  a d’ailleurs  (n"  30),  en  posant  in  -J-  i = p : 
t°.  Si  p est  impair, 

/«,-+•«•  = fünW  = - — [sin  —fl  +^-‘  Sin  ; 

J J n L r*-f.  i.3...(p-4)q«-2)J 

2°.  Si  p est  pair 

Jimm+,0d6  — Jsin^OdB 


= _^  [sin^-O  sin^A.-h 

+ »-3->-3)(p-l) 

2.4... (p—  a)#* 

A l aide  de  ces  deux  formules  on  arrive  immédiatement 
aux  relations  qui  lient  les  deux  coordonnées  x,  y avec 
l’angle  0,  et  par  suite  à l’équation  F (x,  y)  — o de  la 
courbe  cherchée. 

Supposons  que  m soit  égal  n 2,  la  parabole  est  du 
troisième  ordre,  et  donnée  par  l’équation  .s1  = px%\  on 
aura 

7 = -p,  x =:  sin3A,  s = 7 sin’A, 

9 3 

rly  = 27  sin  6 cos  'OdB,  y = cos  ’A  -+•  C ; 


A-t-C. 
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mais  quand  0 = o,  y «:st  aussi  nul,  donc 

V ( — y.  y — 3 7 (I  — cos>«); 

on  aura  encore 

p = a 7 sin  6 cosfi  = lysin  aC. 

Pour  obtenir  sous  une  forme  très  simple  l'équation  de  la 
courbe  en  coordonnées  rectilignes,  posons 

a . i / aV 

3 *-'=*’  -r=Ç’  3 7 =U)/'  = A’ 

nous  trouverons  ainsi 


£ = A sin3e,  « = AcosJ6, 


Telle  est  donc  l'équation  de  la  courbe  dont  les  arcs  sont 
égaux  aux  ordonnées  d’une  parabole  cubique;  elle  a 
quelque  rapport  de  forme  avec  l’équation 


de  la  développée  de  l’ellipse,  sans  pouvoirs  en  déduire  ce- 
pendant, puisque  dans  cette  dernière  équation  on  ne  peut 
supposer  A = B sans  que  l’on  ait  en  même  temps  A = o. 
B = o. 

Si  l'on  faisait 

= 3-  ‘4  = P 7 = (t  )V.  (f  )*P  = «. 

on  trouverait 

* — 7 sin  l0,  x = £ 7 sin  rf>  = 37  sin  *6  cos  'brto, 


T.' 


* I 
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et  en  intégrant  à parlir.de  ô — o,  y — o, 

y = ^ a (4*  — sin 4®1)» 

on  aura  eucore 

4 * 

sin&  = *=«rc«iny-, 

.r  = ^(  3 — 4 cos 20  -t-  i + cos  4®). 


-et  en  posant 

a 

x — -(3  — 4c°s2.4)={,  4'y  =»■  + *>  i — J %a  ’ ^ ~ g > 

O 

i = R(|  — cos«),  î,  = R. (•»  -H  sin«). 

Si  4 n'était  pas  fonction  à la  fois  de  x et  de  6,  ces  deux 
équations  représenteraient  une  cycloïde. 

On  trouvera  encore  que  1 équation  de  la  courbe  dont 
les  arcs  sont  représentés  par  la  parabole  du  cinquième  de- 
gré.»* = p z*  est  représentée  par  l’équation 

dans  laquelle  rj  est  une  fonction  de  £ et  de  9,  ce  qui  em- 
pêche qu’elle  ne  soit  un  ras  particulier  de  I équation 

• * . m m 

:Vnr  Application.  F.’arc  .»  est  l’ordonnée  de  l’ellipse 
x% 

* ~ '' 
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on  aura 


a1  s a V à* — x*  a* 

Slll  0 — “ — — ••  ' ““  y ■■  y x — I - — ; 

X ft  X 1/oM- sin 


r = q; 


è'sinG 


, dx  = Zf: 


a'bx  sin  5 cos  6d0 


|/«*  4-  A1  sin  ‘0  ' (a1 

a'b1 cosx0d0 


è’sin'ûV’ 


dr  = 


(a’-f-  A*  sin  “O)1 


En  intégrant  cette  dernière  équation  et  éliminant  0,  on 
arriverait  à l'équation  de  la  courbe;  mais  l’intégration  * 
n’est  pas  possible  en  termes  finis,  elle  ne  peut  s'effectuer 
que  par  approximation  : nous  nous  contenterons  ici  de 
quelques  transformations  assez  élégantes. 

Posons 

x = a cosu,  s = b sinu, 

d’où 


dx  . , a sinu 

— = sm  0 = — x 

rfj  b cosu 


1/  è*  cos  ’u  — u’sin  ’u 


et  en  posant  c*  = 


dx  = — a sin  «<•/«,  ds  = b cos  udu, 
cot&  = - 
a'  ■+■  b' 


dy  = 6</u  V/ 1 — c’  sin’u. 

L intégrale  de  cette  dernière  équation  représente  une 
fonction  elliptique  de  seconde  espèce , et  sera  réelle  tant 

que  l'angle u vérifiera  la  condition  sin  u<[ 

Si  o = b, 

dy  — adu\/ 1 — i sin  ’u  =.  adu  l/ cos  au , 

l inlégrale  sera  réelle  tant  que  sin  u < — >-  , u < 45°; 

l/î 
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4“r  Application.  L’arc  t est  donne  par  l'équation 


x'  s ' 

— r;  = u 


qui  représente  une  hyperbole;  on  trouvera,  dans  ce  cas, 


dx  a \/ x*  — a * 

— = sin«  = r 

dt  b x 


b ■ sinS 


dx  z= 


l/a* — à*  sin*®’ 
a*6*sin®cos®d® 


1/  a'  — à*  sin*®’ 

, a’à*  cosO'dO 

! ;>  = ; v. 

(a* — b‘  sin*®)*  (a1 — à*  sin  *6)’ 


L’intégrale  de  cette  dernière  expression  est  encore  une 
fonction  elliptique  de  seconde  espèce  que  l’on  ne  peut  ob- 
tenir qu’à  l’aide  d’un  développement  en  série.  Examinons 
en  particulier  le  cas  où,  a étant  égal  à b , l’hyperbole  est 
équilatère.  On  a alors 


dx  — 


as\n'jdO 


dy  = 


adO 


cos®  ' ' cos  *6  ’ J cos®  ’ 

et  en  intégrant  à partir  de  0 = o,  y = o, 

a / i -f-  sin  6 \ a / t 4-  sin  0 \* 

r =1  =- 1 — — 1 = a i tang 

i \i — sut  9/  5 V cos  0 J 

En  passant  aux  nombres , on  trouve 
u i -+-  sin® 


(H> 


A.., 


or 


oos0 


a . \/ x' — ? 

cosv  = —,  sin  0 

X X 


■K 


• jpir 

T. 


' ^ | 
Digitized  by  Google 


i"4 

donc 


CALCUL  INTÉGIIAL. 


,\e“ — Jr)  — — a’,  v=-„Æ±*'/*‘— * 


et  enfin 


/ J-  j-\ 

■=ïU  + « 


On  voit  évidemment  sous  cette  dernière  forme  que  la 
courbe  cherchée  est  ime  chaînette 
Si  I’  on  posait 


*~cosû’  '=Atanfc'*. 


ces  deux  valeurs  vérifieraient  l’équation  de  l'hyperbole 
donnée,  et  1 on  trouverait 


du 


d.r  — — —\/b'  — a» 


COS'tt 


sin  l«. 


L. intégrale  ne  peut  s’obtenir  qu’eu  série,  et  ne  sera  réelle 
qu  autant  que  l’angle  u satisfera  à l’équation  sin  u < 

5""  Application  : à la  cycloidc 

x = R (i  _ cos«),  = R(*  -f.  sj„  u) 

fin  ' ' 


V'  ?.Rx  — x1 


•r  = R arr  sin  -h  1/21U  _ *>, 


on  a 


ds 


dx  ~ 9 W , dr  — l/?  rfx  y/. 


R — . 


et  en  posant 


il  vient 


= *«  * = f>  K = 2R', 
rf»  =’  dç  y/  R ~ 5 . 
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Or  celte  dernière  équation  est  l’équation  diflTérentielle 
d’une  cycloïde  dont  le  cercle  générateur  aurait  pour  ravon 

jB 

R'  ou  - ; donc  pour  tracer  la  courbe  dont  les  arcs  seraient 

représentés  par  une  cycloïde  donnée,  il  suffit  de  décrire 
une  seconde  cycloïde  ayant  pour  cercle  générateur  un 
cercle  d’un  rayon  deux  fois  plus  petit,  et  de  faire  croître 
les  ordonnées  de  cette  seconde  cycloïde  dans  le  rapport  de 
V i à i. 

On  arriverait  à la  même  conclusion  de  la  manière  sui- 
vante : les  équations 

x — R (i  — cos«),  s — Rï*  -+•  sin»), 
donnent 


. , dx  sin  « 

sni6  = — - = 

as  i cos  » 


-=tangi.=  S/-R^_, 


?.R  sin  ’5 
i -t-  sin  *0  ’ 

j 4R  sine  cos  t _ 4Rcos»erfe 

(t-+-sin,e)>  ’ ^ ( i -t-sin'OW 


En  transformant  les  puissances  des  sinus  et  des  cosinus 
en  sinus  et  cosinus  d’arcs  multiples,  on  trouvera 

aR(i  — COS7.C)  _8R(i  cosa'e) 
f 3 — cos  25  * } (3  — cos  25)* 


I. 'équation 
donne 

et  par  suite 


sin  fl  = tang|« 


cosOdO  = 


cos  * f*  ’ 


‘•J  y 


dy  = aR  dm  cos|  o>  kcos». 
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d’où 


COS  « — COS  ' ÿ 


,ini.=  */7-COSiK'~sinT*' 
2 


COS  y «dtà 


COS 


1/2  ■ 

on  trouvera  enün 

>h  — R V ^2  cos  ’ !»'  d«\ 

/ R R 

X, = k — (*'  -f-  sin *'),  x = -(i  — cos*'), 

et  ees  deux  équations  représentent  évidemment  une 
courbe  dont  les  ordonnées  sont  à celle  de  la  cydoïde  de 

rayon  - , dans  le  rapport  de  V' -x  à î . 

On  arriverait  encore  au  même  résultat  en  intégrant  le 
second  membre  de  l’équation 


-tn  r(‘+«**9) 


(3  — oossù)’ 


ri.i.b-. 


on. a en  effet 


Pi3 


(i  -)-cos26ja'. a® 4 sin  36  4 i <i.?h 


Ïï= 

r d **  « . sin  20  1/8 

/ 3 Z ~ — 7=  arc  si n — , 

/ i— COS20  «/g  3 — cos 20 


(3  — cos  20)*  8(3  — cos  20)  8 ,/  3 — cos  20  ’ 

i 

W 


et  par  conséquent 


y = n*  h 


( sm  t sin  26  |/  8 \ 

3 7 H r-  arc  sin  ) 

V3  — COS  2 6 3 _ cos  y 


26  l/ti 
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Mais  l’équation 


aR(i  — cos  2®) 


3 COS  2® 


(loin: 


donc 


a l/ 7.x  (a  — x) 
sin  2®  = i — -, 


cos  2 6 — 


2a  — 3j 


y = - l/a  arc  sin  — — — + V/a  l/Rx  — i*,  etc. 

2 Ir 

2 

6“r  Application  : à la  logarithmique  s=nlj.  On  a 

sin  8, 

l /a'  — x 1 


dx  . _ x . „ 

— = sin 5 x = a sin®, 

dx  a 


dx  = a cos  ®rf®,  cos®  = 


'dy  — a <JO!*  ^ d(i , = a ( I tang  ÿ®  -f-  cos®)4-  (7. 


Eu  appelant  b l'ordonnée  correspondante  à 9 = * , on 
trouvera 

’ *jtÊy 

C — b et  r = a ( I tang-j®  -f-  cos®)  4-  b, 

i,  . * 

d ou 

L , I,  S'"6 

y — b — a cos®  — a I, -.  . . 

*1  -t-  cos® 

En  substituant  [>our  sinS,  cos 6 leurs  valeurs  en  x,  et  pas- 
sant des  logarithmes  sut  nombres,  on  trouvera  détinili- 
veraent 

y - i - l/a*- t* 

; à = f . r 

a 4-  1/ «'-x1 

* 

f ' ™ v 
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Telle  est  l'équation  de  la  courbe  dont  les  arcs  sont  égaux 
respectivement  aux  ordonnées  d’une  logarithmique. 

■T 

En  partant  de  l'équation  s = ea , on  aurait  eu 


sin6  = ae 


a 1- 


dx 


a cos&rfG 


’sinO  ’ sinG 

dy  — — acot'OdO,  y — a (0  - f-  cotO  ) -f-  C. 


En  appelant  h l’ordonnée  correspondante  à 0 
posait  t 


on  aura 


y = a ( tang  t — t)  -h  b ; 


on  a d'ailleurs 


tang  t — cot  G — 


/ - 

V e a à — <*■ 


et  par  conséquent 


y/  — , V 

— y -+-  V e * — a*  = a arc  tang  — , 

1 1 

y ■+■  \/ e - — a* 


/ h 

y e a — a1  = a 


tang 


71.  Il  est  facile,  dans  beaucoup  de  cas,  de  trouver  les 
développantes  des  courbes  que  nous  avons  considérées 
dans  ce  qui  précédé.  En  effet,  si  l’on  représente  pat 
£,  >j,  p,  a les  coordonnées , le  rayon  de  courbure  et  l’arc 
d’une  première ceurbe  considérée  comme  développée;  par 
x,  y,  r,  s les  coordonnées , le  rayon  de  courbure  et  l’arc 
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de  la  développante,  on  a , d’après  des  formules  connues  de 
calcul  ditlèrentiel , 


i—  y 


? — x r ' 

~d^  = ~Tr'  dr  = dr- 


dx  dr  ’ 

De  plus,  en  appelant  6 l’angle  que  la  touchante  à la  déve- 
loppée fait  avec  l’axe  desj,  cette  touchante  étant  normale 
à la  développante , on  aura  , 


d i) 

df 


= cotO  = — 


dx 

*r'’ 


et  si  l’on  prend  pour  origine  des  coordonnées  l’extrémité 
de  l’arc  s , on  aura  simplement 
dr 

r = r’  — = -tang9. 


dx  dy 

— = cos  5,  -f-=  — sm8. 

dx  dx 


Viy 

v > 


, , dx  dr  . . , . ^ 

Les  valeurs  de— , — , jointes  aux  equaliousqui  précèdent, 

conduisent  immédiatement  aux  expressions 

y — i — rcos0,  x = Ç — r sintf, 

qui  donneront^'  et  a:  en  fonction  de  0,  dès  qu’on  connaî- 
tra £,  » et  <j.  Il  suffira  ensuite  d’éliminer  6 entre  les  deux 
équations  qui  précèdent  pour  parvenir  à l’équadon  cher- 
chée de  la  développante. 

i"  Exemple:  I.a  développéeest  un  point  £ = <i,  r,=zl>. 
On  pourra  prendrez  = k a*  b*,  et  l’on  trouvera 
y — b = — r cos  0,  x — a ~ — r sin  0. 
L’équation  de  la  développante  sera  dès  lors 
(x  — a Y -t-  (y  — b)'  = fl’  -f-  A’  ; 

par  conséquent  cette  développante  sera  un  cercle  passant 
T.  il.  y 
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par  l’origine  des  coordonnées.  La  développée  d un  cercle 
est  donc  un  point,  ce  qui  est  évident  à priori. 

2nu  Exemple  : La  développée  est  la  courbe  dont  l’arc  a 
est  donné  par  l’équation 


= P"  1"; 


on  trouvera 


x=' q sin  " 0, 

m-h  n ’ 


ma  /•  . r ~ 1 

— J sin  Ocos’Odù — q sin"  6 cos 4 ; 

fl  «./ 


dx  — q sin"  0 cos8d6,  dy:=sin  " 5 d«,  ds=  çsin  " 0d6; 

m 

<7,  comme  nous  1 avons  vu,  est  égal  api  — V . 

\/w-+-  n J 

Si  n — i,  am+'—p^m.  on  aura 

i 


m+  i 


q sin"+'9, 


y = mq  I sin"'',6cos ’9d0 — 7$in"6cos6, 
s = q I sin  m0d0. 

Si  de  plus  m = o,  s = 7;,  on  trouvera 

x=:7sin5,  y — — q cos 6,  s = qO,  x*  + y*  = q*. 

La  développante  est  un  cercle;  q=p  y — - j prend  la 

forme  indéterminée  o°;  mais,  pour  avoir  sa  véritable 
valeur,  il  suffit  ( Calcul  différentiel , n°  23),  en  faisant 


ni  \ " 

\»*  •+■  1 ) ~ 


i“,  z = 


m 1 
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de  calculer  la  valeur  de  l’expression  v £“  correspondanle 
à m = o.  On  trouve  de  cette  manière  que  la  véritable  va- 
leur de  q est  égale  à p. 

Si  au  contraire  on  avait  fait  à la  fois  n = i,  m=  i, 
a*  = p\,  la  développée  serait  la  cycloïde 

* (26  -t-  sin  9.0),  k = ^ ( 1 — cos  a9), 


ou  aurait 


te  - sin9. 


et  la  dévelojipante  serait  déterminée  par  les  deux  équa- 
tions 

* * » '»  ' * » ^ 

J-  = ^(a4  — sin 2O),  x = — g (1  — cos29), 


8 


qui  représentent  évidemment  une  cycloïde  égale  à la 
première;  la  cycloïde  est  donc  à elle-même  sa  dévelop- 
pante, ce  que  l’on  savait  déjà. 

Supposons  encore  n = 1 , m = 2,  tr*  = />£*  ; la  déve- 
loppée a pour  équation 


«Mi)* = •• 


et  l’on  aura 


y = ~q  (1  — cos39)  — q sin'9cos9,  x = — •£•  <7  sin *9, 

1 z j ^ sin  ’fif/S  = ^ (a9  — sin  2S). 

3mr  Exemple:  La  développée  est  la  courbe  dont  l’aiv: 
est  lié  à l’abscisse  par  l’équation  d’une  hyperbole 


V_ 


ïi=  '* 
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pt  qui  est  déterminée  par  les  équations 


ï = 


\Za7  — b * sin’  0 


, r cos  'OdO 

= a'b'  I- 

J ( a ’ — è’sin’6)* 


*9 


\/  a ’ — t’sin’  6 

on  trouvera  pour  la  développante 

xjr  f cos  'OdO  è’sinîcosO 

J ( a ’ — 6’  sin’fl)1  l/n* — è’sin’6 

x = V/ n’  — A»  sin  ’B. 

Pour  connaître  la  forme  de  l’intégrale  qui  donne  la 
valeur  de  y,  différentions  la  première  des  deux  équa- 
tions qui  précèdent,  et  posons,  pour  abréger, 


il  vient  ainsi 


b ’ _ 
o* 


, b * sin  ’6d0 

dy  — — 


° 1/ 1 — c’  sin  6 

rfS 


/■  = n(  T — - - ^ — — I dQ\/ 1 — c’  sin  *6  ) » 

\J  v t — c’sin’6  J ’ 

et  en  désignant,  comme  l’a  fait  Legendre , les  fonctions 
elliptiques  de  première  et  de  seconde  espèce 


I ..  . — — - , ldO\/ 1 — c*sin*9, 

J \/ 1 — c*  sin  *0  J ’ 

par  les  notations  F (c,  0),  E(c,  0),  on  aura  définitivement 

y = a [Ffc,  6)  — E(c,  «)]; 


on  a d’ailleurs 


x = \/ n* — 6’ sin  *9. 

L’ensemble  de  ces  deux  équations  représentera  la  déve- 
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loppante  de  la  courbe  dont  les  arcs  sont  égaux  aux  ordon- 
nées d’une  hyperbole.  Si  a = b,  l’hyperbole  devenant 
équilatère,  la  développée  donnée  est  la  chainette 

/ W N \ 

S = -\ea  + e a), 


on  aura 


F(c’6W  ^*ë’  E(c’  S)  = Jœs6d0’ 

i/o1 — i’ 


• = a cos  0,  sin  0 


^ = "[KrKr!)-sinC} 

. i+  sin 6 

y -H  a sin  0 = a I 7 , 

^ cosO 


l/ «*  — x*  = a 1 


a -f-  — ** 


Telle  est  donc  l'équation  de  la  développante  de  la  chai- 
uelte. 

4"’1'  Exemple  : Les  arcs  de  la  développée  sont  les  coor- 

? 

données  de  la  logarithmique  <J  = ea;  cette  développée  a, 
comme  on  l’a  vu,  pour  équation 


on  trouvera  pour  la  développante 


Digitized  by  Google 


Tll  K I Z I KM  F.  LEÇON. 


1 35 




. » V 

TREIZIÈME  LEÇON. 

« 


Applications  t'éoinctriq  lie».  Detixiemo  application  à la  quadrature  de»  sur- 
faces planes. 


72.  Considérons  deux  courbes  pianos  dont  les  coordon- 
nées correspondantes  soient  y , Y,  puis  un  segment  A 
compris  entre  ces  deux  courbes  CM,  cm  , et  deux  lignes 
M „m0.  Mm,  ou  x=x(),  x = X , perpendiculaires  à l’axe 
des  x,  l'accroissement  de  ce  segment 

aA  = Mjrai'M', 

correspondant  à l’accroissement  Ar  de  la  variable  indé- 
pendante, est  évidemment  égal  au  produit  de  Ax  par  une 
valeur  de  la  différence  Y — y moyenne  entre  la  plus 
grande  et  la  plus  petite  des  valeurs  que  prend  cette  même 
différence  dans  l’intervalle  Ax,  moyenne  qu’on  pourra 
représenter  par  Y — y •+■  e,  e désignant  une  quantité 
très  petite  qui  s’évanouira  avec  Ax  : on  aura  donc 

±K  — ±x{\ — JT-f-i),  Y — y,  r/X  ~ (Y — y)dx. 

Si  l’on  substitue  à Y et  y leurs  valeurs  en  x,  cette 
expression  prendra  la  forme  f(x)dx , et  en  intégrant 
entre  les  limites  .r0,  X,  on  aura 
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si  r on  avait  compté  les  segments  à partir  d’une  cer- 
taine droite  fixe  C0c0,  on  aurait  trouvé,  en  appelant  A„ 
la  valeur  initiale  C0c0;n0M0  de  ce  segment,  ou  sa  valeur 
correspondante  à x = x„,  et  A la  valeur  correspondante 
à x = x, 

A — A 0=1  (Y  — y)dx- 
J *o 

Corollaire  Ier.  Pour  calculer  le  segment  compris  entre 
la  courbe  CM  et  l’axe  des  x,  il  suffit,  dans  l’expression 
qui  précède,  de  faire  jra  = o;  on  trouve  de  cette  manière 

A = / Y dx,  ou  A — A0  = f Y tir, 

%J  Xq  *'  *o 

on  enfin,  en  comptant  le  segmenta  partir  de  x =x„, 


Corollaire  am'.  Pour  un  autre  segment  renfermé  entre 
deux  fcotirbes  dont  les  ordonnées  seraient  Y,jr' , on  aurait 

A'=  fX(r  -ï)dr, 

J XQ 

et  si  l’on  a 

Y'  — y = n,(  Y — y), 

c’est-à-dire  si  les  sections  linéaires,  faites  dans  les  deux 
segments  par  des  lignes  perpendiculaires  à l’axe  des  x , 
sont  entre  elles  dans  un  rapport  constant,  on  aura  aussi 

A'  = m I (Y  — y)dx  = m A, 

J rn 

et  par  conséquent  les  deux  aires  seront  entre  elles  dans 
le  même  rapport.  C’est  ce  qui  arrivera , par  exemple , si 
l’équation  d’une  des  courbes  étant  J'(x,  .y)  = o,  l’équa- 
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tion  de  l’autre  est 

/H) = "• 

Si  en  effet  de  la  première  équation  on  tire 
Y = p(x),  y = X(x), 

on  tii'era  de  la  seconde 
, Y'  = bp(  x),  y'  = bx(x\ 

et  par  suite 

Y ' - = b( Y - y): 

on  aura  donc,  dans  ce  cas, 

A'  = b\. 

Si  Y et  y,  Y'  et  y sont  respectivement  les  deux  bran- 
ches inférieures  et  supérieures  de  deux  cotirbes  fermées, 
A et  A'  seront  les  aires  de  ces  courbes. 

En  raisonnant  comme  on  vient  de  le  faire,  mais  échan- 
geant l’une  contre  l’autre  les  deux  ordonnées  x,  y,  on 
prouverait  que  les  aires  des  courbes  fermées  représentées 
par  les  équations 


/(•*>  .r)  = o, 


O, 


ou  par  les  équations 


= o. 


<1.1*  c» 

;•  -V 


sont  entre  elles  dans  le  rapport  de  l’unité  à la  constante  a, 
et  l’on  en  conclurait  que  les  aires  des  deux  courbes  fer- 
mées f(x,y)  = o,  f (~,  ~~  j = o,  sont  entre  elles  dans 

le  rapport  del’unitéau  produit  ab.  De  sorte  que  pour  dé- 
terminer l’aire  d’une  courbe  plane  fermée  de  toutes  parts 
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et  représentée  par  une  équation  de  la  forme 


il  sullit  de  mesurer  l’aire  de  la  courbe  dont  l’équation 
serait  f(x,  y')  = o,  et  démultiplier  cette  dernière  par 
le  produit  ab. 

Lorsque  daus  l’équation  f(  ^>  = o,  on  suppose 

b — a,  cette  équation,  réduite  à la  forme 


représente  une  courbe  semblable  à la  courbe  f(x,y)=  o, 
et  dont  les  dimensions  sont  à celles  de  cette  seconde 
courbe  comme  le  nombre  a est  à l’unité.  Cela  posé , il  ré- 
sulte de  ce  qui  précède  que  les  aires  comprises  daus  deux 
courbes  semblables  sont  entre  elles  comme  les  carrés  des 
dimensions  des  deux  courbes. 

Corollaire  3mp.  Comme  on  a 

A = f (Y — y)àx  = (x  — x0ib, 

J r„ 

A'=  fr(Y'-/)  = (*-*o)D'. 

J *o 

D et  D'  étant  des  valeurs  moyennes  des  différences  Y — y, 
Y'  — y,  on  en  conclura  c’est-à-dire  que  le  rap- 

port de  deux  surfaces  planes  est  toujours  une  quantité 
moyenne  entre  les  diverses  valeurs  que  peut  acquérir  le 
rapport  des  sections  linéaires  faites  dans  ces  deux  surfaces 
par  des  plans  perpendiculaires  à l'axe  des  .r,  qui  peut 
être  d'ailleurs  une  droite  quelconque  menée  dans  le  plan 
de  la  courbe. 
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Enfin  l’équation 


A = (x  — X0)F> 


donne 


ce  qui  prouve  que  le  rapport  (lune  suitacc  plane  a sa 
projection  sur  un  axe  quelconque  trace  dans  le  plan  qui 
la  renferme,  est  toujours  une  moyenne  entre  les  diverses 
longueurs  qui  représentent  les  sections  faites  dans  celte 
surface  par  dés  plans  perpendiculaires  à l’axe  dont  i 
s’agit. 

73.  Applications.  i°.  Le  cercle  x H”  y ' ’ 

y — l / 1*  — x*\  posons 

. *'  = tx, 


on  aura 


ftix  v/r>— x’=  j txdx=z±tx’  — i f *'dt  = Jt*’—Tr‘ J f, + \ 

j l/r*  ,r'  j.  r 

— ±tx'  — arc  tang/  + C=ixV//J-x'  — -jr(J  arctang ^ ^ 

Si  maintenant,  pour  plus  de  simplicité,  on  fait  x0  — o,  il 
viendra 


( ff  \/ r1  — 

— x* — -jr*  . arctang 

\ a ■ x 

= — x*  -t-  A r*  arc  tang 


VA- 


A =jir  - 1-  7 r»  arctang 
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Il  serait  facile  de  vérifier  directement  cette  équation  en 
remarquant  que  le  segment  se  compose  d’un  triangle  et 
d un  secteur.  Si  l’on  suppose  x = r et  y - = o,  on  aura, 
pour  1 aire  du  cercle , 7rr*. 

a".  L’ellipse  — = i ; on  aura 


a = 4 f 

aJ .. 


et  en  supposant 


b . j 

•r0 — °»  A = -$— .rl Sa*  — x'  ~\-~ab  arc  ta  nu — - — 

" ’ V«'-x- 


ou 


i ■ i At 

« = 7 y aè  arc  tang  — , 


la  surface  de  l’ellipse  entière  est  n ab. 

3».  L’hyperbole  — = i,  ou  £ — J =«, 


posons 


on  en  tirera 


■ = - / rfx  l/x’nr  a*; 
o J x0 

«•  — ix , 


i — f1’ 

V/x'qz  a*  — f txdx  —±tx%  — \ J x'dt  = | tx’  rpo1  j - 

+ - - ? ■ (s)*  - 
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J?1  V* 

Pour  l’hyperbole  — — j-  = i , on  aura,  en  prenant  x„=o, 


A = l/x’  — a’ 


ab  1 


f x+\/ x’  — 

y.r — V/  x’ — a'  J 


ou,  ce  qui  revient  au  même, 


A = -j-xr  — -J-ail 


= irX 


— -i-ai  1 


;+î> 


Telle  est  la  valeur  de  1 aire  comprise  entre  1 axe  des  abs- 
cisses, l'ordonnée  y et  l’arc  d’hyperbole  qui  joint  le 
sommet  au  point  (x,y).  Si  l’on  retranche  cette  aire  de  la 
surface  J-x^du  triangle  rectangle  construit  avec  les  or- 

donnéesx,  y,  le  reste  -J ah  I - -\-  j ) ou  [nb\—^ — re- 

présentera  le  secteur  hyperbolique  compris  entre  1 axe 
des  x,  l'are  de  l’hyperbole  et  le  rayon  mené  du  centre  au 
point  (x,  y).  Si  ce  dernier  point  s’éloigne  à l’infini , la 
surface  du  secteur  devient  elle-même  infinie.  En  dési- 
gnant par  £,  » les  coordonnées  de  l’asymptote  qui  s ap- 
proche indéfiniment  de  l’hyperbole  prolongée  du  côté  des 
X el  des  y positives , on  aura 


i i 

b~  a' 


Y t x r X — î p • | 

et  en  supposant  n —y,  j = -,  - — j = — - — d a,re 

secteur  hyperbolique  sera 

Si  l’hyperbole  était  équilatère,  on  aurait  b — n . et 
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l’aire  du  secteur  serait 


\ ° J 

Si  la  môme  hyperbole  était  rapportée,  non  plus  à ses 
axes,  mais  à ses  asymptotes,  son  équation  deviendrait 


xy  = 


et  l’on  trouverait 


/■  * dx  ( x \ 

\ ~îa  / ~ — “a>  M 

J r0  \X0y 


L’aire  du  segment  ou  du  secteur  hyperbolique  est  donc 
exprimée  à l’aide  des  logarithmes  pris  dansle  système  dont 
la  base  est  le  nombre  e=  2,71828.  . . et  que  l’on  a dési- 
gné pour  cela  sous  le  nom  de  logarithmes  hyperboliques. 

4°.  La  parabole  y*  ==  2 px  : en  supposant , pour  abré- 
ger, xn  = o,  on  trouvera 

A = i (*/»)*•** 

de  sorte  que  J’aire  comprise  entre  l’axe  de  la  parabole, 
un  arc  de  cette  courbe  qui  a le  sommet  pour  origine  et 
une  ordonnée  perpendiculaire  à l’axe,  est  égal  aux  deux 
tiers  de  la  surface  du  rectangle  circonscrit. 

5°.  La  courbe  r = Ax":  on  trouve,  en  prenant  x„=o, 

A=  J*-.- 
n 1 

6°.  La  logarithmique  y = al  x : a désignant  une  cons- 
tante positive,  l’on  aura , en  supposant  x„  = 1 , x > 1 , 


-s: 


lx  dx; 


«11  intégrant  par  parties  , on  trouve 

jdx  tar  = r\x  — f tir  ~ x \x  — x + C, 
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et  par  suit»; 


A = a [x\x  — x -H  i ). 


l43 


On  verra  que  l’aire  comprise  entre  le  demi-axe  des  y né- 
gatives, la  partie  de  la  logarithmique  qui  a ce  demi-axe 
pour  asymptote,  et  l’axe  des  x est  égale  à a et  n’est  par 
conséquent  pas  infinie. 

r x 

Ca  P a 

n° . La  chaînette  y — a ~ — -.On  aura,  pour 

la  surface  comprise  entre  l’axe  des  x,  la  chaînette  et  les 
deux  ordonnées  a et  y correspondantes  à x=  o et  .r  = .r, 

X X 

fU  (’  O 

A = a*  — = aS, 

2 


S étant  l’arc  de  la  courbe,  comprise  entre  le  point  le  plus 
bas  et  le  point  (x,y). 

8".  La  cycloïde  , représentée  par  les  équations 

x = R («  — sin  «),  y = R ( 1 — cos  »), 

on  aura  , en  désignant  par  to0  la  valeur  de  w correspon- 
dante à x — x„,  et  comptant  les  aires  à partir  de  x„, 

A — f ydx  — f y2d»  = R1  f (1  — COS  »)’rf» 

J r„~  J »„  ./  «o 

= K2  ( (1  — a cos  •-t-cos*  »)rf», 

J mn 

ou  parce  que 

I -t-  COS2»  . , , 

cos  ’m  — , A = R*  I (i — 2 cos» -+- 7COS2»)«*  , 

2-  J t»0 

et  en  faisant  X0  — o,  w„  = o, 

A = R1  (j  « — 2 sin»  + | sin  a«). 

Pour  avoir  l’aire  comprise  dans  une  branche  entière  de 
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cycloïde  , il  faut  poser  o»  = 2~,  on  trouve  alors 
A = 3»R’. 

Cette  aire  est  donc  équivalente  au  triple  de  la  surface  du 
cercle  générateur. 

9°.  On  demande  l'aire  comprise  dans  la  courbe  fermée 
.r'*  + ytm  — i ; reprenons  l’équation 

A = fX(Y  - ye)dx, 

J x„ 

il  faudra  prendre 

i i 

Y = (l  — jro—  — (i — ■r*")?'",  x„~  — l , X = t; 

on  aura  donc 


SP  J.  J_ 

A =a  j (i  — xtmŸ'”djc  = 4 J (*  — x,m)v"  dx; 

si  m = i , il  vient  A = is,  ce  qui  devait  être. 

io°.  On  demande  l’aire  comprise  dans  l’intérieur  de 
la  courbe 

% im  im 

. y^  = 

♦ 

on  aura 


(un  \w- f-l  / xm  \ aw-f-i 

**  dx  = 4 ,m  tlx  i 


considérons  le  cas  où  m = i , et  faisons 
x = sin,,+,^> 


il  viendra 

ir  * 

/•Q  /'•! 

A=4(o//4-t)  / cos,n+,^sin’"(pd^  = (8«4-4)  / ros*"+*^{i  — cos’pfdf. 
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' t 

puis  en  développant  (1  — cos’y)"  et  intégrant, 


n -t-  a 


p 1 .3.5. ■ .(a/ï  —h  1 ) n 1 ,3.5...(2/i-f-3)  /i(/j-i)i .3.5...(a»+5) ‘1 

xLz.4.6..^(2»-H3)  i a.4.6.v(2nH-4)”*~  i.a  a.4.6...(a/»-j-6)-*'e,c  j' 


Si  l’on  suppose  à la  fois  m ==  1 , n = 1 , l'équation  de  la 
courbe  se  réduit  à.r^  + j3=  1 , et  l’on  a 

...  . - * 

71  ’ - ' * . 

/*a.  . 6 . , i.3.5\  i 3 3 

A=,a_/o(cos^-cos  ^ = = 

et  en  ayant  égard  au  deuxième  corollaire  (n'’72)  , on  en 
conclurait  que  l’aire  de  la  développée  de  l’ellipse,  repré- 
sentée par  l’équation 


dans  laquelle 


A = 


a‘  — b 1 


H = 


a'  — b1 


a étant  le  grand  axe,  et  b le  petit  axe  de  l’ellipse,  a poui 


mesure 


3 _*n  _ 3 («’  — b'T 
8 xAB  - 8 “ 7b 


T.  n. 


10 
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Applications  geonlolriquo*.  — Troisième  application  à la  <piadra(urc  dos 
surfaces  courbes. 


74.  Lctnme.  Si  l’on  projette  sur  un  plan  un  élément  a 
de  surface  courbe  dont  les  deux  dimensions  sont  très  pe- 
tites, et  si  l’on  prolonge,  quand  il  sera  nécessaire,  les 
arêtes  du  cylindre  projetant  jusqu'à  ce  qu'elles  ren- 
contrent le  plan  tangent  mené  à l'élément  a par  un  de 
'tes  points,  le  rapport  de  l’élément  a h la  petite  aire  a 
ainsi  déterminée  sur  le  plan  tangent,  aura  pour  limite  l’u- 
nité j de  sorte  que  la  projection  a de  l’élément  a sera 
sensiblement  égale  à a cost  X (1  + »)  — a (cos  T -4-  e), 
t étant  l’angle  que  forme  le  plan  tangent  avec  le  plan  de 
projection,  et  /,  s,  des  quantités  très  petites. 

Démonstration.  Par  le  point  de  contact  G du  plan 
tangent  avec  l'élément  a,  je  fais  passer  un  troisième 
plan  , il  coupet'a  les  aires  a et  a,  suivant  deux  lignes 
AB,  A1V  qui  seront  deux  dimensions  correspondantes 
mais  quelcontpies  de  ces  aires  ; or,  de  ce  que  nous  avons 
dit  sur  un  are  de  courbe,  on  conclura  facilement  que  le 
rapport  de  l’arc  AB  à la  portion  de  tangente  A’B'  a pour 
limite  l’unité.  D’ailleurs  deux  surfaces  dont  les  dimen- 
sions correspondantes  sont  sensiblement  égales,  ne  peu- 
vent différer  èlles-mêmcs  que  de  quantités  très  petites  ; 
donc  l’aire  a de  la  surface  courbe  est  sensiblement  égale 
à la  portion  a du  plan  tangent,  et  l’on  aura 
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*•  .CL  ’ 

o'  — fl(i-f-i),  iim~  — • ; 

si  maintenant  on  appelle  a la  projection  commune  des 
aires  a,  fl,  et  r l’angle  du  plan  tangent  avec  le  plan  de  > 
projection,  on  aura 

a"  — a'  cos  t — a cosr  X i —H  ï)  = « (cos  r -+- 1),  lim  . 

•'  a cosr 

75.  Considérons  maintenant  une  portion  d’aire  curvi- 
ligne située  sur  la  surface  z = F(x, y)  et  terminée  d’une 
part  par  deux  plans  AB,  DC  ou  x = .r0,  x = X,  et  de 
l’autre  par  deux  portions  de  cylindres  AD,  BC  dont  les 
équations  soient 

y = *(x)»  y = x(x), 

( % 

et  proposons-nous  de  déterminer  cette  aire  qui  sera  évi- 
demment une  certaine  fonction  de  x. 

Pour  cela  coupons  l’aire  dont  il  s’agit  par  deux  plans 
perpendiculaires  à l’axe  des  a:  et  séparés  par  uu  intervalle 
iniiuimenl  petit  A.r  ou  dx.  Ces  plans  détermineront  une 
bande  abcd  qui  sera  l’accroissement  AA  de  l’aire  ABCD 
correspondant  à A.r,  accroissement  dont  on  pourra  dé- 
duire la  diflérentielle 

tlK  — -J.  (x)  dx 

* 

de  l’aire  A.  et  par  suite  cette  aire  elle-même, 

A = / ' 4(jr)<ir.  . 

J x0 

* * . *» 

Reste  à évaluer  la  fonction  p (x)  ou  la  dilfércntielle 
p (x)  dx.  au  moyen  des  données  de  la  question.  Pour 
cela  partageons  la  bande  abcd  B en  éléments  in- 
limment  petits  dans  deux  dimensions,  par  des  plans 
perpendiculaires  à l’axe  des  y et  séparés  l’un  de  l’au- 
tre par  un  intervalle  Aj  — dy  : l’élément  mnjjif  qui  a pour 
projection  m n p q — Ax  Ar  est  l’accroissement  A, B de. 

to. 


Digitized  by  Google 


1^8  CALCUI.  iktégral. 

la  bande  B correspondant  à l’accroissement  Ay.  On  a 
d'ailleurs,  en  vertu  du  lemnie  déjà  démontre,  et  en  dési- 
gnant par  t 1 angle  du  plan  tangent  avefc  le  plan  aty, 


mnpq  = irB  = 


m'n'fftf 


donc 


ArB 


\x 


dx 


D 


sr  COSr  -t-  1 COST  t 

rfB  dx  _ , rY  dy 

),B  — —j—  — , B — dx  I , 

7 dy  roST  J xi  cosr 


et  par  conséquent 
rX  /■>’  dy 


A=  fXdxf¥-^=  f*  f f sec rdydx. 

J. r„  J y cosr  J x0  J y COSt  J x,  J y 

r ou  l’angle  du  plan  tangent  avec  le  plan  xj  est  en 
même  temps  l’angle  de  la  normale  a la  surface  avec  1 axe 

dz  dz 

des  z ; on  aura  donc , en  posant  — =/?,  — — q. 


COSt  = 


l/y  4-  q'  4-  I 


séc  T = l//;1  -f-  q1  -+- 


Si  l’équation  de  Ja  surface  avait  été  donnée  sous  la  forme 
u = F (x,  y,  e)  = o, 

on  aurait  eu 

• du 

dz 


cosr 


s/0'<% 


Y / du'Ÿ 

) + W 


On  aura  donc,  en  substituant, 
,X  ,Y 
x0dy 


* X à i y 

A = / / àxdy  y/p*  -f-  q*  -4-  i , 

J xn  J Y 
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/•x  rv 

k=LLJiJx 


sMÆEM 


du 

dz 


Au  moyen  de  1 ccpiatiou  de  la  surface  cjui  donnera-  z en 
fonction  der^',  on  ramènera  I ^ p*  -f-  <]*  + .l>  ou 


mEà ÏÆ 


du 

Ti 


• if 


à la  forme  F (x,  y)  ; une  première  intégration  faite  par 
rapport  à y entre  les  limites  y = <j(x),  Y =?  ^(x), 
donnera 

f ^{x,y)dj;  — F(x), 

J r 

et  l'aire  curviligne  cherchée  sera  entin  exprimée  par  l’in- 
tégrale I F(x)r/x. 

J x„ 

7G.  On  peut  encore  démontrer,  comme  il  suit,  et  plus 
rigoureusement  peut-être,  la  formule  fondamentale 

/■*  rY 

A = J J aécrdxtfy. 

Supposons  d'abord  qu'il  s'agisse  d’évaluer  la  portion  de 
surface  courbe  comprise  entre  les  quatre  plans  x = X0, 
x = x,y  = ya,y-=  y.  Cette  aire  A sera  une  fonction 
de  x et  dej-  et  l’on  peut  poser 

A = ç(x,  y)i 

elle  a de  plus,  pour  projection  sur  le  plan  x y,  le  rec-1 
tangle  (x — x0)  (y  — y0),  et  romme  elle  devra  s’éva- 
nouir en  même  temps  que  sa  projection,  c’est-à-dire 
pour  x — X„,  quel  que  soit  y,  et  pour  y = ya  quel  que 
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soit  x,  on  aura 

* « h 

f (•*«.  y)  = o.  t>  (x>  r»)  — ». 

Enfin  l’élément  ou  l’accroissement  ArA^.  f(x,y)  cor- 
respondant à des  accroissements  très  petits  A.r,  Ay,  aura 
pour  projection  sur  le  plan  xy,  le  rectangle  AxA)\  et 
l'on  aura,  en  appelant  t 1 inclinaison  du  plan  tangent  en 
un  point  de  l’élément , % 

àysx  =.  (cos  T -I-  t)  àji,  f (x,  y); 

on  en  conclut 

. y) 

m J-  * ...  — - 

1 ax  r 

COSr  »’ 

puis  eu  faisant  décroître  indéfiniment  la  valeur  de  A)', 


_£  i,<p(x,y)  _ r 

dy  ir  • COSr  -f-i' 


et  en  faisant  aussi  Ax  = o, 


ou 


d7p(x,s)  _ l 
dyd.v  cos  r ’ 


d dp{x,  y)  _ 
dy  dx  ~ 


d sx<p  {x,  y) 
dy  ix 


cosr  t 


- entre 


En  intégrant  l’équation 
les  limites  y,  V,  on  aurait 

/•V  , 

* A,<p  (x,  y)  = dx  I dy 

J Xo  COS  r -|-  i J 

pour  la  valeur  de  l’aire  qui  a pour  projection  sur  le  plan 
xy  le  reelangle  déterminé  par  les  quatre  lignes  x = x , 
X = x -I-  Ax,  y —y.  y = Y. 
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Multiplions  par  dy  l’cquation  y — *y’— - = séc r,  et  inté- 
grons à partir  de^,  il  viendra 

I 

niais  <j>(x,  ya)  = o,  donc 

= I sccrf/y: 

? «•'  Jo 


par  suite 


P (•*,  .r)  — ç(x„,  y)  = f I séc  r 

vt  -r,,  yv 

et  enfin,  puisque  <p(x„.,  y)  = o, 

p(xn  y)  — A z=  f f sixritxtiy. 

' >'»«  .Tu 

Concevons  maintenant  que  l’aire  à évaluer  soit  com- 
prise entre  deux  plans  x = j-u,  .r  = or,  et  deux  surfaces 
cylindriques  y — y (.r),  JT  = /(x),  elle  sera  une  cer- 
taine fonction  de  l’abscisse  .r  et  l’on  pourra  poser 

A — f (x)  : 

l’accroissement  de  cette  aire  A f(x)  correspondant  à A.r 
sera  une  petite  surface  dont  la  projection  sur  le  plan  j(y 
est  renfermée  entre  deux  plans  x — x,  x = x -f-  Ar,  et 
deux  petites  portions  de  lignes  courbes  appartenant  aux 
courbes  y = çp  (a;),  Y = -/  (x).  Cette  projection  est  com- 
prise entre  deux  rectangles,  l’un  inscrit,  l'autre  circons- 
crit, correspondant  A la  plus  petite  et  à la  plus  grande  des 
valeurs  de  la  différence  Y — y entre  les  limites  x et 
x -f-  Ax;  la  plus  grande  et  la  plus  petite  valeur  de  la  dif- 
férence Y — y-,  seront  d’ailleurs  deux  quantités  de  1a 
forme 

[x(*  + — <p(. r -f-  6'Ax)  ], 
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6 et  0'  désignant  deux  nombres  plus  petits  que  l'unité.  Les 
rectangles  inscrit  et  circonscrit  seront  les  projections  de 
deux  nouvelles  aires  dont  l’une  est  inférieure  , l’autre  su- 
périeure à l’aire  A f(x).  Déplus,  chacune  de  ces  nou- 
velles aires-. étant  comprise  entre  quatre  plans 

X=X,  X = X + AX,  J-„  = Z(x-t-6Ax),  /=  ^(x-t-6'Ax), 

sera  mesurée,  en  vertu  de  ce  qui  précède , par  une  ex- 
pression de  la  forme 


(■y  ilf  p £(*-(- 6 Ar)  ily 

Ax  I - = AX  I ; 

J y COST-pl  J ÿ(x4-6'Ar)  COS  T -+-  I 

il  en  sera  donc  aussi  de  même  de  l’aire  A f{x),  et  l’on 


r,  \ f X (*-+-«*»)  dy 

A/(x)  = Ax  / - , 

J y(j-t-6'Ar)  COSt+i 

a/(x) dy 

Ax  J y</\x)  cosr -f-  • ’ 

et  en  passant  à la  limite 

rf/(x)  r X(x)  dy 

dx  ./  j(t)  cost  ’ 

on  eh  tirera,  en  intégrant  à partir  de  x„ , et  remarquant 
que  l’aire  f(x) s’évanouit  quand  on  v fait  x — xQ , 


/(.)=*=  r*/-*f^=r  r 

J xa  J a (r)  COST-  ,1  ./  , 


■>  dxdy 

r y COS  T 


ce  qu’il  fallait  démontrer. 
77.  Corollaire  i*r.  On  a 


f secr  dy  — (Ÿ — y)  sec  t, 


t désignant  une  quantité  moyenne  entre  les  diverses  va- 
leurs que  reçoit  l’angle  7,  taudis  que  y varie  entre  les  li- 
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mites  y,  Y,  on  aura  donc 


*X  /'X 

A = I ( Y—  y)  scctdx  = sécT  f (f — y)dx=  PsécT. 

J Xo  *J  Xç 


P désignant  la  projection  f ( Y — y)dx  de  la  surface 

J • 





courbe  A sur  le  plan  xy\  T une  moyenne,  entre  les 
diverses  valeurs  de  /,  qui  correspondent  aux  diverses  va- 
leurs de  x,  et  par  conséquent  une  moyenne  entre  les  di- 
verses inclinaisons  de  la  surface  A par  rapport  au  plan 
xy.  Comme  ce  plan  xy  est  d’ailleurs  quelconque,  il 
s’ensuit  que  le  rapport  entre  une  surface  courbe  et  sa 
projection  sûr  un  plan  quelconque , est  une  moyenne 
entre  les  sécantes  des  diverses  inclinaisons  de  la  surface, 
par  rapport  au  plan  dont  il  s’agit. 

Corollaire  a“c.  Si  l'inclinaison  r devient  constante  et 
égale  à T,  on  aura 


A = sec  T f I dxtly  = P sécT, 

et  l’on  en  conclut  que  lorsqu’une  surface  a dans  tous  ses 
points  la  même  inclinaison  par  rapport  au  plan  xy, 
une  aire,  mesurée  sur  cette  surface,  est  équivalente  au 
produit  de  sa  projection  sur  le  plan  xy  par  la  sécante 
de  l’inclinaison. 

Cette  proposition  permet  de  calculer  directement  l’aire 
de  certaines  surfaces  courbes.  Supposons,  par  exemple, 
qu  on  veuille  calculer  la  surface  d'un  tronc  de  cône  droit, 
qui  a pour  base  des  cercles  dont  les  rayons  sont  R et  r, 
on  a 

P = ït(R’  — /■’),  A = ,r(R  4-  r)(R  _ r)  secr. 

I 

Or,  si  I on  désigne  par  / 1 apothème  du  tronc  de  cône, 
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ou  a 

K — r — 
donc 


1 cos  T j 


R — r 

= ( H — c;  soc  r 

COS  T 


A = 


2xR  ■ 


1, 


la  surface  d un  tronc  de  cône  droit  est  donc  égale  au  pro- 
duit de  son  apothème  par  la  demi-somme  des  circonfé- 
rences des  bases. 

78.  Lorsque  l’équation  de  la  surface  se  réduit  àz=f(x), 
c’est-à-dire  lorsque  la  surface  devient  un  cylindre  dont 
la  génératrice  est  parallèle  à l'axe  des  y,  on  a 


dt 

Ty 


<7  = o» 


dz 

dx 


= /'(*), 


A = / X / 1 dxdy  \/T+{f'(x)Y, 

J •*  o J y 

A = f X ilx  \/ \ +{f'{x ))*  f dy 
J x0  J x 

— f 'l*(  y— y)  V/ 1 -t-  [ f'{x)Y  — f ( Y — y)sécrrf.r. 

J XQ  J Z „ 


Alors  si  l’on  veut  calculer . l’aire  comprise  entre  deux  gé- 
nératrices et  deux  courbes  planes  parallèles  à la  base,  il 
faudra  supposer  que  Y et  y sont  deux  quantités  cons- 
tantes dont  la  différence  est  la  distance  D des  deux  plans 
ou  l’épaisseur  de  la  tranche  cylindrique;  donc 


= D 

J *0 


SCC  T dx. 


Mais  dans  le  même  cas,  r ou  l’inclinaison  de  la  surface 
par  rapport  au  plan  xjr,  est  aussi  l’inclinaison  par 
rapport  à l’axe  des  X de  la  courbe  cjui  sert  de  base  au  cy- 
lindre dans  le  plan  sx-,  et  par  conséquent  l’intégrale 
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Jsécr dx  représente  évidemment  l'arc  s compté  sur 
*0 

cette  courbe  entre  les  génératrices  données;  il  en  résulte 
que  l’aire  d’une  portion  de  surface  cylindrique  comprise 
entre  deux  génératrices  et  deux  courbes  renfermées  dans 
deux  plans  parallèles  à la  base,  est  égale  au  produit  de  la 
distance  de  ces  deux  plans  par  l’arc  compris  sur  l’une  des 
courbes  entre  les  deux  génératrices,  et  par  conséquent 
l’aire  d'une  surface  cylindrique  droite  est  égale  au  pro- 
duit de  la  hauteur  par  le  périmètre  de  sa  base. 

Comme  exemple  de  calcul  on  peut  déterminer  la  por- 
tion de  surface  du  cylindre  r’  — Rx  4-  z*  = o,  renfer- 
mée dans  la,  sphère  x’  -hj1  ■+■  z'  = R%  la  portion  de  la 
surface  cherchée  est  terminée  sur  le  plan  XJ,  par  la 
parabole  y*  — R (R  — x),  projection  sur  ce  plan  de  l'in- 
tersection du  cylindre  et  de  la  sphère;  on  aura  par  con- 
séquent ' 


_ - l/KK  — x),  Y - l/K  (R  — x); 


on  a do  plus 

• ~ p*  (f*  -f- 


=v/p*+r  = \/  > 


(tr  — *)*  _ 

R.r  — x* 


;-r 


l/  Rr  — x’ 


Les  limites  xu  , X seront  d’ailleurs  x„  = o,  X = R; 
on  aura  donc,  pour  l'aire  mesurée  du  côté  des  z posi- 
tives, en  remarquant  que  sécr  ne  dépend  que  de  x, 

r\  cV  '/’B  / R . dx 

A — j J séc  rdydx  — f séc  rrtx  ( Y — y)  — J R " y/'  — > 

et  pour  la  surface  totale  interceptée  par  la  sphère 
A r=  4R>. 

Si  l’on  cherchait  la  portion  de  la  surface  de  la  sphère 
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comprise  dans  l’intérieur  du  cylindre  du  côté  des  j'  posi- 
tives et  du  côté  des  z positives,  on  trouverait 

xo  = 0,  X=R,  y = \/R  (R  —le),  r = V/R1  — x‘, 
/ x*  y*  R R 

V a*  Z _ x,  _y,  * 

A = R f J dxdy  — r ; 

J o J l/lv_Rx  l/R’— x>  — y» 

ou  a d’ailleurs 


r <ty  _ 
./  r*  — x* — r’ 


arc  sin 


r 


l/R’— 


■c, 


/■V/R'-x*  rfy-  *■  / R •/  R 

I = - ■ — arcsin  \y  - = arc cos  \/  - , 

>’t/R«-Rx  l/R>  — x’— y*  2 ▼ R +•*  V R+r 

/'R  l~~ R~ 

A = R I dx  arecos  v/  = . 

J O V R-t-x 

/“R  “ 

« = arc  cos  y , * = R tang  *«, 


donc 


Posons 


il  vient 


/ dx  arc  cos  \ / — — — — / udx  =zux — \xdu~  ux  — R / ( — ! i du 

>'  a ▼ K-f-x  J J J \cos‘u  J 

— (x  -4-  R)«  — R tang«  -+-  C, 


et  par  suite 


A = R f dx  arc  cos  ^ — = (-  — i I R\ 

En  doublant  cette  dernière  quantité,  on  obtiendra  la  por- 
tion de  la  surface  sphérique  interceptée  par  le  cylindre 
du  côté  des  j positives,  et  correspondante  à des  valeurs 
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soit  positives,  soit  négatives  de  l'ordonnée  z.  En  désignant 
cette  portion  par  A,  l'on  aura 

A = (*•  — a)R’  = (1,14159...)!^. 

79.  Concevons  qu’après  avoir  tracé  dans  le  plan  jcy 
une  courbe  représentée  par  l’équation  y — f on 
fasse  tourner  cette  courbe  autour  de  l’axe  des  x , elle  en- 
gendrera une  surface  de  révolution  dont  l'équation  sera 

y'  + **  = [/(*)]’, 

et  la  portion  de  cette  surface  située  du  côté  des  z posi- 
tives entre  deux  plans  perpendiculaires  à l’axe  des  x,  sera 
donnée  par  l’équation 

Ji  = jrj-ZSéCTdr'tX'  . 

pourvu  que  la  fonction  f(x)  ne  change  pas  de  signe  entre 
les  limites  x„,  X.  Comme  on  a 

— _■/»/'(*)  _ _ / 
t/x  z ’ rly  2 ’ 


ou  aura 


Sec  t 


_ J , ■ r MT  , (y\  _ !/■+[/'(*)]» 

V n » J +\i)  ’ 


rX  r-\- ftx)  ar 

* -L't#*'-  * v W /_, PTOF=F 


' ' .'-/(x)V/[7wF? 

20.  La  valeur  numérique  du  produit 

/(*)  = r v'T+y* 
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est  précisément  la  normale  J\  à la  courbe  génératrice:  on 
aura  donc 


A = x I Ndx, 

J xa 

et  l’aire  totale  de  la  surface  de  révolution  sera  donnée 

par  l'équation 

’ /*  , 

A = ax  / INrAr. 

J -r„ 


80.  On  peut  arriver  d’une  manière  directe  à une  for- 
mule importante  qui  comprend  la  précédente  comme  cas 
particulier.  Appelons  B l'aire  mesurée  sur  la  surface  de 
révolution  entre  deux  plans  fixes  qui,  passant  par  l’axe 
des  x,  comprennent  entre  eux  un  angle  a et  deux  plans 
X — Xa,  x = x peipendiculaires  à cet  axe  ; puis  dési- 
gnons par  r l’inclinaison  de  la  génératrice  au  point 
(x,  y,  z)  ; si  l’on  attribue  à x l’accroissement  Ax,  A^B 
sera  une  petite  portion  de  surface  dont  l'inclinaison  par 
rapport  au  plan  yz  restera  sensiblement  la  même  en 

tous  ses  points  et  différera  très-peu  de  ^ — t.  Donc,  en 

vertu  d’un  théorème  ci-dessus  démontré,  on  aura,  eu  ap- 
pelant P la  projection  de  A,B  sur  le  plan  j'.z, 


P 


** 


mais  P est  la  différence  entre  deux  secteurs  dont  les  rayons 
y et  j -+-  A y comprennent  entre  eux  un  angle  a,  on  aura 
donc 


p = ^[  (y  ■+■  *r)*  —r‘}—  J. 

et  par  suite 

a,B  ar  f . / x \ ~\  ( ay\ 

a.r  a.r  . L v?  • I sr  / 
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et  en  passant  à la  limite 

r/B  dy  (x 

dx  ~ dxUrV*\l  T )’ 


mais 
dy 


dx 


SCC 


v 

_ tangr 

i 

J 

sinr 

cosr 

et  d'ailleurs  le  produit  zfc  y séc  r est  égal,  en  valeur  abso- 
lue, à la  normale  N de  la  génératrice  ; on  trouvera  donc 

— = N«,  B = I^N.dx  = « f'ndx.... 

Si  on  veut  l’aire  engendrée  par  la  révolution  complète 
de  l’arc  de  la  génératrice  compris  entre  les  limites  xn,  X, 
il  faudra  supposer  a = 2tr;  on  aura  ainsi 

/•X  , 

A = Ox  I K dx, 

J x„ 


ou,  ce  qui  revient  au  meme, 

•X  /X 


dx. 


A — I y séc rdx  = ît  / y l/  i -+-  r’1! 

J x„  J x0 

Exemple  : i°La  courbe  génératrice  est  une  droite  pa- 
rallèle à l'axe  des  x,  et  située  à une  distance  H de  cet 
axe;  on  aura 

N = R,  A = 2xR(X— x0): 

la  surface  latérale  d’un  cylindre  droit  à base  circulaire, 
est  le  produit  de  la  hauteur  du  cylindre  par  la  circonfé- 
rence de  sa  base. 

2°.  La  génératrice  est  un  cercle  dont  le  rayon  est  R,  et 
dont  le  centre  est  situé  sur  l’axe  des  x : on  a 

N = -R,  A — »*R(X  — x„): 
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la  surface  de  la  zone  sphérique  est  donc  égale  au  produit 
de  sa  hauteur  par  la  circonférence  d'un  grand  cercle-  F.n 
prenant  X — x0  = aR  pour  avoir  la  surface  de  la  sphère, 
on  trouvera  qu  elle  équivaut  à quatre  fois  la  surface  du 
grand  cercle. 

3°.  La  génératrice  est  une  ellipse 


la  surface  engendrée  est  l'ellipsoïde 


•**  . ,rJ  -f 

a ’ i’ 


, s.  i , V/ a* — b' 

en  supposant  a > o et  posant  e = , on  a 


N = - l /a'  — e'x\ 
a 

be  /'X  fâ' 

A — 2X  / \f  — ; 

a J *0  V e’ 


or  si  l’on  pose  - = à,  il  viendra 
2 b /‘X 


A = x X 


a J *a 


^ j ^ ^ fl>  _ x’  est  l'aire  correspondante  aux  abs- 
cisses x„,  X,  dans  l’ellipse  qui  aurait  pour  équation 


Donc  si  l’on  fait  tourner  une  ellipse  autour  de  son  grand 
axe,  la  surface  de  la  zone,  engeudréc  par  la  révolution 
d’un  arc  de  cette  ellipse,  sera  le  produit  du  nombre  n par 
la  surface  comprise  entre  les  plans  qui  renfermeront  les 
deux  bases  de  la  zone  dans  une  seconde  ellipse  que  l’on 


Digitized  by  Google 


QCATOnZIÈMF.  LEÇON . l6l 

déduira  de  la  première  en  faisant  croître  le  grand  axé 
dans  le  rapport  de  i à - , e étant  l’excentricité  : on  trou- 
vera, par  ce  moyen,  que  l’aire  totale  de  l’ellipsoïde  de  ré- 
volution est  donnée  par  l'équation 


. mab  ae 

A = 2 h arctang  -j-. 

e b 

Si  l’on  supposait  a < h , ou  si  l’ellipse  tournait  autour  4 

i . j/  b1  — a * 

ue  son  petit  axe,  on  aurait,  en  posant  e = ^ , 

• »,  i’f  / a* 

et  par  suite  iN  = — \/  f-.r1, 

1 a1  V A'e* 

b'e  /‘X  / a*  ~~~ 

A = 2V^J  * Vb^  + *'  = ^'’ 


A'  étant  (n°  73)  l’aire  comprise  entre  les  plans  x = x„, 

ar=X,  dans  l’hyperbole^ — — — = i,  et  l’on  aura  par 

conséquent,  pour  l’aire  totale  de  ce  second  ellipsoïde  de 
révolution , 


A = 2wA’  -) I I 

e ^ i — 

4°.  La  génératrice  est  une  hyperbole 


e 

i — e 


a 1 AJ 


y x' 

OU  y — I- 

h * a’ 


les  surfaces  engendrées  auront  pour  équations 

x’  y * — t-  z*  y‘  - h z*  x* 

a,  -JT-—  ’>  ou  ~ p p - 


et  représenteront  un  hyperboloïde  de  révolution  à 
deux  nappes  distinctes  ou  à une  seule  nappe.  En  posant 

ae  = l/â’  A', 

T.  n.  i ( 
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on  trouvera 


A'  désignant  la  surface  comprise  entre  les  plans  x = xQ, 
x =X,  dans  les  hyperboles  que  l’on  déduit  des  premières* 

en  faisant  décroître  l’axe  réel  dans  le  rapport  de  i à-. 


5°.  La  génératrice  est  une  parabole  y'  — 2 px,  le  pa- 
raboloïde  engendré  a pour  équation  y*  -4-  s*  = ipx\  011 
trouvera 


N N*=:2/lc-4 x=- — 


1 27T  J N j5r 

rfx=-NrfN,  A=—  / IWN  =--(N3  — N5). 
p p J N.  ' 3 py  01 

Si  l’on  fait  x0  = o,  et  par  suite  N0  = p , on  aura 

i=7(y-'"> 

6°.  La  génératrice  est  l'hyperbole  xy  = j a3,  la  sur- 
face engendrée  a pour, équation 

x*(yJ  -+-  **)  = 7 a*. 


ip 


I)e  l’équation 

r x 

A ==  aw  | r s bcrdx 

J xa 

on  tirera 

. tlx 

A = ra‘  1 secr  — : 

Jx0  X 

de  plus  on  a 

tangr  = 

et  par  suite 

O* 

x1  = , Lr  = i o — 7 1 1 — -j-ltangr, 

1 tangr  ’ ’ b ’ 

(ix  I dr 

x a sinr  cost  ’ 
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i6;î 


= ~T  «i*(~ 


r 


cas  T0  COSr 


Itang^-  — 1 tangîj. 


7 • La  génératrice  est  la  logarithmique^  = ea. 
La  formule 


i -t-  /■ 


ilounc 


de  plus 


A :=  a>r  I ' ycLe  l/ 1 

J To 

X 

A = 1.x  ( -+-  /»  ; 

«/■*« 


donc 


or 


y = ~ *">  dy  = <'a  djo,  c?  dx  = a'dr', 

a a 3 J 9 

A — ixa1  I t jy\y i +.  y’ 1 : 

Jr» 


fy  fyv'  i +/■  .-=1/1/!  +y-f-  j-i  ( ) -t-  c 

A sinr  . , . / i -f-sinr' 

— ï " i — t*  . t [ _■ 

COS’r 

donc 


i — sinr 


+ C, 


A = «,r  ^-ytang^V— ■ -ltangfï+^1 

l.cos*r  2/  COS  7r0  eV4  1 JJ 

■r  x 

8°.  La  génératrice  est  la  chaînette  y = g _ _ g 

a 

•o. 


On 


N =^  + <r 

4 


ii.. 
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et  e*i  faisant  x0  = o,  on  aura 

9°.  La  génératrice  est  la  cycloïdc 

x = R (•  — sin  «),  y = R ( i — cos  «), 

d’ou 

dx  \/i  -t-j'1  = \/dxr+dÿi  = Rrf*>  l/a  l/i  — cos  «, 
A = 2’^’  / (I  — coswWâ^SjrR1  I sin3-rf«; 

‘'*0  2 

on  a d’ailleurs 


donc , en  supposant  w„  = o, 

A = 4*R*  (j  — 3 cos  J 4-  3 COS  — J. 

L’aire  de  la  surface  de  révolution,  engendrée  par  la  deini- 
cycloïde  entière,  s’obtiendra  en  faisant  w = arc,  et  sera 

A = ^*R>  = |(8R)*. 

81 . Si  l’on  faisait  tourner  autour  de  l’axe  des  x,  non 
plus  la  courbe  y — f(x),  mais  celle  qui  est  représentée 
par  l’équation 

y = * + /(x), 

b désignant  une  constante  positive,  on  aurait 

N = y V/7+7*  = [b  +/(*)]  X l/. + [/'/)]•, 

A—  2x  / dx/{x)  l/ 1 4-  [/'(•*)]’ 

J Xo 

4-  a7rè  ^ dx  l/ 1 4-  = A'  4-  2»6<r, 
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eu  désignant  par  A' la  portion  de  surface  engendrée  par  la 
courbe  y — f(x) , et  par  s l’arc  compris  sur  la  courbe 
y = J\x)  entre  les  points  correspondants  aux  abscisses 

'X'OI  X' 

Si  l’on  remplaçait  b par — b,  mais  en  supposant/  (x)<ô; 

A'  — inbs  représenterait,  uon  plus  l’aire  A,  mais  cette 
aire  prise  avec  le  signe  — ; on  aurait 

A -H  A'  = ixbs. 

On  conclura  de  ce  qui  précède  que  si  l’on  fait  tourner  r 
successivement  un  arc  de  courbe,  t°autour  d’un  axe  choisi 
arbitrairement,  a°  autour  d’un  axe  parallèle  séparé  du 
premier  par  la  distance  b\  la  différence  entre  les  deux 
surfaces  engendrées,  si  les  deux  axes  sont  situés  du  même 
côté  par  rapport  à l’arc  générateur,  ou  leur  somme,  si  les 
axes  de  révolution  sont  situés  de  différents  côtés  de  l’arc 
générateur,  sera  égale  au  produit  de  ce  même  arc  par  la 
circonférence  que  décrirait  un  point  du  second  axe  tour- 
nant autour  du  premier. 

A l’aide  de  ce  théorème,  que  l’on  peut  étendre  au  cas 
même  où  l’arc  de  courbe  sera  rencontré  en  plusieurs 
points  par  des  plans  perpendiculaires  à l’axe  de  rotation, 
on  prouvera  sans  peine  que  toute  courbe  qui  a un  centre, 
eu  tournant  autour  d’un  axe  qui  ne  le  rencontre  pas,  en- 
gendre une  surface  équivalente  au  produit  de  son  péri- 
mètre par  la  circonférence  que  décrit  le  centre  autour  de 
cet  axe. 

82.  La  formule  fondamentale  A =*  JZ  fz  dxdy  sécr 

suppose  que  la  projection  de  la  surface  sur  le  plan  xy 
n’est  coupée  qu’en  deux  points  par  un  plan  perpendicu- 
laire à l’axe  des  x;  s’il  en  était  autrement , alors  , pour 
déterminer  faire  A,  il  faudrait  la  partager  en  plusieurs 
parties,  dont  chacune  put  être  calculée  à l’aide  de  la  for- 


* 
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li  précède.  Sup]>osons,  pour  fixer  les  idées,  que 
lilés 


/o)  /l»  Jl> 


rangées  par  ordre  de  grandeur,  soient  des  fonctions  de  x 
propres  à représenter,  entre  les  limites  x = xD,  x =■  x, 
les  ordonnées  des  diverses  lignes  qui  comprennent  entre 
elles  les  differentes  parties  de  la  projection  de  l’aire  A, 
on  partagera  faire  A en  autant  de  parties  correspon- 
dantes qui  seront  mesurées  par  les  intégrales  doubles 

/(  séc  rdj-dx,  I I sec  rtiydx,  etc.i 
rO  1 /q  t J Xq  **  y y 

en  ajoutant  toutes  ces  intégrales,  ou  obtiendra  la  valeur 
de  A.  On  aura  donc 


=/.:./ 
-/;gc 


séc  tH  Y il jc  -t- 


Jf  sér  t dydx  etc . . . 

*o  J) t 

' sec  vdy  + f ' séc  rr/r  etc . . . ! dr.  ' 

Dans  la  même  bypolhèsc,  la  projection  de  faire  A sera 
représentée  par  l’expression 


ac 


dy  H-  f dr  -h  etc.  j dx 

— f (/.-/«- 1-  — /,d-ctc. 


. . ) dx. 


Si  la  surface  A était  rencontrée  en  plusieurs  points  par 
des  droites  parallèles  à l’axe  des  r,  c’est-à-dire  si  à une 
même  valeur  de  x correspondaient  plusieurs  valeurs  de 
séc  T,  on  ne  pourrait  pas  la  déterminer  à l’aide  des  équa- 
tions ci-dessus  établies,  mais  il  sera  possible,  dans  tous 
les  cas,  de  la  décomposer  en  plusieurs  parties  dont 
chacune  puisse  être  calculée  par  les  méthodes  indiquées. 
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Applications  géométriques.  — Troisième  application  à 1a  clihature  des 

solides.  ‘ 


8.'5.  Le  problème  de  la  cubature  des  solides  consiste  à 
déterminer  le  volume  compris  sous  une  enveloppe  don- 
née. Il  est  d’abord  facile  de  prouver  que  le  volume  V d’un 
cvündre  droit  à base  quelconque  B,  est  égal  au  produit 
de  sa  base  B par  la  hauteur  H.  en  sorte  qu’on  ait  V = BH. 

Démonstration.  Plaçons  le  cylindre  de  manière  que  la 
génératrice  étant  parallèle  à l’axe  des  X,  le  plan  de  la  base 
coïncide  avec  le  plan  zy.  Désignons  par  f{z)  la  section  li- 
néaire , faite  dans  la  base  par  un  plan  perpendiculaire 
à l’axe  des  s,  par  b et  ela  portion  de  la  base  B et  du  vo- 
lume V comprise  au-dessous  du  plau  sécant  5 si  nous 
donnons  à z un  accroissement  A z,  b et  v prendront  des 
accroissements  AA,  Au:  de  plus  on  aura  évidemment 

Ab  = az  [/(»)  + .],  aV  = Haj[ /(•)  + .']. 

e,  t désignant  des  quantités  qui  s’évanouissent  avec  A z, 
et  par  conséquent 


J(‘j,  * = H/(*)> 


et  i 


n intégrant  depuis  z = z„  jusqu’à  z = Z,  z — za 
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et  z = Z étant  les  équations  des  plans  qui  terminent  le 
volume  cylindrique  V,  on  aura 

B = fZ/(t)dz,  V = H f //(z)dz  - B X H; 

J *t>  J *o 

ce  qu’il  fallait  prouver. 

Si  la  section  f(z),  faite  dans  la  base  B par  un  plan  per- 
pendiculaire à l’axe  des  z,  se  transformait  en  un  système 
de  plusieurs  longueurs  distinctes,  représentées  par 
fi  (z)i  • • •»  0,1  diviserait  la  base  B et  le  volume  V 

en  parties  B,,  B,. . . . , V,,  V,,  correspondantes  à ces  lon- 
gueurs; on  trouverait  ainsi 

V,  = HB„  V,  = H B,,  V3  = QBj, . . . , 

V — X,  -t-V,  -t-  V,  . . = H (B,  H-  B,  -+-  B3 ) = BH. 

Supposons  à présent  que  l’on  cherche  le  volume  V, 
terminé  par  une  enveloppe  quelconque  comprise  entre 
deux  plansz=x0,  x— X.Soit  F(x)  l'aire  delà  section  faite 
dans  le  volume  V par  un  plan  perpendiculaire  à l'axe  des 
x et  correspondant  à l’abscisse  x,  et  nommons  Fia  portion 
du  volume  compris  entre  les  deux  plans  x =■  x0,  x — x. 

Si  l’on  attribue  à x un  accroissement  Ax,  le  volume  V 
recevra  un  accroissement  AF  = Ax[F(x)  — £],  e dési- 
gnant une  quantité  qui  s’évanouit  avec  Ax  : en  effet,  le  { 
volume  très-petit  AF"  sera  compris  entre  deux  cylindres, 
l’un  inscrit  au  volume,  l’autre  circonscrit,  ayant  tous 
deux  pour  hauteur  Ax,  et  pour  bases  des  aires  très-peu 
diflérentes  de  F (x).  Dp  l’équation  <[ui  précède,  on  tire 

d£=  F(-r),  dr=F(x)dx, 

et  en  intégrant  entre  les  limites  x„  et  x,  ou  x„  et  X. 

’.!■=/  F (x)  dx,  V = j F(x)dx. 

J x0  dx0 
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Cette  formule  subsiste  dans  le  cas  même  où  l’aire  F ( x ) 
de  la  section  faite  dans  le  volume  V par  un  plan  perpendi- 
culaire à l’axe  des  x,  se  change  en  une  somme  de  plusieurs 
airesF,(x),  F,(x),Fs(x),...  terminées  par  divers  contours. 
Alors  le  volume  V est  la  somme  de  plusieurs  volumes  re- 
présentés par  les  équations 


/ F,(jr)<£r,  / F,(x)rfx,  f ?3(x)dx,..., 

J xa  ./x„  J I, 

et  l’on  a 

/•X  eX  /-X 

F,(x)rfx-i-  / F,(x)<ir-t-etc.  oc  / [F, (x)-t-F,(x)-t- etc... ]<•£*•=  / F (x)dx. 

84.  Corollaire  i*r.  Si  la  section  F (x)  est  constante,  et 
égale  à R,  ce  qui  arrivera  si  le  volume  /^est  une  portion 
de  surface  cylindrique  , on  aura 

/•X 

V = B / r/x  = B(X  — x„)  = BH, 

• J *n 


en  désignant  par  H la  distance  des  deux  plans.  On  en 
conclut  que  le  volume  compris  dans  un  cylindre  oblique 
dont  R représente  la  base  , et  II  la  hauteur,  çst  équiva- 
lent au  produit  de  sa  base  par  sa  hauteur. 

Corollaire  2mr.  Si  la  section  F ( x ) est  toujours  sem- 
blable a elle-même,  ce  qui  arrivera,  par  exemple,  si  le 
volume  est  une  portion  de  cône  dont  le  sommet  coïncide 
avec  l’origine  et  dont  la  base  soit  dans  un  plan  j)orpondi- 
culaire  à l’axe  des  ,r -,  l’aire  de  la  section  F(.r)scra  pro- 
portionnelle au  carré  de  la  distance  au  sommet,  et  en  ap- 
pelant R la  hase  du  cène,  et  II  sa  hauteur,  ou  aura 


F(.r)  = x* 

B H*’ 


F(x) 


Bx’ 
"H7  ’ 


rHBxV/x  B /‘H  BIP 

~J„  II  H*  J o x',x  3ÏÏ> 


BH1 


Bit. 
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Le  volume  d'un  cône  à base  quelconque  est  le  tiers  du 
produit  de  sa  base  par  sa  hauteur. 

Le  volume  du  tronc  de  cône  compris  entre  les  plans 
x„  = A,  x ==  H,  serait  donné  par  l'équation 


B /-Il 

ÏP  J h 


X ’rfx  = : 


H* 


en  désignant  par  h la  petite  base  du  tronc  de  cône,  par  A, 
sa  hauteur,  on  aura 


et  parce  que 

H5  — AJ  — (H  — A)  (H*  -+-  HA  + A>), 
on  trouvera 

A,  / A A*  \ A,  , , y—r  , 

c’est-à-dire  que  le  volume  d'un  tronc  de  cône  est  le  tiers 
du  produit  qu'on  obtient  en  multipliant  sa  hauteur  parla 
somme  de  trois  surfaces  respectivement  équivalentes  aux 
deux  bases  du  tronc  de  cône  et  à une  moyenne  propor- 
tionnelle entre  ces  deux  bases. 

Si  l'on  ne  voulait  pas  emprunter  à la  géométrie  ce 
théorème  que  les  sections  faites  dans  un  cône  par  des 
plans  parallèles  sont  proportionnelles  aux  carrés  delà  dis- 
tance de  ces  plans  aux  sommets,  on  le  démontrerait  en 
procédant  comme  il  suit.  Supposons  que  J (v;,  £)  — o 
soit  l'intersection  du  cône  par  un  plan  perpendiculaire  à 
l’axe  des  x et  situé  à une  distance  1 de  l’origine.  La  géné- 
ratrice <pii  passera  par  le  point  jj,  £ de  cette  courbe  sera 
représentée  par  les  deux  équations 
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et  si  entre  les  trois  équations  qui  précèdent  on  élimine 

'y 

\X  XJ 


x,  Ç,  l'équation  résultante)/  ( = osera  vérifiée  pour 


tous  les  points  de  toutes  les  génératrices  et  représentera  , 
par  conséquent,  la  surface  conique  en  question.  Cela 
posé,  les  sections  faites  dans  cette  surface  par  les  plans 
x — h,  x = H,  auront  pour  équations^ 


/ 


(y 

\n’ 


ij  = °’ 


J 


z \ 


H 


! = », 


et  leurs  surfaces  a,  A,  d’après  un  théorème  démontré 
(n°  72),  auront  pour  expression  A,/i!.  A , II*,  A,  étant  l’aire 
de  la  courbe  f (y,  ~)  — 0$  donc 

a ___  /1* 

A ~ H*’ 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 

85.  Corollaire  3“'.  On  a 

V = / X -=  (X  - x0)  F (B), 

. N-  i'J0 

par  conséquent  le  volume  d un  corps  est  égal  au  produit 
de  la  distance  entre  les  deux  plans  parallèles  qui  le  ter- 
minent par  uue  valeur  moyenne  entre  les  aires  des  sec- 
tions que  déterminent,  dans  ce  volume,  des  plans  inter- 
médiaires et  parallèles  aux  premiers.  11  en  résulte  que  le 
rapport  entre  un  volume  donné  et  sa  projection  sur  un 
axe  quelconque  est  une  moyenne  entre  les  aires  des  dif- 
férentes sections  faites  dans  le  volume  par  des  plans 
perpendiculaires  à l’axe.  Ou  prouverait  encore  que  le 
rapport  entre  un  volume  et  sa  projecliou  sur  un  plau 
est  une  moyenne  entre  les  diverses  valeurs  que  peut 
acquérir  le  rapport  des  longueurs  interceptées  par  l'enve- 
loppe de  ce  volume  sur  une  sécante  constamment  paral- 
lèle au  plan. 


« 
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Corollaire  4mc-  Pour  un  second  volume  V',  on  aura 
r\ 

V'=  / F\x)dx, 

J X. 

et  par  suite 


mais  si  dans  l’équation  connue, 

I f(x)dxz=  ( f(.r)x(x)dx  — f>(^)  f %(x}dx, 

1/  Tq  i'  Xq  v J"o 

on  fait 

f[x)  = F(x),  x(x)  = F(x),  V (x)  = , 

on  en  tirera 


On  en  conclnt  que  le  rapport  entre  les  deux  volumes 
V et  V'  est  une  quantité  moyenne  entre  les  diverses  va- 
leurs que  {«“ut  acquérir  le  rapport  des  deux  sections  faites 
dans  ces  deux  \ ol urnes  par  un  plau  constamment  paral- 
lèle à un  plan  donné  ; et  parce  que  (nH  72)  le  rapport  des 
deux  sections  est  lui-inème  une  moyenne  entre  les  di- 
verses valeurs  du  rapport  des  longueurs  interceptées  par 
ces  deux  sections  sur  une  droite  inolnle  constamment  pa- 
rallèle à un  axe  donné , il  sera  vrai  que  le  rapport  entre 
les  volumes  renfermés  dans  deux  enveloppes  est  une 
moyenne  entre  les  valeurs  du  rapport  des  longueurs  iu- 
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tercoptces  par  ces  enveloppes  sur  une  droite  constamment 
parallèle  à un  axe  donné. 

Corollaire  5"”',  U résulte  du  corollaire  4"IC,  i®  que  si  les 
sections  faites  dans  deux  volumes  par  un  système  de 
plans  parallèles  les  uns  aux  autres  sont  entre  elles  dans  un  ' 
rapport  constant,  les  deux  volumes  seront  entre  eux  dans 
le  même  rapport; 

2°.  Que  si  les  longueurs  interceptées  par  deux  enve- 
loppes sur  une  droite  constamment  parallèle  à un  certain 
axe,  sont  entre  elles  dans  un  rapport  constant , les  deux 
volumes  terminés  par  ces  enveloppes  seront  entre  eux 
dans  le  même  rapport  : c’est  ce  qui  arrivera,  par  exemple, 
si  l’un  de  ces  volumes  V étant  terminé  par  la  surface  fer- 
mée qui  aurait  pour  équation 

f(x,  X,  2)  = O, 

l’autre  V'  était  compris  dans  une  des  surfaces 

f (i*  *)  ~ °*  f{*’  V Z)  = °*  x'  i)  = °* 

En  effet,  si  de  la  première  équation  on  tire 


*)»  X—X(x,  s),  * = $(*,  X)y 
on  tirera  des  autres 

x = ap(x,x,z), 


ou 


ou 


X = bx(x,  x,  *)» 
* = c4(x,  x,  *)> 


ce  qui  prouve  que  les  longueurs  interceptées  par  les  deux 
enveloppes  sur  des  droites  parallèles  à un  des  axes  sont  dans 
le  rapport  constant  a,  ou  b,  ou  c,  et  par  suite  le  volume 
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V sera  au  volume  \ ',  dans  le  rapport  de  l’unité,  à a , ou 
b,  ou  c. 

Si  l’on  compare  successivement  l’un  à l'autre  les  vo- 
lumes renfermés  dans  les  quatre  surfaces  représentées  par 
les  équations- 


/(■*>  r>  *)  = ».  /(  ->  y,  *')  ■=©, 

\a  j 


on  conclura  de  ce  qui  précède  que  les  rapports  du  second 
volume  au  premier  , du  troisième  au  second  et  du  qua- 
trième au  troisième,  sont  mesurés  par  les  nombres 
«,  b,  c,  et  par  conséquent  le  rapport  du  quatrième  vo- 
lume au  premier  aura  pour  mesure  abc.  Donc,  pour 
déterminer  le  volume  compris  dans  une  surface  courbe 
fermée  de  toutes  parts  et  représentée  par  une  équation 
de  la  forme 


dans  laquelle  a,  b,  c désignent  trois  constantes  positives, 
il  suffit  d évaluer  le  volume  compris  dans  la  surface 
courbe  f(x,y,  z)  = o,  et  de  multiplier  ce  volume  par 
Le  produit  des  trois  constantes  a,  è,  c.  Si  l’on  suppose 

c — b — a,  l’équation  f ' = o,  réduite  à la 

forme 


représente  l’enveloppe  d’un  solide  semblable  à celui 
qui  termine  la  surface  f (x,  y,  z)  = o -,  de  plus  les 
dimensions  du  second  solide  seront  à celles  du  premier 
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comme  le  nombre  « est  à l’unité  •,  et  il  résulte  des  propo- 
sitions ci-dessus  établies,  que  les  volumes  compris  dans 
deux  solides  semblables  sont  entre  eux  comme  les  cubes 
de  leurs  dimensions  respectives. 

/•X 

8B.  Pour  appliquer  la  formule  A — j 1 ' (x)f/x,  ilsul- 

tira  de  calculer  l’aire  F (a;)  de  la  section  faite  dans  la 
surface  par  un  plan  perpendiculaire  à 1 axe  des  x;  or 
cette  aire  sera  facile  à déterminer  à 1 aide  des  principes 
déjà  établis. 

Supposons , pour  (ixer  les  idées  , que  x„,  X étant  deux 
constantes,  y,  Y deux  fonctions  de  la  variable  X,  et 
z,  Z deux  fonctions  des  variables  x,  y,  on  demande  le 
volume  renfermé  d’une  part  entre  les  deux  surfaces 
courbes  représentées  par  les  équations 

z — z,  z ~ Z, 

d’autre  part  entre  les  deux  surfaces  cylindriques  repré- 
sentées par  les  équations 

y = y>  y = Y 

d’autre  part  entin,  entre  les  deux  plans 
x = x„ , x =r  X. 

La  section  EFF  E'  = F(x),  faite  dans  le  volume  par 
un  plan  parallèle  au  plan  yz , et  correspondant  à une  va- 
leur particulière  de  l’abscisse,  sera  comprise  entre  quatre 
lignes,  savoir,  deux  courbes  EF,  E'F' , tracées  sur  les  sur- 
faces z = z,  z = Z,  et  deux  lignes  EE',  FF',  parallèles  à 
l’axe  des  z , et  situées  sur  les  cylindres  y — y,  y — Y\  et 
pour  obtenir  les  équations  de  ccs  quatre  lignes,  il  suffit, 
dans  les  équations 

t ■=  z,  z = Z,  y — y„  y — Y, 
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de  faire  de  x une  constante.  Cela  posé,  si  l’on  nomme 
f(x,y)\a  section  linéaire  GG'  faite  dans  la  surface  F (,r) 
par  un  plan  perpendiculaire  à l’axe  des  y correspondant  à 
une  valeur  particulière  de  y,  011  aura  évidemment 

f (•*>  X)  = GG'  = Gg  — gG'  = Z — za, 
et  l’on  tirera  , par  suite,  des  formules  connues, 

F(x)=  f f[x,y)dy  = f (Z  — z0)dy—  f f dzdy. 

Il  y aura  donc,  dans  le  cas  le  plus  général,  trois  inté- 
grations à faire  , l’une  par  rapport  à z et  prise  entre  les 
limites  z = z„,  s — Z,  qui  sont  des  fonctions  de  x et  de  jy  ; 
la  seconde  entre  les  limites  y0,  JF,  qui  sont  fonctions  de  x 
seulement;  la  troisième  entre  leslimites  constantes  x„,  X, 
si  les  deux  surfaces  cylindriques  y — y0 , y = Y se 
coupent  suivant  deux  génératrices;  et  si  l’on  suppose  que 
xa,  X désignent  précisément  les  abscisses  des  points  si- 
tués sur  les  génératrices  dont  il  s’agit,  le  volume  V sera 
limité  en  tous  sens  par  les  deux  surfaces  et  par  les  deux 
cylindres.  Il  en  serait  encore  de  môme  si  les  deux  sur- 
faces cylindriques  se  touchaient  suivant  les  génératrices 
correspondantes  aux  abscisses  xa,  X.  Ces  deux  surfaces 
cylindriques  se  réduiraient  à une  seule  si  les  deux  fonc- 
tions y„,  Y représentaient  deux  valeurs  de^  tirées  d’une 
seule  équation  entre  y et  x. 

Eniiu  dans  cette  même  hypothèse,  il  peut  arriver  que, 
les  surfaces  z = z„ , z — Z étant  distinctes  l’une  de 
l’autre,  se  coupent  suivant  une  courbe  tracée  sur  la  sur- 
face cylindrique  ; ou  que  z„,  Z soient  les  deux  valeurs  de 
z tirées  d’une  seule  équation  F(x,  y,  z)  — o propre  à 
représenter  une  surface  convexe  et  fermée  de  toutes 
parts,  et  à laquelle  la  surface  cylindrique  se  trouverait 
circonscrite.  Dans  le  premier  cas  le  volume  V sérail  li- 
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mité  dans  tous  les  sens  par  les  surfaces;  dans  le  second, 
V désignerait  le  volume  compris  dans  la  surface 

F (■*■»  y i *)  = o- 

87.  L’aîre  F (x)  est  facile  à déterminer,  lorsque  l’en- 
veloppe est  une  surface  de  révolution.  Concevons  que , 
après  avoir  tracé  dans  le  plan  xy  une  courbe  .repré- 
sentée par  l'équation  y — J (x) , on  la  fasse  tourner  au- 
tour de  l’axe  des  x,  elle  engendrera  une  surface  de  ré- 
volution dans  laquelle  la  section  F (x),  faite  par  un  plan 
perpendiculaire  à l’axë  des  x,  sera  précisément  un  cercle 
qui  aura  pour  rayon  l’ordonnée  de  la  courbe  génératrice. 
On  aura  donc 

F(x)  = *y‘, 

et  par  suite 

\ — x ( y'dx. 

J x. 

Exemples  : 

i°.  La  courbe  génératrice  est  un  cercle  x!  -\-y‘  — R’, 

\ =xj  (R*  — x*)tZr  izurxfR*  — i x»)  = | 

le  volume  d’un  segment  sphérique  compris  entre  deux 
plans  parallèles  dont  l'un  passe  par  le  centre  de  la  sphère 
surpasse  le  volume  du  cène  construit  sur  la  hauteur  du 
segment  et  sur  la  plus  petite  base  d'une  quantité  précisé- 
ment égale  à la  surface  de  la  zone  qui  enveloppe  le  seg- 
ment multiplié  par  le  tiers  du  ravon  de  la  sphère.  Si  la 
hauteur  de  ce  même  segment  devient  égale  au  rayon  R , 
le  volume  V a pour  valeur  - tiR’,  et  le  double  de  cette 
quantité,  J-rcR’,  représente  le  volume  entier  de  la  sphère. 
On  en  conclura  (n°  83)  que  le  volume  de  l'ellipsoïde  a 
pour  mesure  le  produit  \itabc. 

T.  h.  la 
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a°.  La  génératrice  coïncide  avec  la  parabole  y*  = 
on  aura , en  posant  x„  — o, 

V =*p  t ixdx  — -xfixx  = -j  xy'x. 

J o 

Le  solide,  engendré  par  la  révolution  d’une  por  tion  de 
parabole  comprise  entre  le  sommet  et  un  plan  x = X , a 
pour  mesure  la  moitié  du  produit  du  volume  du  cylindre 
circonscrit. 

3°.  La  génératrice  est  la  courbe  y = Ax"  ; en  posant 
x„  = o,  on  trouvera 


,='a\/T 


r>»+* 


x*“dx  = rrA1 


la  -+-  1 sn+  1 


Le  volume  du  solide  de  révolution  est  au  volume  du  cy- 
lindre circonscrit  comme  1 esta  2a  + 1. 

4°.  La  génératrice  est  la  logarithmique^  = a\x-,  on 
aura , en  posant  X0  — o, 

V =xu1  j [l(x)]*rfx  = jra\r  { [l(x)]‘ — 2\x  + ?.}. 

Si  l’équation  de  la  logarithmique  était  mise  sous  la  forme 

X 

y = e°,  on  trouverait , en  posant  toujours  x„  — o, 

5°.  La  génératrice  est  la  chaînette 


y =z  a 


Digitized  by  Google 


QUINZIÈME  LEÇON. 


»79 


on  aura,  en  posant  x,  — o, 


6°.  Quelquefois  on  facilite  l’évaluation  du  volume  en 
remplaçant  la  variable  x par  une  autre  variable. 

Prenons  pour  exemple  le  cas  où  la  génératrice  est  la 
cycloïde 

x = R (•  — sin»),  / = R(i  — cos»), 
on  a « 

(Le  = y du,  y'dx  = y1  du  = R3(i  — cos  u)3du, 

V = *rR3  fa(i—co»u)idu, 

J a, 

et  en  supposant  xQ  = o,  »„  = o, 


V = xR3  J'  (i  — cos u)3du; 


d’ailleurs 


(j — cos»)3  = a3sin6^=^ — ^â)3^1^  — e 

= j(io — i5cos»  + 6 rasa» — cos3»), 

et  par  suite 

V = ( i ou  — 1 5 sin  » + 3 sin  2»  — -t  sin  3«). 

4 

Il  suffit  de  faire  dans  cette  équation  w = 27r  pour 
avoir  le  volume  du  solide  engendré  par  la  révolution  de 
la  première  branche  de  la  cycloïde  qui  se  trouve  ainsi 
donné  par  l’équation 

V = 5fr’R3. 

88.  Si  l’on  faisait  tourner  autour  de  l’axe  des  x,  non 

12.  . 
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plus  une  seule  courbe  représentée  par  l’équation y=  f(x), 
mais  deux  courbes  y = y,  y — F;  y , Fêtant  deux  fonc- 
tions de  la  variable  x dont  les  valeurs  sont  toujours  posi- 
tives entre  les  limites  x — x„,  x — X ; le  volume  engen- 
dré par  leur  révolution  aurait  évidemment  pour  mesure 
la  dillérencedcs  intégrales 

/•X  r\ 

x I Y'dx,  x I y'dx, 

J *„  Jx0 

et  l’on  aurait 

V = xt  [Y'—y')dx—2x\  I ydydx. 

J X0  d Xo  J X 

On  arriverait  très-simplement  â cette  même  équation  en 
remarquant  que  la  section  F (x)  faite  dans  le  volume  V 
est  la  différence  de  deux  cercles  dont  les  rayons  sont  y 
et  V.  De  sorte  que  l’on  a 

F(x)  = xY‘  — xy*  = x ( Y*  — y'),  etc. 

89.  Si  les  ordonnées  j,  Y croissent  toutes  d’une  même 
quantité  b , ou  si  l’axe  de  révolution  s'éloigne  de  tous  les 
points  des  deux  courbes  d’une  même  quantité  b , le  nou- 
veau solide  engendré  sera  donné  par  l’équation 

\'  = x f'X[(r+by-(y-hb)')dx 
dx0 

=3  it  I (Y‘ — y)'dr  -h?.xb  I [Y  — y)dx-, 

v Xq  *0 

mais  I (F  — j)^  csl  Faire  A de  la  surface  plane 

renfermée  entre  les-  deux  courbes  y — y,  y — X\ 

n f (F1 — y")dx  est  le  volume  déjà  calculé  V;  on  a donc 
Jx, 

X'  t=  V + xxbA. 
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Ou  en  conclut  que  si  l’on  fait  tourner  une  surface  plane , 
i"  autour  d’un  axe  situé  dans  le  plan  de  cette  surface, 
mais  qui  ne  la  traverse  pas  ; 2°  autour  d’un  axe  parallèle 
plus  éloigné  de  la  surface  dont  il  s’agit,  et  situé  à la  dis- 
tance b du  premier,  les  valeurs  des  solides  engendrés  par 
la  révolution  de  la  Surface  autour  du  second  et  du  pre- 
mier axe,  donneront  pour -différence  un  volume  égal  au 
produit  de  cette  même  surface  par  la  circonférence'  du 
cercle  dont  le  rayon  coïncide  avec  la  distance  entre  les 
deux  axes.  • 

Si  la  'surface  plane  A est  divisible  en  deux  parties  sy- 
métriques par  une  droite  menée  parallèlement  à l’axe  des 
x et  à la  distance  b de  cet  axe,  on  devra  avoir 

y = b — f(x),  Y = h + /(*), 
et  l’on  aura 

V = » {[b  +f(x)\;  — [b  —f  (x)}')  <U  — 4 *•  A f /(x)  (lx\ 

mais  on  a aussi 

A = J2  {[*+/(*)]-[*-  A*)\  \ = * .J*  /(x)  dx, 

donc  V = aitfeA,  et  par  conséquent  lorsqu’une  surface 
plane  est  divisible  par  un  axe  en  deux  parties  symé- 
triques, le  solide  engendré  par  la  révolution  de  cette  sur- 
face autour  d’un  second  axe  parallèle  au  premier  et  tracé 
dans  le  plan  de  la  surface,  mais  de  manière  qu’il  ne  la 
traverse  pas,  est  équivalent  au  produit  de  la  même  sur- 
face par  la  circonféreuce  du  cercle  qui  a pour  rayon  la 
distance  entre  les  deux  axes.  Ainsi,  par  exemple,  le  solide 

V'  qu’engendre  la  révolution  de  l’ellipse  — + au- 

tour de  la  tangente  menée  par  l’une  des  extrémités  de 
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l’axe  a b est  équivalent  au  produit  de  la  surface  de  l’el- 
lipse rc al)  par  la  circonférence  que  décrit  le  centre  de 
cette  courbe;  donc  V = arc *ab*. 

90.  Ou  peut  déduire  de  la  formule  V = / F(x)i£r  un 

théorème  remarquable  dont  voici  l’énoncé.  Etant  don- 
nés deux  plans  parallèles  à un  axe  avec  un  contour 
fermé  dans  l’un  de  ces  deux  plans,  si  l’on  fait  mouvoir 
une  droite  de  manière  qu’elle  passe  successivement  par 
les  différents  points  de  ce  contour,  et  forme  toujours  un 
angle  droit  avec  l’axe  que  l’on  considère , le  volume  V 
du  solide  compris  entre  la  surface  courbe  engendrée  par 
la  droite , et  les  deux  plans  donnés , sera  le  produit  de  sa 
hauteur  par  la  demi-somme  des  surfaces  planes  qui  lui 
servent  de  bases. 

Démonstration.  Prenons  l’axe  donné  pour  axe  des 
x,  et  soit  b la  distance  des  deux  plans  parallèles  à cet  axe  ; 
si  l’on  coupe  le  volume  V par  un  plan  perpendiculaire  au 
même  axe  et  correspondant  à l’abscisse  x,  la  section  F(x) 
qui  en  résultera  sera  évidemment  un  trapèze  dans  lequel 
les  côtés  parallèles  se  réduiront  aux  sections  linéaires 
faites  par  le  plan  coupant  dans  les  deux  bases  du  volume 
V.  Si  l’on  désigne  par  f (x)  et  f (x)  les  deux  sections  li- 
néaires dont  il  s’agit,  on  aura 

/ /(*><*  H-  f f(x)dx 

F(*)  = ;(/(*)  + f(*)].  ▼=*  — . 

Mais  en  appelant  A et  A'  les  deux  bases,  on  a aussi 

A = / f(x)dx,  A f f ( x)dx , 

J J XQ 

donc 


a 
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91 . Pour  montrer  une  application  de  la  formule 

j- r 

V = I f zdxdy , 

J J ) 


cherchons  le  volume  V renfermé  entre  le  plan  xy , 
une  surface  cylindrique  dont  la  génératrice  soit  paral- 
lèle à l’axe  des  z,  et  la  surface  du  paraboloïde  hyperbo- 


lique représenté  par  l'équation  xy  — cz , d’où  z = — ; 
on  aura 

i /X  rY  i /-X, 

V = / / xydydx  = — I ( J'*  — y')xdx. 

cjx0jy  2t'J  x 

Si  la  base  de  la  surface  cylindrique  se  réduit  au  cercle  re- 
présenté par  l’équation 

(x  - «)’  + (y  - b)'  = R*,  * 

on  aura 


y— h — I/r*  — ( x — fl)*j  Y— b- t-W^R*  — (x 

Y'  — y1  — 4 b l/R’  — (x  — ü)*, 
x„  = a — R,  X = a-t-R, 

et  par  conséquent 

• b t*m  + R j , . 

Y = a - I v R1  — (x  — «)*  X xdx. 
C*/  u — Il 

ou,  en  |>osaut  x — a — R/, 

• # 

V=_-  2 -K*  f ' (a  + Rt)l/t  — t'df, 
c J — | 


ou  u d’ailleurs  évidemment 
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tandis  que  l’intégrale 


JZ‘dt^r-r’ 

représentant  la  moitié  de  la  surface  du  cercle  qui  a pour 
rayon  l'unité,  est  équivalente  à on  aura  donc 


Le  volume  cherché  est  le  produit  de  la  base  ttR1  par  une 
quatrième  proportionnelle  aux  trois  longueurs  a,  b etc. 

Si  l’on  substituait  à la  surface  cylindrique  qui  a pour 
base  le  cercle,  un  système  de  quatre  plans  perpendicu- 
laires aux  axes  des  x et  des  y,  x = x — X,y ya, 
y = Y,  on  trouverait 


V==^(X>  Xi)  (Y*  fl) 

= (X-x0)(Y-Xo) 


x0  r0  -+-  ^0Y  -+-  Ti-Xo  -H  X Y 
4c 


en  posant 

Z3=  =4=—, 

C ’ C C C ’■ 


V = (X  — ■!■<>)  ( Y — y 0) 


Z i Zj  -f-  z$  -f- 


Ajoutons  que  pour  construire  le  paraboloïde  hyperbo- 
lique, il  suffira  de  tracer  le  quadrilatère  gauche  dont  les 
sommets  coïncident  avec  les  extrémilé^«jps  ordonnées 
zt,  z,,  zs,  zt,  et  de  faire  mouvoir  sur  deux  côtés  opposés 
de  ce  quadrilatère  une  droite  qui  reste  constamment 
comprise  dans  un  plan  parallèle  aux  deux  autres  côtés. 

On  arrive  ainsi  à la  proposition  suivante.  Si  après 
avoir  tracé  sur  les  quatre  faces  latérales  d’un  prisme  droit 
à base  rectangulaire  un  quadrilatère  gauche,  on  fait  mou- 
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voir  une  droite  sur  deux  côtés  opposés  de  ce  quadrilatère, 
de  manière  qu’elle  reste  constamment  parallèle  aux  plans 
des  faces  qui  renferment  les  deux  autres  côtés;  le  vo- 
lume compris  entre  la  surface  engendrée  par  cette  droite 
et  le  rectangle  qui  sert  de  base  au  prisme  sera  le  produit 
de  ce  rectangle  par  le  quart  de  la  somme  des  quatre  lon- 
gueurs comptées  sur  les  arêtes  du  prisme  entre  les  som- 
mets du  rectangle  et  ceux  du  quadrilatère. 

92.  La  formule  V = / F (x)dx  prouve  aussi  que  , 

Jx  o 

pour  déterminer  le  volume  \ compris  sous  une  enve- 
loppe donnée , il  suffit  de  mener  un  axe  quelconque  et 
de  tracer  dans  un  plan  fixe  passant  par  cet  axe  une  courbe 
auxiliaire  telle  que  la  section  faite  dans  le  volume  par  un 
plan  mobile  perpendiculaire  à l’axe  soit  toujours  équiva- 
lente au  rectangle  construit  sur  une  ligne  donnée  b et 
sur  la  section  linéaire  faite  par  le  plan  mobile  dans  l’aire 
renfermée  entre  la  courbe  auxiliaire  et  l’axe.  Si  l’on  sup- 
pose cette  aire  limitée  dans  le  sens  de  l’axe  par  les  deux 
droites  suivant  lesquelles  le  plan  mobile  , parvenu  aux 
deux  positions  extrêmes  qu’il  peut  prendre,  coupe  le 
plan  fixe,  et  si  on  la  multiplie  par  la  longueur  b , le  pro- 
duit obtenu  sera  précisément  la  mesure  du  volume  pro- 
posé. 

En  efl’et,  si  l’axe  que  l’on  considère  est  pris  pour  axe 
des  x , et  si  F (x)  est  la  section  faite  dans  le  volume  par 

un  plan  perpendiculaire  à cet  axe,  sera  l’ordonnée 

de  la  courbe  auxiliaire  ou  la  section  linéaire  faite  dans 
l’aire  comprise  entre  la  courbe  et  l’axe;  donc  cette  aire 
sera 


et  si  l’on  multiplie  cette  intégrale  par  la  longueur  b,  on 
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obtiendra  évidemment  le  volume 

rX 

V = / F(*)d*. 

Exemples  : i°.  Si  le  volume  V se  trouve  renfermé  dan» 
un  cône  ou  dans  une  pyramide  à base  quelconque,  dont  le 
sommet  coïncide  avec  l’origine,  et  si  l'on  prend  pour 
axe  des  x une  droite  perpendiculaire  à la  base,  la  section 
F ( x ) sera  proportionnelle  ai1,  et  par  suite  la  courbe 
auxiliaire  sera  une  parabole  qui  aura  l’origine  pour  som- 
met et  pour  axe  l’axe  des  x;  et  puisque  l’aire  comprise 
entre  une  parabole , son  axe  et  une  ordonnée  est  le  tiers 
du  rectangle  circonscrit,  on  en  conclura  que  le  volume 
compris  dans  un  cône  ou  dans  une  pyramide  à base  quel- 
conque est  le  tiers  du  volume  du  cylindre  ayant  même 
base  et  même  hauteur;  donc,  etc. 

a0.  Si  la  section  F(x)  se  réduit  à un  trapèze  dont  les 
côtés  parallèles  représentent  les  sections  linéaires  faites 
dans  deux  surfaces  planes  dont  les  plans  soient  parallèles 
à l’axe  donné , et  si  l’on  suppose  que  la  longueur  b re- 
présente la  distance  des  deux  plans,  l'ordonnée  de  la 
courbe  auxiliaire  sera  précisément  la  demi-somme  des 
sections  linéaires  dont  nous  venons  de  parler,  et  l’on  en 
conclura  sans  peine  que  l'aire  comprise  entre  l’axe  des  x 
et  la  courbe  auxiliaire,  est  la  demi-somme  des  deux  sur- 
faces planes.  On  déduira  immédiatement  de  ce  qui  pré- 
cède le  théorème  n°  90. 

On  déterminerait  avec  la  même. facilité,  à l’aide  du 
dernier  théorème , le  volume  compris  entre  deux  plans 
dans  une  sphère,  dans  une  hyperboloïde , dans  un  ellip- 
soïde, etc. 


Digitized  by  Google 


SEIZIÈME  LEÇON . 


187 


SEIZIÈME  LEÇON. 


Autre  méthode  pour  arriver  aux  formules  qui  résolvent  le  problème  de  la 
quadrature  des  aire»  planes  et  de  la  eubature  des  solide». 


93.  Comme  le  problème  de  la  quadrature  des  surfaces 
et  de  la  eubature  des  solides  est  très-important , il  ne  sera 
pas  inutile  de  présenter  sa  solution  sous  un  nouveau 
poiut  de  vue  plus  général  et  de  résumer  ainsi  les  leçons 
qui  précèdent. 

Si  l’on  considère  une  surface  plane  ou  courbe , mais 
entièrement  fixe,  la  position  d’un  point  sur  cette  surface 
se  trouvera  détermiuée  par  le  moyen  de  deux  coordon- 
nées rectangulaires  ou  obliques,  rectilignes  ou  curvi- 
lignes, etc.,  que  nous  désignerons  dans  tous  les  cas  possi- 
bles par  les  lettres 

x et  xi 

et  une  ligne  quelconque  , tracée  sur  cette  surface , pourra 
être  représentée  par  une  équation  dont  le  premier  mem- 
bre renferme  les  deux  variables  x et  y,  ou  au  moins  1 une 
d’entre  elles.  Dans  le  dernier  cas,  c’est-à-dire  lorsque 
l’équation  donnée  renfermera  une  seule  des  variables  X 
et  y , nous  dirons  que  la  ligne  correspondante  est  de  pre- 
mière espèce.  Ainsi  les  lignes  de  première  espèce  sont 
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celles  qui  auront  des  équations  de  la  forme 

t 

f(x)  = o,  OU  /(y)  = o, 

par  conséquent  celles  dont  les  équations  résolues  par 
rapport  a l’une  des  variables  se  réduiront  à 

x ==  const  , ou  y — const. 

Au  contraire,  nous  appellerons  lignes  de  deuxième  es- 
pèce toutes  celles  dont  les  équations  seront  de  la  forme 

/(*>  y)  = », 

ou , ce  qui  revient  au  même, 

X = /(*)• 

94.  Ces  définitions  étant  admises,  il  est  clair  qu'à 
chaque  valeur  donnée  de  x ou  de  j-  correspondra  toujours 
mie  ligne  de  première  espèce,  et  que  par  un  point  donné 
on  pourra  toujours  faire  passer  deux  de  ces  lignes.  Nous 
appellerons  lignes  coordonnées  des  x et  des  y les  deux 
lignes  de  première  espèce  qui  ont  respectivement  pour 
équations 

y — o , x — o. 

h' origine  des  coordonnées  sera  le  point  d’intersection 
de  ces  deux  lignes,  c’est-à-dire,  en  d’autres  termes,  le 
point  dont  les  coordonnées  se  réduisent  à zéro. 

Soient  maintenant  M le  point  qui  a pour  coordonnées 
xety,  N un  deuxième  point  qui  ait  pour  coordonnées 
x -+-  Ar,  y 4-  Aj';  Ax,  A y étant  deux  accroissements 
très-petits  attribués  aux  variables  x et  y •,  et  désignons 
par  a la  petite  aire  MNPQ  comprise  entre  les  quatre 
lignes  de  première  espèce  qui  passent  par  les  points  M 
et  N.  L’aire  a dépendra  en  général  des  quatre  quantités 

x,  y,  A.r,  \y. 


Digitized  by  Google 


SEIZIÈME  LBÇ0H.  189 

et  s'évanouira  toujours  en  même  temps  que  le  produit 
A.rAy,  car  il  suffira,  pour  la  rendre  nulle , d’égaler  à 
zéro  un  des  facteurs  de  ce  produit.  Mais  si  l’on  fait  dé- 
croître indéfiniment  Ar  et  Ay,  le  rapport  ° conver- 

géra  vers  une  limite  qui  ne  pourra  plus  dépendre  que 
des  variables  x et  y,  et  qui , dans  plusieurs  systèmes  dé 
coordonnées,  se  réduira  simplement  à une  quantité  cons- 
tante. Ainsi,  par  exemple,  on  aura  pour  un  système  de 
coordonnées  rectangulaires  tracées  sur  une  surface  plane 
# a 

a = Ar  A y \ et  par  suite  = 1 • 

Pour  un  système  de  coordonnées  obliques  tracées  sur 
une  surface  plane  et  comprenant  entre  elles  l’angle  to , 

a — AXAysin», 
a 

= sin*,  etc. 

AXAy 

Donc,  si  l’on  fait  en  général  lim.  — - — = u,  on  aura  «=i 
0 axa  y 

dans  le  cas  des  coordonnées  rectangulaires,  u = sinw 
dans  le  cas  des  coordonnées  obliques,  etc.  D’autres  sys- 
tèmes de  coordonnées  pourront  fournir  pour  la  quantité 
u,  au  lieu  d’une  valeur  constante,  une  valeur  variable, 
c’est-à-dire  une  fonction  de  x et  de  y.  J’ajoute  qu’après 
avoir  trouvé  la  valeur  de  u,  on  en  déduira  sans  peine 
l’aire  comprise  dans  un  contour  quelconque  : c’est  ce  que 
nous  allons  faire  voir 

95.  Considérons  d’abord  un  contour  formé  par  quatre 
lignes  de  première  espèce,  savoir  : celles  qui  passent  par 
le  point  fixe,  dont  les  coordonnées  sont  xu,y0 , et  celles 
qui  passent  par  le  point  mobile , dont  les  coordonnées 
variables  sont  x,  y. 

L’aire,  dans  ce  contour , sera  variable  elle-même,  et 
nous  la  représenterons  en  conséquence  par  x (x,  y)- 
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Cela  posé,  si  l’on  désigne  par  la  caractéristique  AT  l'ac- 
croissement que  reçoit  une  fonction  de  x dans  laquelle  on 
fait  croître  x de  Ax,  et  par  la  caractéristique  Ar  l’ac- 
croissement que  reçoit  une  fonction  de  y dans  laquelle  on 
fait  croître/  de  A/,  on  aura  a =Ar.  A ty(x,y),  et  parce 
que  le  rapport  - a pour  limite  l’unité 


^ ~ a = (l  ± i )u\xny, 


e étant  un  nombre  très-petit. 

En  divisant  les  deux  membres  de  l’équation  précé- 
dente par  Ax,  A y,  et  passant  aux  limites,  on  conclura 


PrP*x(*>  y) 

dxdy 

ou,  en  d’autres  termes , 


»;*  z(x>  x)= 


d‘x(*,  y) 

dxdy 


En  intégrant  cette  dernière  équation  par  rapporté/,  à 
partir  de/=/0,  et  ayantégardà  la  condition  x(x,/0)=o 
qui  doit  être  vérifiée,  quel  que  soit  x,  on  trouvera 


D *x(*,x)=  f*udy. 

Intégrant  de  nouveau  par  rapport  à x,  à partir  de 
x =x0,  et  ayant  égard  à la  condition  x(x0,/)  = o,  qui 
doit  être  vérifiée,  quel  que  soit  /,  on  obtient  la  formule 


x(x,  y)  = / dx  r u dy  — r fr  Udxdy. 

J xa  J X. 

Il  est  essentiel  d’observer  que  de  l’équation 
Ax  (x,  y)  — f^u  dy, 

on  tire 

*>x(x,  r)  =&x(i-h,)  f1  udy, 

J y o 
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pareonséquent  Axj((x,  y),  c’cst-à-dire  l’aire  comprised’une 
part  entre  les  lignes  de  première  espèce  qui  correspondent 
aux  abscisses  x et  x -J-  Ax  , de  l’autre  entre  les  lignes  de 
première  espèce  qui  correspondent  aux  ordonnées  y„,  y, 

est  représenté  par  un  produit  de  la  forme 

*.(,+  .)  f “dr, 

J T» 

t étant  un  nombre  très-petit. 

Si  l’on  fait  y = Y,  Y désignant  une  quantité  cons- 
tante , le  produit  précédent  deviendra 

**.+.)/ 

et  représentera  l’aire  comprise  entre  les  lignes  de  pre- 
mière espèce  qui  répondent  d’une  part  aux  abscisses 
x,  x Ax,  de  l’autre  aux  ordonnées  ya  et  Y. 

96.  Concevons  maintenant  que,  x0  désignant  toujours 
une  quantité  constante,  on  représente  par  y,  Y , non  plus 
deux  valeurs  constantes  de  y,  mais  deux  fonctions  de  la 
variable  x,  et  cherchons  l’aire  comprise  d’une  part  entre 
les  lignes  de  deuxième  espèce  qui  ont  pour  équatibn 

r = r»  r — y, 

de  l’autre  entre  les  lignes  de  première  espèce  qui  cor- 
respondent aux  abscisses  x0  et  x;  cette  aire  sera  variable 
avec  x,  et  si  on  la  représente  par  <p(x),  elle  recevra  pour 
accroissement  A®(x),  quand  on  fera  croître  x de  Ax. 
Soit  PQRS  l’accroissement  dont  il  s’agit,  renfermé  d’une 
part  entre  les  lignes  de  première  espèce  PR  et  QS  cor- 
respondantes aux  abscisses  x,  x -+-  Ax , de  l’autre  entre 
les  portions  PQ , RS  des  lignes  de  deuxième  espèce  qui 
ont  pour  ordonnées  aux  points  P et  R,  et  Y-,  il  est 
clair  qu’on  pourra,  sans  changer  la  valeur  de  l’aire  PQRS, 
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remplacer  séparément  ou  simultanément,  i°  la  ligne  de 
deuxième  espèce  PQ,  dont  l’ordonnée  au  point  P est  P", 
par  une  ligne  de  première  espèce  PQ'  ; a°  la  ligne  de 
deuxième  espèce  RS,  dont  l’ordonnée  au  point  R est  y , 
par  une  ligne  de  première  espèce  R'S';  on  aura  donc  en- 
core 

ax*(x)  = P'Q'R'S'. 

De  plus,  la  ligne  R'S'  coupera  évidemment  la  ligne 
RS,  et  par  suite  aura  une  équation  de  la  forme 

y = y ■+■ 

i désignant  un  certain  accroissement  que  reçoit  y con- 
sidéré comme  fonction  de  x,  lorsqu’on  fait  croître  x 
d’une  certaine  quantité  plus  petite  que  Ax.  De  même  la 
ligue  P'  Q aura  une  équation  de  la  forme 

y = Y 4- 

e"  étant  l’ordonnée  d’un  point  de  la  ligne  PQ  corres- 
pondant à une  abscisse  comprise  entre  x et  x -f-  Ax  ; 
cela  posé,  on  trouvera , en  vertu  de  ce  qui  précède(n°  95), 

P'Q'R'S'  = (1  -H  .Ux  / udy, 

J X+ 1' 

et  par  conséquent  aussi 

/•  ï+r 

ax<p(x)  = (l-t-«)ajr  / udy, 

J j' -y-  t 

e'  et  e"  étant  des  nombres  qui  décroîtront  indéfiniment 
avec  Ax.  Si  l’on  divise  par  Ax  les  deux  membres  de 
l’équation  précédente,  on  en  conclura,  en  passant  aux 
limites, 

D*ip(x)  = udy, 

puis  en  intégrant  à partir  de  x = x„,  et  ayant  égard  à 
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Ia  condition  <p(x0)=;  o , 

' ^ . \ . m ' 

>v 


»9$ 

, * 


9(x)  = fXdxf  udy  = f*  f u dxdy. 
J x,  J y Jx^Jy 


Mais  il  faut  se  rappeler  alors  que  la  première  intégration 
doit  être  faite  par  rapport  à y,  dans  les  limites  y ci  Y 
qui  dépendent  de  la  variable  x , et  la  deuxième  par  rap- 
port à x,  à partir  de  la  limite  x0  qui  est  une  quantité 
constante. 

Si , en  désignant  par  y,  Y,  deux  fonctions  de  x,  et  par 
xa,  X,  deux  quantités  constantes,  on  cherchait  faire  com- 
prise , d’une  part  entre  les  lignes  de  deuxième  espèce  qui 
ont  pour  équations  y —y  et  y '=  Y,  de  l’autre  entre 
les  deux  lignes  de  première  espèce  qui  ont  pour  équations 
x==Xo  et  x = X,  on  trouverait  pour  la  valeur  de  cette 
aire  que  j’appellerai  A,  - , 

r\  ,Y  . “«/  , ' 

A — I I itdidy ; 
v J i.  J y 

■ , . , * 

dans  le  cas  particulier  oùj",  Y devieiment  constants,  la 

valeur  précédente  de  A se  réduit,  comme  on  pouvait  le 
prévoir,  à la  valcjir  précédemment  obtenue. 

Scolie.  11  est  essentiel  d’observer  que  la  méthode  ci- 
dessus  exposée  peut  servir  à déterminer  non-seulement 
la  . surface  comprise  entre  les  lignes  que  représentent  les  . 
équations  ci-dessus,  mais  aussi  toute  autre  quantité  as- 
sujettie à croître  ou  h décroître  atec  cette  même  surface. 
Une  semblable  quantité  se  trouverait  encore  exprimée 

par  l’intégrale  J J \idxdy.  si  l’on  désignait  par 

(u±e)AxAy,  non  plus  l’élément 'de  la  surface  . niais  , 
l'élément  correspondant  de  la  quantité  cherchée. 

Si  la  surface  donnée  se  trouvait  terminée  par  u» 
contour  quelconque,  ,il  serait  facile  de  la  décomposer  en 
T.  u.  7 ■».'  ' t3* 

‘ 4.* 


•».  V 


> - 

« *. 
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plusieurs  parties  à chacune  desquelles  on  pourrait  appli- 
quer la  méthode  précédente. 

97.  Après  avoir  établi  les  principes  généraux  relatiis 
aux  quadratures  des  surfaces , passons  au  problème  des 
cuba  tu  res. 

La  position  d’uu  point  dans  l’espace  se  trouve  complè- 
tement déterminée  par  le  moyen  de  trois  coordonnées 
rectangulaires  ou  obliques,  rectilignes  ou  curvilignes, 
polaires,  ete.,  que  nous  désignerons',  dans  tous  les  cas, 
par  les  trois  lettres  x, y,  s.  Cette  notation  étant  adoptée, 
une  surface  quelconque  pourra  être  représentée  par  une 
équation  doçt  le  premier  membre  renfermera  les  trois 
variables  a:,  jy  z,  ou  deux  de  ces  variables,  oü  au  moins 
l’one  d’elles.  Pour  distinguer  ces  trois  cas  l’un  de  l’autre , 
nous  dirons  qu’une  surface  est  de  première,  de  deuxième, 
de  troisième  espèce,  suivant  que  son  équation  renferme 
une,  ou  deux,, ou  trois  variables.  En  conséquence,  l’é- 
quation d’une  surface  de  première  espèce  aura  l’une  des 
trois  formes  *■  • . . . • 

VM  — /U)  = /{*)  = », 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  l’une  des  suivantes 

. -v  = ».  y = c,  ? .=  ç".  , . 

L’équation  d’une  Surface  de  deuxième  espèce  aura  l’une- 
de»  trois  formes 

*■»»*.•  • t t , • . » 

* . ■- 

f{*>ÿ)  = «.  /(*»*)  = /{/.*)  = o, 

09,  si  l'on  veut,  l’upe  des  trois  formes 

î * * ' ' /=/(').  i.=  /fcî»  z = f(y). 

Enfin  l'équation  d’une  surface  de  troisième  espèce  sera 
‘ de  la  forme  • . ' 

f(ec,  y,  s)  = o, 


* * 
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à laquelle  on  peut  substituer  la  suivante 


* = f{x,  jr). 


iq5 


Cela  posé,  il  est  clair  qu’à  chaque  valeur  donnée  de  x,  y 
ou  z correspondra  toujours  une  surface  de  première  es- 
pèce, et  que  par  un  point  donné  on  pourra  toujours  faire 
passer  trois  semblables  surfaces.  Nous  appellerons  surfaces 
coordonnées  des  yz,  des  zx  et  des  xy,  les  trois  sttrfaces 
de  première  espèce  qui  auront  pour  équations  respectives 


x = o,  y ss  o,  z = o. 

Ces  surfaces  se  couperont  suivant  trois  lignes  que  nous 
appellerons  lignes  coordonnées  des  x,  des  j'  et  des  z ; et 
ces  lignes,  en  un  point  qui  sera  Y origine  des  coordon- 
nées; par  suite,  l’origine  sera  le  point  dont  les  trois 
coordonnées  se  réduisent  à zéro. 

Une  ligne  pouvant  être  considérée  comme  l 'intersec- 
tion de  deux  surfaces , sera  naturellement  reprcsentée  par 
deux  équations;  si  ces  équations  sont  de  la  forme 

* = o,  /(x,'  y)  = o, 

la  ligne  sc  trouvera  située  dans  la  surface  coordonnée  des 
xj,  et  ne  sera  autre  chose  que  l’intersection  de  cette  sur- 
face coordonnée  avec  la  surface  de  deuxième  espèce  à la- 
quelle appartient  l’équation  f{x,y)  — o. 

Eu  général,  il  est  clair  que  toute  surface  de  deuxième 
espèce,  représentée  par  une  équation  entre  deux  va- 
riables, coupera  l’une  des  trois  surfaces  coordonnées 
suivant  une  ligne  de  deuxième  espèce  à laquelle  appar- 
tiendra l’équation  dont  il  s’agit.  Nous  dirons  que  cette 
ligne  est  la  base  de  la  surface. 

98.  Considérons  maintenant  bêlement  de  volume  ter- 
miné par  les  six  surfaces  de  première  espèce,  qui  passent 

i3. . 
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par  les  deux  points  dont  les  coordonnées  sont  respective- 
ment 

r,  Xt  ï» 

x -(-  ax,  y -t-  A.r,  s -I-  i*. 

I 

Ce  volume,  équivalent  dans  le  cas  des  coordonnées  rec- 
tangles au  produit  ArAyAs,  s'évanouira  dans  tous  les 
cas  avec  ce  produit,  et  pourra  être  représenté  par  une 
expression  de  la  forme 

(«V  ± 

av  désignant  la  limite  vers  laquelle  converge,  pour  des 
valeurs  décroissantes  de  Ax,  A y.  As , le  rapport  du  vo- 
lume ci-dessus  mentionné  au  produit  en  question , fct  le  , 
nombre  £ étant  assujetti  à décroître  indéfiniment  avec  ce 
même  produit.  Dans  chaque  système  de  coordonnées,  la 
quantité  iv  ne  pourra  être  qu’une  quantité  constante,  ou 
uue  fonction  déterminée  des  variables  X,y,  z.  De  plus, 
après  avoii#rouvé  la  valeur  constante  ou  variable  de  cette 
«piantité  tv,  on  en  déduira  facilement  l'expression  du  vo- 
lume renfermé  dans  une  enveloppe  quelconque.  . 

En  effet,  cherchons  d'abord  le  volume  v compris  entre 
les  six  surfaces  de  première  espèce  qui  passent  par  les 
points  dont  les  coordonnées  sont 

ym  9 

x -Kax,  y -f-  $y  « s. 

On  pourra  considérer  ce  volume  comme  l'accroissement, 
par  rapport  à x et  y,  d’un  autre  volume  renfermé  entre 
les  surfaces  de  première  espèce  qui  passent  par  les  deux 
points  dont  les  coordonnées  sont  respectivement 

^O»  y O*  *0»  ) 9 *• 

Désignons  par  ÿ(x,  y,  z)  ce  dernier  volume,  et  suppo- 
sons que  les  caractéristiques  Ar,  A„  A,  indiquent  les  ac-  .. 
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croisscmcnts  que  reçoivent  des  fonctions  de  a.',  y,  z, 
quand  on  y fait  croître  x de  Ar , ou  y de  Ay,  ou  s de  As, 
le  volutne  cherché  sera 

t * 

v=  y,  z), 

et  de  plus  on  aura  évidemment 

4,âr4*4(x»  y,-z)  = (w  -+-  ijaxayaz. 

En  divisant  par  A,  les  deux  membres  de  l'équation  pré- 
cédente, puis  faisant  converger  A.  vers  la  limite  o,  on 
obtiendra  la  formule  suivante 

D,.a,ax4(*»  y ■>  *)  — (“’  ■+■  *)AjrAr; 

puis  en  intégrant  par  rapport  à s,  à partir  de  z = s„,  et 
observant  que  l’on  a,  quels  que  soient  x et  y, 

4(x,  y,  s,)  = o, 

on  obtiendra 

«>  = a/Ax4(z,y  ,z)  = Axay  / («•  ±;  ,)dz,  ■ 

J *o 

ou , ce  qui  revient  au  même, 

= A,  4(*t.y  >*)=(*+  •)  Sje&y  / ivdz, 

J z0 

e désignant  un  nombre  qui  aura  des  valeurs  différentes 
dans  les  diverses  formules,  mais  toujours  des  valeurs 
très-petites  quand  Ax  et  Ay  seront  eux -mêmes  très- 
petits. 

Si  l’on  voulait  obtenir  le  volume  compris  d’une  part 
entre  les  surfaces  de  première  espèce  qui  correspondent 
aux  coordonnées 

X,  X -y  ax;  y,  y -h  Ay, 

de  l’autre  entre  les  surfaces  de  première  espèce  qui  ont 
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pour  équations  z = z„,  z ==  Z,  il  suffirait  de  remplacer  z 
par  Z dam  le  deuxième  membre  de  la  formule;  on  trou- 
verait ainsi,  pour  représenter  le  volume  cherché,  une 
expression  de  la  forme 

/•Z 

(I  1 i-r  \y  I tvr/z, 

J *0 

e désignant  toujours  une  quantité  infiniment  petite. 

99.  Concevons  maintenant  que,  x,  X désignant  deux 
quantités  constantes,^,  Jdeux  fonctions  delà  variable  ,r, 
z et  Z deviennent  des  fonctions  des  deux  variables  x et  y, 
et  cherchons  le  volume  compris  d'une  part  entre  les  sur- 
faces de  première  et  de  deuxième  espèce,  qui  ont  pour 
équations 

x X,  X — X,  y = y,  y =r, 


de  l’autre  entre  les  surfaces  de  troisième  espèce  qui  ont 
pour  équations 

z — z,  z = X. 


Ce  volume  croîtra  ou  décroîtra  eu  même  temps  que  l'aire 
comprise  entre  les  quatre  bases  des  surfaces  de  première 
et  de  deuxième  espèce;  et  si  l’on  désigne  par(«-)-£)AxA^ 
l’élément  auquel  se  réduit  ce  volume  dans  le  cas  où  l'on 
remplace  les  surfaces  x = X,j'  = \ par  les  deux  surfaces 
de  première  espèce  qui  correspondent  aux  coordonnées 

X,  x -+-  SX,  y,  y -h  Ayf 

on  obtiendra , pour  l’expression  du  volume  cherché , 


udx  d y , 


11  reste  à trouver  la  valeur  de  u,  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  celle  du  volume  élémentaire 


(u  ■+■  1 

compris  d’une  part  entre  les  surfaces  de  première  espèce 


* 
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» 


qui  correspondent  aux  coordonnées 

, x,  x -H  Ax,  y y y -H  ±y, 

de  l'autre  entre  les  surfaces  de  troisième  espèce  qui  ont 
pour  equat ions  z = z,  Z — Z. 

Or,  sans  changer  ce  volume  élémentaire,  on  pourra 
évidemment  remplacer,  i°  la  petite  portion  de  surface  de 
troisième  espèce  qui  prend  son  origine  au  point  dont  les 
coordonnées  sont  x , y , z,  et  qui  se  termine  «à  celui 
dont  les  coordonnées  sont 

x -t-  ax,  y -HA y,  z -H  a’,», 

par  une  portion  correspondante  de  surface  de  première 
espèce  dont  l’éqùalion  serait  de  la  forme  z = z + i, 
i étant  une  quantité  infiniment  yatite  en  même  temps 
que  Ax,  Aj;  20  la  petite  portion  uc  surface  de  troisième 
espèce  qui  s’étend  depuis  le  point  correspondant  aux 
coordonnées  x,  y,  Z,  jusqu’à  celui  dont  les  coordonnées 
sont 

x -H  Ax,  y -H  A^‘,  Z -H  A ’jZ, 

par  une  partie  correspondante  de  surface  de  première 
espèce  dont  l'équation  soit  de  la  forme  z — Z -H  s", 
t"  désignant  encore  une  quantité  infiniment  petite.  De 
plus,  pour  obtenir  le  volume  compris , d’une  part  entre 
les  surfaces  de  première  espèce  qui  sont  représentées 
par  les  équations 

z z -H  •*,  z — Z -H  , 

de  l'autre  entre  les  surfaces  de  première  espèce  qui  cor- 
respondent aux  coordonnées 

X,  X -h  Ax,  y,  y -y  a y, 
il  suffira  évidemment  de  remplacer  dans  la  formule 

v =(i-Hi) axav  / <vtlz. 


» 
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zoJ?avz  + e'  Ct  Z par  Z H-  e*.  On  trouvera  en  conséquence , 
pour  représenter  ce  volume,  une  expression  de  la  forme 

[*-+■  tm)bx\y  J ~h' ' tvdz, 

£"  étan*  un<;  quantité  infiniment  petite.  En  égalant  cette 
expression  à (u  -f-  e)A xAy,  on  trouvera 


«+.=(,  4-,")  fZ^wdi. 

J Sn-W 


puis,  en  passant  aux  limites, 


-f. 


(v  dz. 


La  valeur  de  u étân^insi  déterminée , la  formule  qui 
exprime  le  volume  compris  entre  les  surfaces  données 
deviendra 

Il  il J l wd*drd'- 

On  aura  donc,  en  désignant  par  V le  volume  cherché  et 
supposant  les  intégrations  faites,  i°  par  rapport  à a entre 
les  limites  variables  z,  Z-,  1°  par  rapport  ky  entre  les  li- 
mites variables  jr,  V-  3°  par  rapport  à.r,  entre  les  li- 
mites Constantes  .r0,  X, 

Scolie.  Il  est  essentiel  d’observer  que  la  méthode  pré- 
cédente peut  servir  à déterminer  non-seulement  le  vo- 
lume compris  entre  les  surfaces  dont  il  s’agit,  mais  encore 
toute  autre  quantité  assujettie  à croître  ou  à décroître 
avec  ce  même  volume.  Une  semblable  quantité  se  trou- 
verait encore  exprimée  par  l’intégrale  qui  forme  le 
deuxième  membre  de  la  formule  ci-dessus,  si  l'on  dési- 
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gnait  par 


(«>  -+-  l)  üxsysz, 


non  plus  l’élément  du  volume  V,  mais  l’élément  corres- 
pondant de  la  quantité  cherchée. 

Ajoutons  que  si  le  volume  donné  se  trouvait  terminé , 
non  par  les  surfaces  données,  mais  par  un  contour  quel- 
conque, il  serait  facile  de  le  décomposer  en  plusieurs  par- 
ties, de  manière  que  chacune  de  ces  parties,  ou  la  partie 
correspondante,  pût  être  facilement  calculée  par  la  mé- 
thode que  nous  venons  d’exposer. 

100.  On  peut  remarquer  que  si  l’on  divise  par  AxAjAz 
les  deux  membres  de  l’équation 

A,47s,-|(x, /,  *)  = (<v  ± .)  AXijriZ  , 
on  en  conclura,  en  passant  aux  limites, 


dxdydz 

de  plus,  il  est  permis  de  prendre  pour  <p(x,  y,  z)  le  vo- 
lume compris  entre  les  six  surfaces  de  première  espèce 
qui  correspondent  aux  coordonnées  o,  x ; o,  y\  o,  z ; il 
suffit  donc  de  connaître  ce  dernier  volume  pour  en  dé- 
duire la  valeur  de  w. 

Pour  donner  une  première  application  des  formules 
précédentes,  supposons  d’abord  les  coordonnées  x,  y,  z 
rectangulaires.  Dans  cette  hypothèse,  le  volume  <p(x,y,  z ) 
compris  entre  les  six  plans  de  première  espèce  qui  pas- 
sent par  l’origine  et  le  point  dont  les  coordonnées  sont 
x,  y,  z.  sc  trouve  déterminé  par  l’équation 

,r.  *)  = 

de  laquelle  on  tire 

y,  *)  _ 

dxdydz 
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' ;UraUPU  e“Coru  arnver  au  ^me  résultat , en  ob- 
servant que  le  volume  renfermé  entre  des  plans  rectan- 

gU  a,res  <lm  l,a5seiu  P"  »es  points  dont  les  coordonnées 


r»  y, 


Ax. 


y +•  a^-. 


se  réduit  à un  paraliélipipède  rectangle,  dont  lesdimen- 
sont  respectivement  égales  à Aj-,  Ar,  As,  eu  sorte 

<-  = Axajaï, 

et  par  suite 

lim.  w (i  ± ,)  = i,  ,v  — 

Cela  posé  , on  aura 

v-LflJl^=si 

* *o  v y 

Si  l’on  considère  des  coordonnées  obliques  mais  tou- 
jotirs  rectilignes,  en  désignant  par  « le  volume  du  paral- 
lélipipede  qui  aurait  pour  arêtes  trois  droites  respective- 
ment parallèles  aux  axes  des  coordonnées,  et  de  plus 
égales  à 1 unité  de  longueur,  on  trouvera 


'}'(*,  X-,  z)  = fixy'z , 
et  par  suite  te  = n, 

v = afl  fl Jl  a jl„  fl  (Z~z)rlxdy- 

Concevons  maintenant  que  la  position  du  point  dans 
1 espace  se  trouve  déterminée  par  le  moyen  des  coordon- 
nées polaires 

x — X = u,  z = r, 

/ désignant  le  rayon  vecteur  mené  du  point  que  l’on  con- 
sidère à un  point  fixe  pris  pour  origine;  u l’angle  que 
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forme  ce  rayon  vecteur  avec  un  axe  (ixe , ou  plutôt  avec 
un  demi-axe  passant  par  l’origine';  et  0 l’angle  formé  par 
un  plan  fixe  qui  renferme  ce  demi-axe , avec  le  plan  qui 
passe  par  le  môme  demi-axe  et  le  rayon  vecteur.  Les  sur- 
faces de  première  espèce,  c’est-à-dire  les  surfaces  repré- 
sentées par  des  équations  de  larforme 

u = c,  ou  0 = c',\  ou  r — c", 

seront  évidemment  ou  des  surfaces  coniques  droites  à 
bases  circulaires  qui  auront  pour  axe  l’axe  fixe,  ou  des 
plans  passant  par  l’axe  fixe , ou  des  surfaces  sphériques 
qui  auront  pour  centre  l’origine. 

Les  équations  u — o,  0 =o,  r = o appartiendront  eu 
particulier,  la  première  au  plan  fixe , la  deuxième  à l’axe 
fixe,  la  troisième  au  point  unique  pris  pour  origine. 

Cela  posé,  le  volume  représenté  par  ip  (u , 0,  r)  se 
trouve  terminé,  i°  par  deux  plans  qui  renfermeront  l’axe 
fixe,  et  comprendront  entre  eux  un  angle  égal  à u ; 2°  par 
une  portion  de  surface  conique  dont  la  génératrice  for- 
mera avec  l’axe  fixe  l’angle  u;  3°  par  une  portion  de  zone 
sphérique  dont  la  hauteur  est  équivalente  à 

r(  i — cos  a) , 

et  l’aire,  au  produit 

axr[r(i  — cosu)]  = 2*r*(i  — cosu). 

Le  volume  sera  donc  une  partie  de  secteur  sphérique 
qui  a pour  base  cette  zone  et  dont  le  volume  est  en  con- 
séquence 

•j-r.a*-/-*  (i  — cosu)  = •] »rJ((  — cosu). 

Ajoutons  que  le  volume  <J»(u,  0,  r)  sera  au  secteur  sphé- 
rique dans  le  rapport  de  0 à 2ir , d’où  l’ou  conclura 

. . „ , fi  1*  , 

v(  0»  r)  = — -3  r *('  — cosu), 
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ou,  ce  qui  revient  au  même, 


'H"»  &>  r)  = -y  (i  — cosu) 6; 


on  aura  donc 


iV 


d*xj.  (H,  fl,  r) 

dudidr 


= r’sinu, 


et  par  suite 


V = 


r1  sin  udadOilr. 


Dans  ces  dernières  équations , /•  et  R sont  des  fonctions 
des  variables^  u et  0 ; 0 et  0 des  fonctions  de  la  seule  va- 
riable u,  et  ua,  U des  quantités  constantes. 

On  arriverait  encore  à cette  expression  du  volume  V 
en  remarquant  que  l’accroissement  infiniment  petit  du 
volume  correspondant  aux  accroissements  simultanés 
du,  d9,  dr  peut  être  considéré  comme  un  parallélipi- 
pède  rectangle  dont  les  trois  dimensions  sont  rdu,  rsin  udO, 
dr,  et  qui  a pour  valeur  r*  sin  udddr . 
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Réduction  dos  intégrales  multiple*.  Première  méthode  : par  un  change- 
ment de  coordonnée*. 


101.  La  réduction  des  intégrales  multiples  a été,  dans 
ces  derniers  temps,  l’objet  des  recherches  d’un  grand 
nombre  de  géomètres,  parmi  lesquels  nous  nommerons 
seulement  MM.  Cauchy,  Lejeune-Dirichlet,  Liouville, 
Lamé,  Catalan,  Tortolini.  Nous  avons  pensé  qu’on  nous 
saurait  bon  gré  d’exposer  avec  quelques  développements 
la  marche  qu’ils  on^uivie  et  les  résultats  importants 
auxquels  ils  sont  arriTOs. 

La  première  méthode  de  réduction  consiste  à substituer 
aux  anciennes  coordonnées  des  coordonnées  nouvelles 
dont  l’emploi  rendra  l'intégration  plus  facile. 

La  position  d’un  point  dans  l’espace  est  ordinairement 
déterminée  par  trois  coordonnées  rectilignes  x,  y,  a,  pa- 
rallèles à trois  axes  fixes,  ou  par  trois  coordonnées  polaires 
qui  peuvent  être , par  exemple , le  rayon  vecteur  r ou  la 
distance  du  point  à l’origine  des  coordonnées  ; l’angle  6 
que  la  projection  du  rayon  vecteur  sur  le  plan  zy  fait 
avec  l’axe  des  y , et  l’angle  u du  rayon  vecteur  avec 
l’axe  des  x.  Dans  le  cas  oit  les  axes  sont  rectangulaires  les 
coordonnées  polaires  sont  liées  aux  coordonnés  rectilignes 
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par  les  équations  connues 

= /■  cos  h cos  Ci,  s = r sin  u sinS. 
x = r cos  «,  — ’ 

/(H  Daus  ses  intéressants  Mémoires  sur  la  théorie  de 
la  chaleur,  M.  Lamé  a fait  usage  d'un  nouveau  genre  de 
coordonnées  qu’il  a appelées  elliptiques.  Un  point  quel- 
conque de  l'espace  est  alors  considéré  comme  l’intersec- 
tion de  trois  surfaces  dépendantes  chacune  d’un  paramètre 
variable.  Ainsi,  par  exemple,  un  point  quelconque  de 
l'espace  peut  être  défini  comme  l’intersection  des  trois 
surfaces 

x*  r*  z* 

A*  A’  — b2  A*  — C1  ’ 

X 2 J»  s*  _ 

p*  p*  — b*  ft2  — r*  ’ 

X*  Y2  S* 

1 -L 1 =:  | . 

»»  »*  — b2  »*  — c> 

En  supposant 

* < c,  *>c>é,  1 “ > c>  ’ < * < c» 

ces  trois  surfaces  seront , la  première  un  ellipsoïde , la  se- 
conde un  hyperboloïde  à une  nappe , la  troisième  un  hy- 
perboloïde h deux  nappes.  Les  distances  focales  a b,  a c, 
a l/c*  — b*  des  sections  principales  sont  un  élément 
commun  à toutes  les  surfaces  que  l’on  peut  obtenir  en 
faisant  Varier  les  trois  paramètres  A,  p,  v.  Cette  propriété 
a fait  donnera  ces  surfaces  le  nom  d’homofocales. 

En  employant  uneméthoded’élimination  convenable {¥>, 


M.  Jacques  Binet  a donné  . pour  faire  cette  élimination,  un  moyen 
<TauLunt  plus  ingénieux  cl  plus  simple,  qu'il  s'applique  6 un  nombre 
quelconque  d'équations  ; voici  en  quoi  il  consiste.  Considérons /t  équa- 
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CU arriver*  aux  trois  équations 

OCX  = A,«>, 

h y v/ r’  — b'  A*  — i’  l//^  — 4’  b'  — T’ , 

es  l/c*  — /)*  = V/a * — c’  V/ r’  — /**  — r1 , 

qui  donnent  x,  j,  z en  fonction  de  A , f* , v ; et  les  Valeurs 

tions  de  la  forme 


f » £ 

f,-»  + f.-«"""f.-> 

g î_ 

I.—  *"*~£t~-î 

f » c 

f.— s~^£.— > 


-+-  etc.  i , 
-+-  etc.  = i , 
-t-  elc  = i , 


«t  cherchons  les  râleurs  des  n inconnues  £ , »,  . exprimées  au  moyen  de 

C.  îi>  £•>••  >*>  C>  >>■•••  Pour  cela,  posons 

F(XJ  = (*— <0  (*-$)  (x— >)•••» 

_/(xj  = (x_f.)  (x-e,)  (x-f,).... 


La  différence  F (x)  — f[x)  sera  un  polynôme  du  degré  n — t , et  puisque 

dans  la  fraction  -^v-, — le  degré  du  numérateur  sera  inférieur  au 
r (x) 

moins  d'une  unité  au  degré  du  dénominateur,  ou  aura  identiquement , en 
vertu  des  principes  qal  donnent  la  décomposition  des  fractions  ration- 
nelles, 


P <*>—/(«■)_  P («)—/(«)  • F(ê'— /(«)  « 

' P(x)  ~ F'  Oj  X-X  F’(«)  r — S 

^Zhl=SM  1 

— î 

En  faisant  tour  h tour,  dans  celte  équation, 


etc. 


* i3  j x 1=2  £i  » r — £*>•••» 

et  ayant  egard  aux  équations 

, PC»)  = »,  F (6)  ?=  o,  F \y)  ~ 

/(fl)  =»  °.  /(fj)  — O,  J =»  »,  -, 

on  trouvera 
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de  xl,  y *,  z*  satisfont  à une  même  équation  du  sixième 
degré.  En  effet,  en  ordonnant  l’équation 


par  rapport  à 1,  et  posant 

A = x1  -+-  y1  ■+■  z‘  -+-  A*  4-  c', 

B — -+-  c1)  -+-  y'c'  ■+■  z'b*  -+-  A’c’, 

C = b'c’x', 
ou  trouve 

• A6  — Aa<  + Ba*  — C = o. 

Si , au  lieu  de  partir  de  l’équation  de  l’ellipsoïde , on  était 


/(*)  ' /(«)  < /(>)  > 
r'Mf.-«  FWf.-e 

/(•)_!_  /(>)  t 

F'(6)f,-G  F'(y)f,-y 

_J f (6)  i /(y)  t 

F'(6)f,-e 

• •es  équations  sont  des  équations  identiques,  vraies  quels  que  soient 
“i  >>•••>  f,,  f,,--- . Or  elles  so  réduisent  aux  équations  proposées 

quand  on  fait 

/(«)  -• (— f.îO— 

F'(.)-ï-  (— «)(«->).. . * 

,/(6)  _ _ _ re-f.us-f.  )(«-!.) 

p.(6)-  - («-=.)  (6 ’ 

/<>)  = , =_  f.)  (>  — f.) 

f'(»  4 ' (y  *)  (y — €).... 


Donc  ces  dernières  valeurs  rendront  aussi  identiques  les  équations  pro- 
posées, et  sont  les  valeurs  cherchées  des  inconnues  f , »,  . . . 

Pour  revenir  au  cas  des  trois  équations  que  nous  avons  d'abord  consi- 
dérées, il  suffit  évidemment  de  poser,  dans  les  formules  qui  précèdent, 

f = **,  £=**•;  f,  = x\  ?,=/<•,  ?,  = ,•;  « = o,  « = y = c\ 
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parti  des  équations  des  hypcrboloïdes , on  serait  arrivé  à 
la  même  équation  du  sixième  degré,  et  par  conséquent 
X’,  v1  étant  à la  fois  racines  de  cette  équation,  l’on 
aura 

V -+-  -(-  »*  = A,  A>»  -+-  AV  -+-  Î»V  = B,  A>V  = C. 

Or  si  entre  ces  trois  équations  jointes  à l’équation  du 
sixième  degré  on  élimine  tour  à tour  X,  ou  /*,  ou  v,  on 
retombera  sur  les  équations  des  surfaces  homofocales. 

103.  Ces  surfaces,  qui  ont  entre  elles  huit  points  de 
commun,  jouissent  de  propriétés  relatives  fort  remarqua- 
bles. Leurs  plans  tangents  au  point  (x,  y,  z)  ont  pour 
équations 

fi 

A* 

fi 

/** 

X? 


A’  — c’  ' ’ 


A>  — />’ 

«Ç  _ t 

/t**  — b*  c*  — * 

n *£ 


é*  — i 


c‘  — 


= i. 


et  sont  perpendiculaires  l’un  à l'autre}  car  en  appelant 
a,  S,  y ; a,  6',  y'  -,  a",  6",  y"  les  angles  que  les  perpendicu- 
laires à ces  trois  plans  font  avec  les  axes,  on  a 


\ 

cos  ce 

cos£ 

cos?  , 

v v/  y » 

K 

r. 

X 

r 

z ’ 

.•  y ' • 

A* 

A>  — 

A*  — c’ 

st*-  • v 

cos<*' 

oos  S' 

cos?' 

-i»  • 

..V  ~ • v 

. 

X 

r 

Z ’ 

' fU 

♦ ■« 

; % , . 

r’ 

vos»" 

n'  — b' 
cos£" 

cosy" 

• A* 

. éèd  *' 

X 

r 

'.y 

.* 

è*  — »* 

c*  — 

♦ * ■<%- 

T. 


»4 


. * 
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Oi.  les  équations  qui  donnent  jr,  y , z en  fonction  de 
p,  v,  conduisent  aux  identités 


*7“T — 7~ , ■ . 7 — , V/ :=COS«  COS  et  -f-COSomS»  =“  O, 


— 77 , . , ,‘wi, — — r r* — r -=zco$«cos*  -f-co sCcOSC'  -4- etc  r:Ot 

A*»*  (Ji’-ftMf** -»>)  (A’-c1)  r»-^' 


x’ 


r* 

Ti*- *■) 


■f-  rv  — — r=cos*'cos«"+cosC'cos»''-)-etc.  — O . 

(c*  -,*) 


En  vertu  de  ces  identités,  les  cosinus  des  angles  que  font 
entre  eux  les  plans  tangents  étant  nuis,  ces  plaus  sont 
perpendiculaires  entre  eux.  Il  en  résulte  qu’uue  surface 
horaofocale  coupe  normalement  toutes  les  surfaces  des 
deux  autres  systèmes. 

Considérons  en  particulier  un  des  ellipsoïdes  représenté 
par  l’équation 


En  un  quelconque  M de  ses  points  passent  deux  hyperbo- 
loïdes,  l’un  à une  nappe,  l’autre  à deux  nappes,  ayant 
les  mêmes  foyers  que  cet  ellipsoïde,  tels  que  leurs  plans 
tangents  * étant  toujours  perpendiculaires  au  plan  tan- 
gent de  l’ellipsoïde,  ils  se  coupent  suivant  une  courbe 
à double  courbure , dont  le  plan  osculatcur  soit  toujours 
normal  à l’ellipsoïde  proposé.  Soit  M'  un  point  de  cette 
intersection  voisin  de  M et  situé  sur  un  second  ellipsoïde 
qui,  infiniment  voisin  du  premier,  ait  pour  paramètre 
).  -f-  c/À  ; appelons  riyS  l’élément  MM',  et  d^x,  d\jr,  dKz 
ses  trois  projections  sur  les  axes.  Il  est  évident  qu'en  pas- 
sant de  M à M',  u et  v restent  constants,  et  que  A est  la 
seule  coordonnée  elliptique  qui  varie.  On  aura  donc,  en 
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dill’érentiant  par  rapport  à X les  trois  équations  qui 
donnent  x,  y,  z eu  fonction  de  X,  »,  v, 

bcdKx  ~ ^ > r/  , 

,,  . y— r A»/>— b’l/b'—  .»  . 

bd\j  V'cl—b'  = — -J:— ^ 

. -y** 


rrfxî  f/ c‘ — 6*  = 


i)/f 


*1/7’  — 


l/V  — r- 
et  par  suite,  toute  réduction  faite, 

\/a  6*  I/a1—  c* 


rfA, 


rfx.1  = 


rfA. 


Pareillement  si  l’on  désignait  par  c/,5  les  éléments 
des  courbes  d’intersection  de  l’ellipsoïde  avec  l’byperbo- 
loïde  à deux  nappes,  ou  de  l’hypcrboloïde  à une  nappe 
avec  l’ellipsoïde,  on  trouverait 


(luS  — 


\Z>T^  ft‘  \/ p'  — ,* 
— b1  X/c'—  /*' 

, 1/a1  — ,>1/^»  — 7* 

(7|.f  IZZ  % r» 


l/ — r1  t/c*.— . »* 

. V • 

Toutes  les  courbes  dont  d^s,  d,s  sont  les  éléments,  et  sui- 
vant lesquelles  iin  même  ellipsoïde  est  coupé  par  tous  les 
hyperboloïdes  homofocaux,  ne  sont  autres  que  les  lignes 
de  courbure  de  sa  surface.  Eu  ellel  ( Calcul  différentiel , 
n°  198),  l’équation  des  lignes  de  courbure  de  l’ellipsoïde 
dont  les  axes  sont  X’,  X’  — b *,  X*  — c*,  est 

X (e1  — b‘)  dj  rh  — f’yrfirfi  b'idxdf  = o,  ^ 

ou,  en  divisant  par  djndydz, 


ai  a , 


CALCUL  INTÉGRAL. 


ou 


x N, 

dx)' 


Quand  on  chemine  sur  une  des  courbes  dont  dys  est  l’é- 
lément 4 A et  v sont  constants,  (avarie  seul,  et  l’on  a 


x __  x n y y /**  — b' 

dx  dHx  dft'  dy  d^y  fttlu  ' 

Z Z fl1  — c’ 

dz  d„z  ftdu 

Or  ces  valeurs  substituées  dans  l’équation  des  ligues  de 
courbure  la  rendent  identique,  donc  les  courbes  dont 
dus  est  l’élément,  forment  un  système  de  lignes  de  cour- 
bure de  l’ellipsoïde;  il  en  est  de  même  des  courbes  tl,s, 
pour  lesquelles  on  a 

xx  > y y »’ — b’ 

dx  d,x  de  ’ dy  d,  y irfi  ’ 

z z ►’  — (’ 

dz  d,z  tdt  ’ 


expressions  qui  rendent  encore  identique  l'équation 


'~h^Tx- 


dy 


dz 


Il  reste  donc  prouvé,  en  vertu  de  ce  qui  précède,  que 
toutes  les  surfaces  homofocales  de  deux  quelconques  des 
trois  systèmes  rencontrent  normalement  une  surface 
courbe  quelconque  du  troisième  système  et  tracent  sur 
elle  toutes  ses  lignes  de  courbure. 

104.  Quelquefois,  aux  trois  surfaces  que  nous  avons  con- 
sidérées on  substitue  des  variétés  de  ces  surfaces,  la  sphère. 
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par  exemple,  à l'ellipsoïde;  les  deux  cônes  obliques  à base 
elliptique  aux  deux  hyperboloïdes.  Dans  ce  cas,  en  appe- 
lant rie  rayon  de  la  sphère,  ou  son  paramètre  , b et  c>ô 


i > b . 

deux  constantes,  p.  et  v < b < 
S c 


c ueux  autres  para- 


mètres variables,  on  aura  les  trois  équations 


-h  X'  + 


dont  les  deux  dernières  représentent  les  cônes  asympto- 
tiques des  hyperboloïdes  à une  ou  à deux  nappes.  Les  deux 
cônes  et  la  sphère  formant  un  ensemble  de  surfaces  or- 
thogonales, les  coordonnées  x,jr,  z sout  liées  aux  coor- 
données r,  ft,  v par  les  équations 

bcx  — rftt,  • • 

by\/e'  —t'  - - rV'u'^b'  V'b'  — >% 

CZ  \/ c * — i1  = rl/ c*  — 1 [a*  c1  — r1. 


Nous  montrerons  bientôt  le  parti  que  Ton  peut  tirer 
de  la  transformation  des  coordonnées  pour  la  réduction  de 
certaines  intégrales  multiples. 

Mais  auparavant  rappelons  en  peu  de  mots  les  formules 
générales  qui , dans  le  calcul  intégral , servent  au  chan- 
gement des  variables  indépendantes. 


♦ 
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DIX-HUITIÈME  LEÇON. 

« 

% « 

Cou  linua  lion  de  la  leçon  précédente.  — Formule  générale  pour  la  trans- 
formation des  \ aria  blés  dans  les  intégrales  multiples. 


105.  Supposons  d'abord  qu’il  s alisse  d’uue  intégrale 
double  , 

f/Vdxiiy  = J'f  F (x,  y)dxdy, 

« 

et  qu’aux  variables  indépendantes  x,  y on  veuille  subs- 
tituer deux  nouvelles  variables  t et  u,  dont  x et  y soient 
des  fonctions  déterminées.  On  commencera  d’abord  par 
voir  ce  que  devient  la  fonction  U = F (x,  y'),  puis  on 
calculera  le  produit  dxdy  de  la  manière  suivante,  x,  y 
étant  des  fonctions  déterminées  de  t et  de  u,  en  représen- 

, , - j i , , . , . „ dx  dx  dy  dy 

Uni  par  x. , x.,,y,  ,yn  les  derj  vees  partielles— , — , ~ , — - , 

on  aura 

dx  — x\dt  +•  Xu  du,  dy  — y’,dt  -y  y'jdu. 

On  sc  tromperait  évidemment  si,  pour  obteuir  le  produit 
dxdy,  on  multipliait  entre  elles  ces  deux  valeurs,  car 
dans  l’intégrale  double  donnée  les  deux  variables  x et  y 
étant  indépendantes,  y doit  rester  constant  quand  on  dif- 
férentie  par  rapporta  x;  la  différentielle  dx  suppose^ 
constant,  et  pour  I obtenir  il  faut  nécessairement  faire 

* 
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^=o;ona  ainsi 

dxz=  x\dt  -f-  xudur  o = /,<*t  -hjidu; 
en  éliminant  du  entre  ces  deux  équations,  on  trouve 


Si  l’on  substituait  cette  valeur  dans  l'intégrale  double  et* 
qu’on  éliminât  à la  fois  .r  et  u,  ce  qui  est  toujours  pos- 
sible, elle  deviendrait  fonction  seulement  de  yel  de  t. 
Dès  lors  ces  deux  variables  devraient  être  indépendantes, 
l'existence  de  dy  supposerait  dl  nul , et  1 équation 

jty  — y i -+■ du , 

réduite  momentanément  à dy  — y Udu , donnerait  la  va- 
leur «le  dr.  et  nar  suite  de  dxdy.  Par  cette  translorma- 


lc  produit  dxdy  est  déjà  calculé  en  vertu  de  ce  qui  pré- 
cède ; reste  à déterminer  ~ et  -r-  en  fonction  de  * et  do  U 

<tx  ay 

s fonction  de  X et  de  y est,  par  rapport  à t et  «,  une 
fonction  de  fonction  ; ou  aura  donc 

(il  dz  dx  <lz  dy  * 4jpj 

///  t dy  dt 

ou 


’O 


INTÉCHAI. 


r.ALCT 


De  cfis  deux  équations  on  lire  facilement  les  valeurs  de  V 


ffdtdu  \/(x  y'u  — x'u/t)'  •+■ 

106.  Passons  à l'intégra 

j f.f /*'  A ‘h  * =»’  * 

Aux  varrablos  x,  J,  z on 
variables  t,  ti,  e,  liées 
données.  En  désignant 

pt/Baj  z]  les  dérivées  partielles  , —,  . . 

■ " _ ‘ " '*?,  '■■  , ) . , * 

W ...  rU  = X,  dt  + xudu  ■+-  x.  di, 

dye=  y’,  ilt’- 1-  y» du  - y,  dv, 
dz  ~~zi  dt  -y-  zm  dit  +•  s.  dv. 

Pour  obtenir!»  valeur  du  produit  dx  dy  dz,  dans  lequel 
4-,  y,  z sont  considérés  commoidi  blés  indépen- 

dantes, on  calcule  1 
y et  Z constants,  c'e 
détermine  ainsi  dx 

-4 y * * . *jI 

équation* 


aux 


on  aura 


x[Ht  -f-  a\yiu  * ' 

, ; • . 1 , U 

t\  dt  -4-  t jdt*  • " */«•, 
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■ '*  1 f W j 

eiiti-e  lesquelle»  ou  élimine  facilement  du  et  tW.  On  trouve  , 1 


decette  manière 


, r!*  . , y‘tz«  — ^Xu 

du  = -7^-7 — r dt,  dv  = , jj-  "<> 

1 * J*  / 


»■* . .y 


•r/ 


. <-  *r)+* (*:■*' dt.  ’ fr.  ■ 

- • !TT.  • .yU-+rX  . , Nt  , 


S 


Celte  valcflr  rdnienaM  le  produit  dxdydz  aux  variables  ' *.■ 

/,  y,  z,  on  trouvera  dy  eu  faisant  dt  = O,  dz  — o.  ce  ’ J 

• i L'^kdÊÊr!  * &•••'  * 

qui  donne  f*  • - ' — v 

• rfy***»* ■ im**<*\ 

* -îwk. 


> dy~  rfyu  -=t-  r ’ * ; «*—  *.  du  rt-  «C  dv. 


pF  . » • * Menant  daiis  la  ^lcur  de  dy  celle  de  qui  est * 

il  viendra 


m-, 

è 

§*• 


. J»2»  T •*  , 

==  - ^ *«. 


i*  * ■ 

••I  • 


e * *k  ..  ' ‘ f ^ . 

Enfin  les  variables  ac  tuelles  étant  7,  u et  z , pouf  obtenir  ^ -ta 


l < 


» dz , il  faudra  fajre  dt  ==  o,  r/«  =•  o,  et  l’on  aura 

/-  y A \ ■émébMHB  ' ‘ 


r/r  = zj  dv. 


Multipliant  entre  elles  les  valeurs  de  dx,  rfy,  dz,  Sri  , 

• ■ changera  l irilcgrale  triple  / / / V dx  dy  dz  eii 

/ J[J\dtdud»\x j (yX *«).+y<î2W»*  v *■ 


* . Si  V était  égal  à 1,  ou  si  l’intégrale  triple. donnée  était 
simplement  / /'/  dx  dy  dz.  elle  deviendrait 

j://dtdiut>[x'l (.r^W -r X)  * >*w)  + * 


>é*  % 


» ' i07.  Ces  formules  de  Iranslbanatioii  on  t été  employées  / y/ 

» • j^übord  par  Euler,  en  1769,  puis  MU*  Lagrange  en  1773.  . •_  * .* 

La  démonstration  que  nous  venons  d <11  donner  d après 


F,*:* 


407.  Ces  formules  de  transformation  ont  été  employées.  J v* 


aiB 
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Mu  Lacroix  laisse  beaucoup»  désirer.  On  n'avait  d’ailleurs 
étudié  jusqu’ici  ce  changement  de  variables  que  dans  le 
cas  d’une  intégrale  double  ou  triple,  il  restait  encore  à 
donner  et  à démontrer  rigoureusement  la  formule  géné- 
rale de  transformation.  Cette  lacune  a été  remplie  tout 
récemment  par  M.  Jacobi  d’abord,  puis  par  M.  Catalan. 
M.  Cauchy,  à ma  prière,’  s’est  aussi  occupé  du  tpètoe 
sujet;  et,  comme  toujours^  la  méthode  qij’il  ^ suivie  est 
remarquable  par  sa  précision  et  sou  élégance.  Pour  bien 
comprendre  ce  qui  va  suivre,  rappelons-nous  que  la  valeur 
de  l’une  quelconque  des  n inconnues  déterminées  par 
les  n équations  du  premier  degré  .*  ’ - , 


. ’V  * 1 • 

aax 

-4-  . . . t — XQ, 

4» 

■a.Jt  -4-c.s 

-1-  h,f  f =»*i , 

B 

1 

, . « ï 

,*4-., -4- A»—, r = éi_v,  . \ 

* 

# * i , . <4  , . . 

t • „ 

- • 

, celle  de  l'inconnue  x,  par 

mule  symbolique 

[b-k){c 

exemple,  est  donnée  par  la  for- 

. ♦ 

X)  (c  — b)..^h  — A).... ,V<  — g) 

"J>  — a)\c  — a !...(*• 


dans  laquelle,  après  le  développement , on  doit  remplacer  • 
les  exposants  o,  i,  a , B par  des  indices.  La  seule  iu- 
spection  de  cette  formule  prouve,  i°  que  le  dénominateur 
commun  des  valeur»  des  inconnues  est  indépendant  des  » 
< termes  constants  kot  k,,...,  k«-,  a°  que  le  numérateur  de  .. 
chaque  inconnue  se  déduit  du  dénominateur  commun  en 
, remplaçant  les  coefficients  de  cette-  inconnue  par  les 
» -quantités  constantes  i„,  A,,  if,....  * , ’ 

, ■ Si  l’on  représente  par  la  notation 

* ' i 

* ' » , * ' 


9. 


I. 

. * 


• - 
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la  somme  qu'on  obtient  quand  au  produit  a0i,c,... 
pris  avec  le  signe  on  ajoute  tous  ceux  qu’on  en  peut 
déduire  à l’aide  des  échanges  opérés  entre  les  indices 
o,  1,  a,  3,...,  n — 2,  n — 1 , chacun  des  nouveaux  pro- 
duits étant  pris  avec  le  signe  -|-  ou  le  signe  — , suivant 
qu’on  le  déduit  du  premier  à l'aide  d’un  nombre  pair  ou 
d’un  nombre  impair  d’échanges  successifs,  le  dénomina- 
teur commun  D sera  égal  à la  somme 

£ ± nab,r,.  . 

et  l’on  aura 

• # _ £(±^0  6,c,. 

£ ( ±o„  b , c, . . .g„_,  , ) ’ 

* 

Si  les  constantes  A,,  A,,.  . . , A„_,  étaient  nulles  , on  aurait 
évidemment 

x — -(  — b' • •«»-> ^*-1  ) 

uab,  A„_,  i’ 

108.  Cela  [>osé,  considérons  l’intégrale  d'ordre  n 

S =///--F(jf, /,*,.•  -,t)d*dydt..  <lt=J ff.. Wdxdydz... Ht, 

et  supposons  qu’il  s’agisse  de  substituer  aux  variables 
Ji  •*»•••»*  d’autres  variables  £,  r,,  r liées  aux  pre- 
mières par  les  n équations 

* f ° (Cs*  Çi  * . • » r)>  y — * J ,(f , s , 4»  * T)i 

2 — y»  (£>  s,  ç,  - . . 5 t),  . * . f t — , s,  c>  • . . > r). 

Admettons  que  dans  S on  intègre  en  premier  lieu  par 
rapport  à x , on  devra  alors  regarder  y,  z,. . t comme 
constants  dans  les  équations  données  qui  renfermeront 
ainsi  n-f-i  variables  r,  x;  et  en  les différentiant 
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on  trouvera 

dx  = D çxdi  -|-  D>xrfif  4- ...  4-  D^xdt, 
o = D çydt+  T>tydi,  H-..  DT/rfr, 


o =;  D çtdS  4-  D/rfï  4-... 4-  D rldr. 

et  par  conséquent , si  l’on  fait 

L = 2(±;  DjxD^D^z. . . D^f), 

M = ï(±  D.^D^z DTr), 


on  aura 


Par  suite 

S 


///...  VLdt 


dydz.  . . dt 

Si  ' 


En  considérant  maintenant  y comme  seul  variable, 
z,. . .,t  comme  constants  , on  trouvera 

dy  = Dtyd>,  4-  4-... 4-  DTjrrfr> 

o — Ti^zdri  4~  4“  • « ■ 4" 


o = 4-. . . . ■ • • 

et  en  posant 

N = S ± D^z. . .Dt/, 

, _ N , dy  _ rf, 

dn  — -dy,  M - N , 

S = ///•  • - UL d(d. 


D T'dr, 


dz dt 
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on  aura  donc 


D’ailleurs  la  dernière  des  sommes  L,  M,  N doit  évi- 
demment être  remplacée  par  l’unité;  car  si,  par  exem- 
ple, on  considère  seulement  trois  variables  x,  y,  z , après 
les  deux  systèmes  d’équations  qui  ont  donné  d £,  dn,  on 
obtiendra  l'équation  suivante 

dz  — D ^zdz,  dz  — NrfÇ, 
de  laquelle  on  tire 

dz rfÇ 

N — i ’ 


Donc,  après  avoir  éliminé  toutes  les  variables  x,jr,  z 
on  aura  définitivement 


S = ///. . .UL rffrfxrfÇ. . . dr 

= ///•  • -ÏMMirfÇ. . .DTf 

= ///. . . . rfrZ(±D{/0D,/, . . .D 

Pour  obtenir  la  somme  du  second  membre , il  faut  per- 
muter de  toutes  les  manières  possibles  les  variables 

J)  tl) 

109.  Scolie.  x,  y,  z,...,  s étant  n — i variables  fonc-  ■* 
lions  de  n — i autres  variables  |,  ff,  on  aura, 

en  vertu  de  ce  qui  précède , 

dxdydz.  ..dsz=  X D^z...Drs)d(  did£... dr. 

Supposons  maintenant  que  ces  mêmes  variables  x,y,...,s 
soient  fonctions  de  n autres  variables  q,  r, 

r étant  lui-mème  une  fonction  dépendante  de 
déterminée  par  l’équation 

K1®»  y » — °> 


Digitized  by  Google 


t 


32U  CALCUL  INTÉGRAL. 

1 désignant  une  nouvelle  fonction  de  jj,  «,  £,•••,  »,  ?• 
Dans  l’expression 

ï(±DfxD,jDf3...D(ri) 


il  faudra  remplacer  l’uu  quelconque  des  facteurs  ~ 

parla  somme  ^ -4*^  ^'^renl’ant>  Par  rapport 

à X,  l’équation  f = o,  on  a 


dt  dtdr  _ __  ih  __  _ DJ 

dX  + lrdX  °’  Dxr  ~ dX~  DTf’ 


et  par  suite 


f/A 


dp  dt 
dr  dx 


= D»/i  + DT/»Dxr  = 


n n D*f 

Dx  P~D,Pbrr 


Mais  puisque  X est  fonction  de  x,y,  z, . . . . , t,  on  aura 
aussi 


Dxf  = D^fDxx  -+-  DrfD* y -f-  D,  f Dxz  -t-. . . Dt  fD*f  ; 

r 

en  substituant,  ou  trouvera  que  l’expression  dxdydz..  .ds 
doit  être  remplacée  par  l’expression 

5i-[ï(±DfzD,/Dj2 D rt). 


On  arrive  ainsi  au  théorème  suivant  : si  les  n variables 
x.y,  z,...,  t,  fonction  de  n autres  variables  £,  r,  t, 
sont  liées  entre  elles  par  l’équation 

f(x,  y,  z,.  . .,/}  = o, 


on  aura  necessai rement 


dxdydz.  . . dt 
Dt  f 


= ï(±DfxD„rD^...DTt) 


d(  ...dt 

iï,i 
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Exemple  : Si  les  variables  £ , r,,  £, , r étaient 

liées  aux  variables  x,  y,  z, , t par  n équations  li- 

néaires 

l = a„x  -|-  b„y  -+-  r„z  . .-t-  n0t, 


t = a„_,x  -h  b,_,y  -t-  r„_,z  -| -f- 

on  aurait 


tlxilydz.  . . dt 

” Ibt 


— — T±(a„b,e,. 


il  £riidÇ...rlT  _ didn..  .dr 


l)Tf 


l)Tf 


Si  de  pim 

({x,  y,  z,...y)  — x'-\-y\..+-t'—  i = (’  -f-  t'-h  1, 


il  viendra 

D,  f = a t,  D-rf—  2 t, 

rirdrdz.  . dt  (b  d*  dÇ  • . • dr 

t T 

110.  Voici  en  peu  de  mots  comment  procède  M.  Cata- 
lan. Admettons  que  les  variables  £,  n,  r sont  liées 

aux  variables  x, y,  z, . . . , t par  les  « équations 

f o “ o,  — o, . . y"n»i  ~ o, 

et  supposons  que  dans  fi  on  intègre  en  premier  lieu  par 
rapport  à x;  on  devra  alors  regarder^,  z, . . . , l comme 
constants  dans  les  équations  données,  lesquelles  renfer- 
meront /*  — t—  i variables  £,  >!,  Ç, r,  x,  et  si  l’on 

prend  £ pour  variable  indépendante,  on  aura,  pour  dé- 
terminer rlx  en  fonction  de  «/£,  les  n équations 

D ,f„dx  -+-Dç  f,dg  -f- . . . -t-  Dt  f0  dr  =d  o, 


b,  i dx  -f- 1).  di  !)■>/,_,  dr  ~ o. 
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qu’on  peut  mettre  sous  la  forme 

ID  Xfadx  -t--D  *fadn-\ -+-  D*  f0  dr  = — Dçf0dç, 

• -v • 

Djfn-idx  + D„/„_,rf* -H . . ’+T>-rfn-,<Ir  = — Dj/._irff, 

et  qui  donneront  pour  dx  une  valeur  de  la  forme 


En  substituant  cette  valeur  dans  S et  employant  les 
équations  données  à éliminer  x,  r,,  Ç, , T,  S sera  ex- 
primé au  moyen  de  n variables  j',  z,. . . , t et  Ç.  Si  l’on 
veut  maintenant  intégrer  par  rapport  à y,  on  devra  con- 
sidérer toutes  les  autres  quanti  tés  comme  constantes,  c’est- 
à-dire,  en  répétant  le  raisonnement  ci-dessus,  que  dy 
sera  donnée  en  fonction  des  nouvelles  variables  et  de  dri 
au  moyen  des  n équations 

(*)  D*/o  dx  -H  D,  f0  dy  -t-  Du  /o  dit  -H Dr/o  dr  “ o, 


D ,fn_xdx-y  D, /„_,<//  4-  D,/L, . . .-4-  DT/._,rfr  = o, 
que  l’on  peut  écrire  comme  il  suit 

Hx/o  dx  -t-  Djfa  dy  -4-  D*  fa£ t = — D»  f0di, 

D» + 1);/».,^)'  + . . . + DT^i_i dr  — — D»  ,/i_i d*. 
On  déduira  de  ces  équations 
’ 

continuant  de  la  même  manière , on  verra  que  l’on  sera 


(*)  Quoique  dx  n'évanouisse  avec  d( , quand  on  suppose  £ constant, 
on  (lifTéreolie  par  rapport  à x,  à cause  des  variables  n,  t que  x ren- 

ferme implicitement. 
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«a! 5 

enfin  conduit  à résoudre  le  système  suivant 

D tf0dr  -+-D Tf0dy  -+-D  ,f0dt  -4-  DT/B  dr  =r  o, 

D//i_i  dy+. . 'fr -4- Ut  TL,  A-  = o, 

I 

que  l’on  pourra  écrire  comme  il  suit 

D ,f„dx  -+-D jf„dy  -+- . . . 4-  1),  f0  dt  — — Dr  /o  dr , 


D,yâ_,  dx  -4-  Dr/,_,  dy  - 1-  . . . -I-  D,yi,_I  dt  — — DT,/i_t  dr. 


et  qui  donnera 


dt  ~ 


N,_, 
jj  " rfrî 


donc 


...  , . D0  N,  IV, 


Nt, 


Mais  cette  expression  peut  être  considérablement  simpli- 
fiée. En  effet,  pour  obtenir  le  numérateur  N,,  il  Hit 
de  remplacer  dans  la  valeur  de  D,  le  coefficient  de 
dy,  D^f,,,  par  le  coefficient  de  dr j,  D„f0,  entrant  dans  la 
même  équation  ; il  résulte  de  cette  observation  et  de  ce 
que  l^HInominatcur  commun  ne  change  pas  quand  les 
secouas  membres  des  équations  linéaires  varient,  que  le 
numérateur  N,  est  égal  au  dénominateur  relatif  aux 
équations  , 

D,  f„«t  -+-  D,f„  a I -H.  . I, 


Drf,_,»o  •+•  -H  . . . -4-  — |. 

Or  ce  dénominateur  est  le  même  que  celui  du  groupe  (i), 
donc 

N,  = D„. 

T.  ii.  i5 

r 
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On  trouverait  île  môme  que 


Ni  = N„_.  - D,_„ 

1 

donc 

et  par  suite 

N 

firrf/ riz.  . .fU  — ( — l Y d(  tir,  f/Ç . . . rfr. 

Hl.  On  peut,  à laide  d’une  règle  empirique  très- 
simple,  retrouver  cette  formule  de  transformation.  Ob- 
servons pour  cela  que  l’on  déduit  N„  de  D0  en  remplaçant 
le  coefficient  de  tix  par  le  coefficient  de  tic  ; donc  puis- 
que le  dénominateur  commun  ne  dépend  que  des  coeffi- 
cients du  premier  membre , et  nullement  du  second 
membre,  non  plus  que  de  la  dénomination  des  incon- 
nues, on  peut  dire  que  N0  est  le  dénominateur  commun 
relagf  aux  équations 

d£  -+-  D»  f0  tin  + M-tfc,  tir  — i , 

ds  -+-  d »yi_,d«  -+-... -t-  DTyi_,  tir 

tandis  que  D„_,  sera  celui  tpii  correspond  aux  systèmes 
d’équations 

f h./ô  dx  + ï)rf,  dy  -t-  • . • -f-D,y„  rit  =x  1 f 

D*/,-,djc-hDyfK_ldy -h .-f-D ,/n_,dt=  1. 
Dilfércntiez  donc  chacune  des  équations 

,fo  ——  o , f,  “ o , . . . , y,.,  = o , 

en  regardant  comme  indépendantes  toutes  les  variables , 
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égalez  à zéro  ou  à une  constante,  la  par  lie,  qui  dépend 
des  anciennes  différentielles  ; et  à zéro  ou  à une  cons- 
tante la  partie  relative  aux  nouvelles  différentielles;  vous 
aurez  de  la  sorte  deux  groupes  de  n équations  chacun. 
Dans  le  premier  groupe  entreront  comme  inconnues  les 
différentielles  des  variables  primitives,  et  dans  le  second 
les  différentielles  des  nouvelles  variables;  si  vous  désignez 
par  D le  dénominateur  pour  le  premier  groupe  et  par  A 
le  dénominateur  pour  le  second,  vous  aurez,  pour  la  for- 
mule de  transformation  cherchée, 

D dx  dydz.  ..dt  — zfc  sdç  dqd'  . . .dr. 

On  emploie  le  double  signe  au  lieu  de  ( — i)“  parce  que 
les  dénominateurs  D,  A pouvant  changer  de  signe  sui- 
vant l’ordre  dans  lequel  les  équations  qui  servent  à les 
former  auront  été  écrites,  il  est  impossible  de  décider  le 
signe  d’avance.  Dans  chaque  cas  particulier  l'indétermi- 
nation cessera.  On  a d’ailleurs 

I)  = ï(.±  IV*0D D, 
a = S(±  Df/,D,/t  . 

Si  les  anciennes  variables  sont  données  en  fonction  des 


nouvelles  explicitement  par  des  équations 


= 


on  trouvera 


et 


f , , . . . , 


D = i. 


r._„ 

■vj* 


jfc  : 
•v . 

♦ 


Axdydz.  . .rit  = Si  zt  D. jrD.jr . . Dni)dl-dti.  . .ilr, 
comme  par  la  méthode  de  M.  Cauchy.  0 


a • 
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Continuation  de  la  leçon  précédai  te.  — Réduction  des  intégrales  mul- 
tiples à l’aide  d’un  changement  de  coordonnées. 


112.  Ier  Exemple  ; Considérons  l'intégrale  double 

/»<*>  ,.<* 

I F(«e x + a'y,  Çx  + G'y)dxdy. 

J — oc  J — 00 

Si  après  avoir  posé 

ax  +-  *'  y — i,  Zx  + C'y  = *, 

et  résolu  ces  équations  par  rapport  à x cl  h y,  on  substi- 
tue à dxdy  sa  valeur  calculée  d’après  les  règles  que  nous 
avons  données  pour  le  changement  de  variable  indépen- 
dante, on  trouvera,  en  désignant  par  h la  valeur  absolue 
l/(ab'  — a'S)*  de  la  différence  aS'  — a'ê, 

J J F (ax  -I-  a' y,  Cx  ■+■  C'y ) = j X-ooX-oo^'^’ 
ou  plus  simplement 

J * l’1*  V(«x  + »’y,  Cx-+-Cy)=~  j ^ f jP(x,y)dxdy. 

Supposons  maintenant  que  l’on  remplace  les  variables 
x,  y considérées  comme  représentant  des  coordonnées 
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i-cctangulaires  par  les  coordonnées  polaires  r et  «al  aide 
des  formules  connues 

x — rcosu  = ru,  y = raina  = rv, 

il  viendra 
■»  m r co 


/ / ”f  l («  cos«  4-  «' sin  «)r,  (ffeosa  4-  C'sin  u)r\nlnlu 

J O J O 

■ f*  îHr  /* 

= _ I I F(rcos  a,  rsin  u)rdrdu, 

K J O J O » 

et  eu  faisant 

(v  =r  [ («  cos  a 4-  «'  sin  a)*  4-  (C  cosa  4-  S'  sin  «)*  ]• , 
ik  r 09  y./*cosa4-*'sinu  Ccosa4-f'sina\  re~'drdu 


«•  j ip* 


Mais 


doue. 


— - I j /(cos  a,  sina)c_W/  f/« . 
k J a J o 

r * 

j re~'dr  sr  i ; 


■m  a.  cos  a 4-a'sin  « f cos  a 4-  C'  sin  a N rfa 


« • 


J 5»  ,{  CL  Cl 
. /(- 


tV  / <v* 

1 

= 7 / /(cosa,  sin*)f/«. 

" ./O 


Si  l’on  supposait  les  coelficients  «,  a’,  ë,  ë’  assujettis  à 
vérifier  les  conditions 

a*  ê*  = i,  «'*  4-  6'*  = ij  *«'4-  =:  o. 

ou  aurait,  par  suite, 

k — i,  w — (cos *«  4-  sia’a)’  = i , 
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r * 

(b)  / /"(«  cos«  -f-  «'  sin»,  5 cos  a -+-  C'sinw)  du 

/2t 
/(cm u,  sin  u)du, 

Jo  f(3V  +«'v,  Cv  -£'x)du  = J"  /(v,  \)du. 

113.  arat  Exemple:  Considérons  en  second  lieu  l’inté- 
grale triple 

J — a J — ac  J — oc^1  “-r  "+*  *"•»  C-r  -)-  £ y -t-  C"*,  yx  -+-  y' y ■+■  y"z)dxdydz 

* Si  après  avoir  posé 

«Jr-f  «>  -+-«"î=|,  Û+C'/  + ?|=,,  + 

* = V/ («»'?"  — «'"y'  -I-  œ'C"y — «'«y  " -+-  «"Cy'  — «"Cy")*, 

on  calcule  dxdydz , on  trouvera 

,,  « oo  _ ce 

j J ^ J -f-  « j,  £x  -f-  a y y-Cz,  yx  -+-  y' y ■+-y"z')dxd ydz 

= vt./_œ  ./_»  J_  J(«.  /_„/_,  t)dxdydz. 

• 

Supposons  maintenant  que  dans  cette  dernière  formule 
on  remplace  les  variables  x,  y,  z considérées  comme  re- 
présentant des  coordonnées  recta ngulaires  par  des  coor- 
données polaires  r,  u,  0 , à l’aide  des  formules  connues 

M 

•r  = rcosu,  y = r sin  u cos  0,  z = r sin  u sin  6, 
que  l’on  peut  écrire  comme  il  suit 

x = or,  y — vr,  : = wr  , 
en  posant,  pour  abréger. 

u — cos  h,  v =;  siiw/  eos6,  w — sin»  sin  5, 
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on  trouvera  *t 

>5»  />ir  ç 
O 


f i f Ff(<tu  4-«'v4-»"w)r,  (bu  4-£/v+C"wV,  (yu+  y'v4-  yBw)r]r*sin  udrdudû 
J o J o J o * 

i es»  /'ff  /’  ® ”, 

= - I I I F(ur,  vr,  wr)  r*  sin  udr  du  dO. 

* J a J n J o * 

Si  d’ailleurs  dans  cette  formule  on  prend 
alors,  en  ayant  égard  à l’équation 

• 

4-  / r*eT'dr=  i, 
et  posant,  pour  abréger, 

«•  = [(au  -f-  «’v  4-  <t"w)’  4-  («u  4-  f'v  4-  C"w)’  4-  (>u  -J-  y”v  4- 
on  aura 

'»  P r«u  + «'v4-a"w  bu4-f'v-+-€"w  yu  4-y'v4-y"W]  sin  « dudO 


■]: 


l ^ a»  /*  ? 

= -r  I f / (u,  v,  w)  sin  tuiud'j. 
* J O J O 


Si  l’on  supposait  les  coefficients  a,  a',  a",  ë,  o",  6", 
y,  y',  y"  assujettis  à vérifier  les  conditions 

a*  4- e>  4- y*  = I , 4"^'* 4“y/s  — I , a"*  4- •"14-y,,'=  i , 

4-  b’©’”  4“  y'y"  — o,  «"«  4-  4*  y ’y  “ o, 

«té  4~  b£r  4"  yy'  o, 

on  aurait,  par  suite, 

k = i,  te-  = i, 


(B)  / / /(«U4*'v  4-«"‘w,  (Tu  4- 5'v  4- VV|  yu4y,v4y"w 

. ■ o ,/  o 

• , < / a»  / ir 

= / / /K  V,  w) 

.'O  .'O 


. ) sin  tidudO 


sin  udud'i. 
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Si  les  coefficients  a,  a',  a",  etc.,  satisfaisaient  seulement 
aux  trois  dernières  conditions,  alors,  en  posant 

P=(*‘- t-ffM-y*)*,  /=(«'■  4- G’ 4- y'*).’,  ?"=(«"’+  £"*4-y"*);, 
on  trouverait 


Æ = pf'p",  «'  — (f-’u*  p''v*  -4- 

Si  la  fonctioh/^x,  y,  z ) sc  réduisait  à une  fonction  J\x) 
de  la  seule  variable  x , on  aurait  simplement 

/*  Int  /•w 

I /(«  cos  « 4-  «'  sin  u cos  6 4-  *"  sin  u sin  6)  sin  uduM 
O J O 

/'  00 

= 2»  I /[(«*  -4-  a'*  -4-  a"’)’ cos  «]  sin udu. 

J O 


Cette  formule  a été  donnée  d’abord  par  M.  Poisson  en 
1819. 

Si  dans  l’équation  (A)  ou  pose 

/t*.  *,.)=£  /(£), 

les  valeurs  de  P,  Q étant 

r = (x*  '-4-  .y*  -4-  *’)’ , 

P = hx-yky  4-/z,  Q = (ax>  4-  by*  4-  rz‘  -4-  2i-/.yz4-  2«x4-  2/rr  )v, 

pour  satisfaire  aux  conditions 

a.'  a."  -4*  4“  y 'y"  — o , « * 4-  £ 0 4-  y*  y « o , 

aa*  4-  «G  4~  yy  o, 

qui  expriment  en  réalité  que  les  trois  nouveaux  axes  des 
coordonnées  sont  perpendiculaires  entre  eux,  il  suffira, 
de  prendre,  pour  a,  6,  y,  •*•>  a',  6',  y',  a';  a",  6",  y",  /, 
trois  systèmes  de  valeurs  a,  ë,  y,  a,  choisis  de  manière  à 


a 
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vérifier  les  équations 

ai  -h  /•  -+-  ey  ft -{-  bC -h  tly  f«+rfo4-cy  _ 

• = 

« « . 

et  correspondants  aux  trois  racines  de  l’équation  en  s , 

s){b  — s)(c  — s)  — d'{a  — s)  — e'{b  — s)—f'{c—s)+idcf—o. 

Alors,  en  effet,  les  trois  nouveaux  plans  coordonné» se- 
ront parallèles  aux  trois  plans  diamétraux  principaux  de 
la  surface  du  second  degré 

• ox*  4.  b y'  + ci'  -+-  2 dyz  ■+■  leix  -+-  jfxy  = k, 

et  par  conséquent  rectangulaires. 

Supposons  d’ailleurs  que  les  équations 

ax -\-/y -k-cz  = K, /x  + by  -ydz  = y,  ex  -+-dy  + cz  = z,  . 
étant  résolues  par  rapport  à x,  y,  z,  donnent 
x z=  ax  -f-fy  -I— ea,  y — fx  -+-  by  4-  Ai,  z pze\  -4-  dy  -4-ci. 

Enfin  nommons  P,  Q ce  que  deviennent  P,  Q quand  on 
y remplace  x,  y,  z par  u,  v,  w,  et  posons 

D = {abc  — ad'  — bc'  — cf'  -+-  idef )*, 

K = (a h'  -4-  b*3  -t-  cl'  -t-îdAf-t-  2«//i  -f-afAA)*, 

on  tirera  de  la  formule  (A) 

J ‘a*  c*  / P \ sin  ududO  ix  f * . si  nudO 

. J.  fW  -!■  - ~ ^ PB  À /(E °“-)  PS5- 

Considérons  le  cas  particulier  où  l’on  aurait 

k — o,  l = o,  b = c,  d — e—y  — o , 

on  aura  * 

V = hx,  Q = [ax'  ■+■  b(y‘  + a*)]*,  P = brv  = hremu, 

A' 

Q =(acoà*u+  Asin’/t)*,  P = b\/a,  K — h l/a  =:  , 

K « 
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• et  par  suite 

rr  r /mu»  "jsin  ndudO î*a’  /3'  /'*  ^/icosu.  tin 

J o J o Lacos’u-f-èsin’ir)*-!  cos3“  h*b  J o J o^\\/a  ]co»’u<i 


lldudO 


*)* 

et  en  effectuant  l’intégration  par  rapport  à 3, 


udu\/  cos’w 


h coS  u , 

sin  udu  ica' 

rv 

o 

( h cos  « ^ 

sin  udu 

L(fl  cos  ’«  -F-  b sin 

cos  5«  b j 

V J 

cos }« 

de  cette  dernière  équation  on  tire  facilement 
sin  «du 


/'»  ècosu  “1  suuu/n  i /■*  ,/Acos u\  . 

/ / ; ; I -,  = — — = / / — — Isinz/n'/i, 

v *>  L(acos,u-t-6sin,«t)îJ  (<icos’«-l-6sin,u)*  b\'aJ«  \ vn  J 


et  l'on  en  conclurait,  en  posant  cosu  = x, 

/’ •+•*  ( hx  ) dx  i z1-*-*  / hx 

i ([(a  — ijx1  ; [(a  — ÆJx'-t-è]!  b\/ a J-w-i  ^ i/o/ 

Qu  déduirait,  de  cette  dernière  équation,  des  théorèmes 
fort  remarquables  sur  la  transformation  des  fonctions  el- 
liptiques. 

114.  3me  Exemple  : Considérons  l’intégrale 

s = //^rv/1+(*),+(*)’ 

qui  donne  l’aire  d’une  certaine  surface  courbe 
/(x,  y,  z)  — o. 

Si  aux  coordonnées  rectangulaires  x,  y,  s on  substitue 
les  coordonnées  polaires  r,  u et  6,  à l aide  des  équations 

x=rcos«,  y = r sin  a cos  6,  * = rsin«  sin®, 

l’équation  de  la  surface  deviendra 

F (r,  /),  ,/)  = o, 
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cl  l’aire  curviligne  sera  déterminée,  comme  nous  l evons 
vu,  par  l’équation 

S = ff<tu  rfcl/X'  + Y’  +■  ZS 


dans  laquelle 

X = /i,zu  — X u*e>  Y — Iéjru 


*„•*!»  ^ — x0.Ëu  0- 


On  a d’ailleurs 

x'u  — r'u  cosu  — r sinu, 

xj  =s  r^cosu,  » 

= ri  sin  u cos0  -H  rcosu  cosS,  ' . 

j'g  = rj  sinu  cosâ  — r sin  « sinO, 
zi  = r'u  sin  u sin  0 -+-  r cosu  sinO, 
zj  = sin  u sin  6 ■+•  r sin  u cosô, 


et  par  conséquent 

X = r*  sin  u cos  6 -t-  rri  sin  ‘u, 

Y = rr'e  sin 6 — (ri  cosu—  rainu)rsinu  co»6, 
Z — rri  cos®  ■+■  (*V  cosu  — r sin  u)  r sin  u sinG, 
X*+  Y1  -h  Z ’ = r3  [r^  -h  (r1  -+-  ri’)  sin’u]. 

Donc,  en  faisant 


R — V/ri'  -h  (r1 -h- r'*)  sin’u» 

on  trouvera 

S J JTLrdudO.  k • 

Faisons  l’application  de  cette  formule  très-simple  à 1 el- 
lipsoïde 

x ’ rx  s1  dÿc 

« r’  K Ah’  -+-  Bv»  h-  O’ 

a 

en  posant 

A ~ b’c’.  Il  — aV,  C = ' u’i’, 

h = cosu,  v =sin«ms*i,  w =sinusinC. 


* 
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On  a,  dans  ce  cas , 


— <7éc(Bcos’«  + C sin 'a — A)  sinu  cos  0 

(Au*  -)-  Bv1  4-  Gw’)ï 

— abc(  C — B)sin*«  sinOcosfi 
(Au1  4-  Bv1  4-  Cw’)> 


et  par  suite 

,, <j*è1c’[A,cos,«4-  (B  cos’S-t-Csin’G)  sin’u] 

r“  (Au*  4-  Bv’  4-  Cw’)5  ’ 

„ , . (A’u’4-  B*v’4-C,w,)ï 

R = nbcsmu- 

(Au>  4-  Bv1  4-  Cw’)r 


Si  l'on  veut  obtenir  la  surface  entière  S de  l'ellipsoïde,  il 
faudra  intégrer,  par  rapport  à u,  entre  les  limites  oet  7t; 
par  rapport  à Ô entre  les  limites  tt  et  — ït;  on  aura  donc 
définitivement 


S = a'b'c1 


sin  u du  dü 


(Au*  4-  Bv’  4-  Cw')ï  ’ 


Eu  appelant  N la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  de 
l’ellipsoïde  sur  le  plan  tangent,  on  a 


N =- 


» b'c ' 


jx 1 /’  s*  'r(A,u,4-B’v,4-C,w,)': 

\ 7*  + b * + 7* 

>4.  a'b'c » 

(A1!)’  4-  B’v’  4-  C'w’)’  = — ; 


d’ailleurs 


, . — — abc 

V Au1  4-  Bv’  4-  Cw1  = ; 


donc , eu  substituant , 


J'"*  r3  tin  u du  dO 

_»./ü  s ■ 
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Il  est  facile,  comme  nous  le  verrons,  de  réduire  l’inté- 
grale double  du  second  membre  à une  iutégrale  simple; 
mais,  pour  mieux  mettre  en  évidence  certaines  propriétés 
reinartjuables  de  l’ellipsoïde , nous  lui  ferons  subir  une 
nouvelle  transformation.  Appelons  a,  6 deux  nouveaux 
angles  ou  deux  nouvelles  coordonnées  polaires  liées  aux 
anciennes  x,  z par  les  trois  formules 

x — a cos*,  y = b six»  « cos  C , z — c sin  a sin». 

Le  point  déterminé  par  ces  équations  appartiendra  évi- 
demment à l'ellipsoïde  , car  on  a 

a’cos’a  />’  sin’  * cos c’  sin’asin’î 
— ~ + ? = 

on  aura  d'ailleurs 

x^— usina,  O,  ,*■ 

y'^  — b cosacosC,  y’g  = — 6sin»sin(T, 
z'x  = c cos*  sin  S,  z'f  — csin*cos£, 

et  par  conséquent,  en  posant,  pour  abréger, 

$ — cos  *,  i)  = sin*  cos»,  Ç=sin*sinC, 
sin*,  Y = aeiisin*,  Z = — abt,  sin«, 

l/X7  + ï>+Zr=  sina  \/ W H- B,1  -+-C41, 

S = r j sin  * di  <&>/ KV  -h  -+-  CÇ> , 

J — tr  Jo 


les  limites  des  variables  a,  6 sont  évidemment  les  mômes 
que  celles  des  anciennes  coordonnées  u et  0. 

F,n  désignant  toujours  par  N la  perpendiculaire  abais- 
sée du  centre  sur  le  plan  tangent,  on  aura 


N = 


abc 


U. 
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S = abc  f ! 

J -T  J O 


* sin  a.  (la  dô 

"N  * 


La  comparaison  de  cette  valeur  de  S,  avec  celle  que  nous 
avons  obtenue  plus  haut 


S=f  / 


* r3  sin  u du  df) 
N ’ 


conduit  à quelques  résultats  intéressants.  Pour  les  mettre 
en  évidence,  cherchons  d’abord  les  relations  qui  lient 
les  coordonnées  «,  c,  aux  précédentes  r,  u,  6;  ou  les 
coordonnées  »?,  £ aux  coordonnées  c,  v,  w.  On  a à la 
fois,  comme  nous  l’avons  vu, 


x — ru,  y — rv,  z — nv, 
* = «î,  y — z = <?Ç, 

et  par  conséquent,  en  faisant  toujours 


A — B = o’c’,  C = a*br , 


ul/A 

V/Au>  4-  Bv'-t-Cvv’  ’ 

ni 


vl/B 

l/ Au’-f-  Bv"  + CwJ 



l/o’fM- è V-h ’ 


c- 


w — 


iv|/C 

V/Au*  -f-  Bv1  -f-  Cw’ 

cÇ 

l/ a’f‘-h  c’ 


Si  l’on  pose 


a'1  = b’  cos  'C  -+■  c'  sin  ’£, 


et  si,  après  avoir  pris  le  quotient  - , on  remplace  c,  v,  w 


par  leurs  valeurs,  on  trouvera 

a cos  a , c _ 

cosu  — — - — , tangv=r  - tangb. 

1/  n*  cosJ«  «'*  sin  ’a  " 

w * , 

Puisque  les  variables  u et  0 sont  indépendantes,  en  dilfé- 
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dix-keuvikmè  i.eço*.  aSg 

\ 

rendant  cos u,  on  devra  regarder  6,  et  par  suite  a , comme 
constant.  On  aura  dès  lors 


sin  « du  = 


cos  4 sin 1 *)J  ’ 


en  dilfércutiant  f équation  qui  donne  tangO,  on  trouvera 
de  même 

,19(\  4 tang’6)  = ^(l  -+-  tang’6)df, 


et  plus  simplement 


bcdC 
dO  = — r. 


1 » 


On  tire  des  équations  qui  précèdent 

abcsmidadÇ  ♦ 


sin  u du  d6  =r 


(<i,£,4èV4e,Ç,)« 


AaV-fBiv+Cr^- 

\uJ-4-  v -t-  w — ....  . — $»,*  + cÇ’ 

= («,î,4  6V4c*  £’)*, 


n’é’c* 


-+-  Z>V  4 cJ£’  fl1*1  -+-  h*  4 cÇ’ 
abc 


(Ad*  -t-  Bv’  4 Cw*)i 

r*  sin  « </«  df  — abc  sin  « rf«  r/£. 

Ein  intégrant  les  deux  membres  de  celle  équation  rcmar- 
ipiable  entre  les  limites  correspondantes,  qui  sont  o et  rr 
pour  u et  a,  — ,îT,  4-7:  pour  0 et  S,  on  aura 

/■»  e+»  , . , „ / * /’-*-«  n143c3sinurfttrftf  . , 

I I r3  sin  u du  d6  = I I : :=z^\abct 

J o J—  * do  •' — r (Aa*  -H  Bw’  4>Cw*)v 

#m-«  /■»  si nududi  4X  43 

J--T  Je  (Au* 4 CV» 40*)*  AvBlct’ 

Celte  intégrale  définie  , donnée  d’abord  par  Poisson,  se  > 
déduit  facilement  de  la  formule' générale  du  n"  Mdi 

Comme  les  limites  des  variables  or,  6 sont  celles  des  va- 


< * 
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riablcs  u et  0 , on  a 

1 * sin  ttdu.  rlC 


, r * /'  * sin  <ttl*  tU  r*.  r " sin  u du  c/d 

„ abcJ-«  J o —*r-  = abcJ-„Jo  n * 

et  par  conséquent 


J'»  r^smududQ ^ /*»  /'«sin adadC 

— m J o N « J — Tt  J O 

On  tire  de  cette  équation  une  conséquence  fort  remar- 
quable. Appelons  à , //  les  deux  grands  axes  de  l'ellipse 
que  l’on  obtient  en  coupant  l’ellipsoïde  par  un  plan  paral- 
lèle au  plan  tangent  dont  N exprime  la  distance  au  centre  ; 
d’après  les  propriétés  bien  connues  de  l’ellipsoïde,  on  a 


abc=a'b'H,  N = 

a b 


et  par  suite 


S = f f a'b'  ûnadmdG, 
a' 


: — sin  * du  dZ , 


et , en  intégrant  entre  les  limites  — ît,  -f-  7t;  o,  tt, 

•«  rf1  S 
1 o 


su: 


4- 


Cette  équation  exprime  que  la  somme  des  éléments  super- 
ficiels d’un  ellipsoïde,  divisés  respectivement  paries 
aires  des  sections  diamétrales  parallèles  aux  plans  tangents 
de  ces  éléments,  est. égale  à M.  Chasles  adonne  une 
démonstration  purement  géométrique  de  ce  théorème. 
115.  Si  pour  transformer  l’intégrale  triple 

V — SS  f(ix  d*  dz’ 

on  avait  recours  au  système  de  coordonnées  polaires  dé- 
terminé par  les  équations 

x — reosii , jr  — csin  « cosO,  z = r sin  a sini, 
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on  trouverait,  comme  nous  l'avons  déjà  vu, 

V = S S Sr'  ®*n  u 'Wdr, 

et,  en  intégrant  entre  les  limites  o et  r. 

V ==  -j  fjr'  sin  u rluttO  ; 
dans  le  cas  de  l’ellipsoïde 


x’  r’ 

r-  — 

a 1 b 1 


»* 

■?=  '* 


24 1 


'hr îrfiz*;. 


abc 


(Au’-t-Bv’-t-Cw1)!’ 

et  par  conséquent,  en  intégrant  entre  les  limites  — 'ir, 
-j- 1. , o et  77 , on  aura,  pour  le  volume  entier  de  l'ellip- 
soïde, 

y /’>  /■*  a3b3cs  sin  h du  <10 

J— * Jo  3(Au1-t-Bv,-t-Cw’)î 

ce  volume  est  d’ailleurs,  comme  nous  l’avons  vu,  égala 

i nabc  -,  donc 


r r— 

J — CT  J o (Au* 


sin  utludb 


4*  __  4* 


(Au*  -4- Bv’  -t-Cw1)*  a'b’c’  A=  B^cl* 

On  retrouverait  de  celte  manière  la  valeur  de  l'inté- 
grale définie  du  premier  membre.  On  pourrait,  au  con- 
traire, partir  de  la  valeur  déjà  connue  de  cette  intégrale 
pour  calculer  le  volume  V = \iuibc.  Ce  volume  s’obtient 
encore  immédiatement  à l’aide  des  nouvelles  coordon- 
nées polaires 

x = a cos«,  y = b sin«  cos?,  * = r sin  « sin?; 

T.  11 . 16 


. 9.  r 

Digltized  by  Google 


u4rJ  CALCUL  INTÉGRAL. 

on  trouve  en  cilèt 


= 7 / " / Hdudi  = i /'  / — i %abc. 

J — % J O J — Tl  J O % 

116.  Considérons,  pour  quatrième  exemple,  les  mêmes 
intégrales 

s = /;Vterf/v/,  + (|)V(|)V 

V = f f J'I-rrlrdz, 


qui  donnent  l’aire  et  le  volume  d’une  surface  courbe; 
mais  substituons  cette  fois  les  coordonnées  elliptiques 
r,  p,  v aux  coordonnées  rectangulaires  x, y,  z.  Désignons 
par/,x^,j^,  Zp  j /■',  x^,  j',  a,'  les  dérivées  partielles 
de  r,  z,  prises  par  rapport  à p et  à v,  et  posons 


x = y>u- 


z.r., 


Y = s’a:'  — x' z'  , 

* P * M 


Z=x,y‘ 


' y» 


on  trouvera 

S — J j'itud.  l/X*  ■+•  Y*  -h  Z‘. 
En  difl’érentiant  les  équations 


et  perfant,  pour  abréger. 

\/r'—b'  =m,  \/b^ 7*=„, 

■k‘<  ' 


■j 
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r»  , r/é  -4-  ui  rf 

~ Te  ' X'  ~~  Te 


«43 


—ÿ 

bVc'—  b ' \ m 


= ;ï7^(w';-;4  = 

T>  , r.K  w‘ + 'r,n’ + '•(/“’  — ’■)]. 

mney  r* — »’  r ’ 


Z = 


Y = 


— r>-,  - »■(#•*  - »*)]. 

pqcy  c‘ — 6* 


X = 


mnpqbc 


Et  si , après  avoir  réduit  ces  trois  expressions  au  même  dé- 
nominateur, on  fait  la  somme  des  carrés  X*,  Y’,  Z%  il 
viendra 


S = f jrrtpd,  + 


ntnpff 


u étant  toujours  compris  entre  b et  c,  et  v étant  toujours 
plus  petit  que  b,  on  obtiendra  la  huitième  partie  de  l’el- 
lipsoïde à l ’aide  de  l intégrale  définie  (*) 


S = £fbCrdp,/,  + - (S~  .n 


mnpq 


(*)  Nous  donnerons  plus  bas  et  avec  plus  do  généralité , dans  la  ïg™0 
leçon,  le  moyen  do  déterminer  les  limites  correspondantes  des  varia- 
bles *,  ï, s,  r,  fi  et  ».  Nous  montrerons  que  les  limites  o et  i pour  />, 
h et  c pour  i répondent  réellement  au  cas  où  l’on  veut  avoir  la  huitièmo 
partie  de  l’ellipsoïde. 

16. . 


Diginzed  by  Google 


CALCUL  INTÉGRAI.. 


'-*44 


Le  cas  le  plus  simple  est  celui  où  la  surface  donnée  est 
une  sphère  ; le  rayon  r étant  alors  constant , on  a 


et  en  désignant  par  S'  la  surface  entière  delà  sphère,  elle 
sera  représentée  d’abord  par  ^r.r* , et  ensuite  par  huit 
fois  l’intégrale  qui  précède,  intégrale  qui,  dans  ce  cas, 
se  réduit  à 


(fâ‘  — >')  <l u lit 

l /ft‘  — b'  \/b'  — f>  l/c>  —p'  l/c’  — »’ 


En  égalant  ces  deux  valeurs  d’une  même  surface,  on 
trouvera 

b F ’)dfldt  *■ 

J O J b \/ fl’  — bl\/ b ’ F*  \/ c’  fl’  j/ C*  F*  ^ 

I)e  sorte  que  l’intégrale  définie  du  premier  membre 
est  la  huitième  partie  d’une  sphère  d’un  rayon  égal  à l’u- 
nité. Celte  intégrale,  donnée  d’abord  par  M.  Lamé,  a été 
vérifiée  par  M.  Poisson , et  démontrée  géométriquement 
par  MM.  Chasles  et  Terquera. 

1 17.  Passons  à l’intégrale  triple 

V = J'J'Jdx  dydz. 

On  jait  par  la  transformation  des  intégrales  que,  si  r,  u,  v 
sont  trois  nouvelles  coordonnées,  liées  aux  anciennes 
.r,  y,  z , par  les  équations 

dx  — « i/r  -t-  £ i lu.  -f-  y dt, 
dy  — u’  dr  -t-  V d/t  y'  dt, 
dz  = a "dr  -J-  C'dft  -f-  y'dt, 

l’intégrale  triple  devient 

V =±  fffcl y(  - W)  + C"(y'.  - -C')]rfoV/r. 

Dans  le  cas  particulier  qui  nous  occupe,  en  vertu  des 


î 
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équations  qui  lient  or,  y,  z à r,  fiy  v,  on  aura 

ftvdr-h  ndu  -f-  rfcdt 


245 


dx 
,ly  = 
>h  = 


bi/c'  — b'  \ 

■ 


bc 

( mndr  H /jurf/t 


c\/  c'  — •/)' 


pr/dr  — - r/t  <![t 


- =»*> 


et  en  comparant  ces  valeurs  à celles  qui  précèdent , 


a 

. il 

» rr 

C = Fc’  V 

ru 

~ Fc* 

mn 

y -v- 

n rjt 

• 

//i  n 

1 

fl 

m by/ c 2 — b2 

y — 

n bV'c'  — b'' 

PU 

€"  = - 

u n* 

v"  — — 

P r’ 

1 

P» 

£ 

1 

P cl/c’  — i1 

U c\/c 1 — 

on  aura,  par  suite, 

-,  M -PU  r>(“’  — »*) 

“ (y’  “ _ *■)’ 

«/  , , v Wl7  r*“’ 

C (y  . _ 

»,  -,1  nP  r v 

v 

E11  faisant  la  somme  de  ces  trois  expressions  et  réduisant , 
on  trouvera  définitivement 

v _ P P fl>’  — >')rV/rrft»rf. 

~~~  J J J mnpq 

Une  première  intégration,  faite  par  rapport  à r entre  Il- 
limités o et  r,  donne 

v — J.  f /V  ~ 

'JJ  . ««/„/ 


• • ' 
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Dans  le  cas  d'une  sphère,  r csl  constant,  et,  pour  obtenir 
son  volume  entier,  il  faut  effectuer  les  intégrations  entre 
les  limites  b c te  pour  fi,  o et  b pour  v,  et  multiplier  par 
8 ; on  trouve,  de  cette  manière , 


V=i"‘  = i'\U 


l>  r c (pt’  — ,’jrf^f/i 


innpr/ 


/•&  PC  'ypp  — sr 

J o J b \/ — b 1 \/ b ’ — »’  l/ r’  — "jâ’  c1  — >’  2 

Ce  mode  de  transformation  s'étend  avec  facilité  au  cas  où 
l’on  conserverait  les  trois  coordonnées  elliptiques  X,  p,  v, 
liées  à JC,  J,  z par  les  équations 


>14»  l/v—  i'l/V  — \ /b‘  — t 

Te'  •>'  = 


by/r’  — b * 
y/  y — <■’  v / < ■ — / “ 1 l/  r’  — 

ry/'e’  — tr 


En  posant,  dans  ce  cas, 


y/y  — b'  z=g. 

l/V  — c’  — A. 

y/fp—  b ’ :=  f. 

V/  c’  — jk.’  = A, 
1 

y/b'-’1- 1, 

V/  r’  — »”  = /«, 

on  aura 

jamIà  -4~  X*tlu  -f- 

Xfu/t 

— il 

/'  (VaWa  dft  giidt  \ 

( — h'— — J-  I, 


b y/1  c1  - — b 7 \ 

I / kmxrfx  Imifulu  hk  r dt 


r^/t’  — A' V /j 


tu  y 
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cl  par  suite 


v = te’ 


hk. 


» y =- 


» v 


t/  V/7-6’ 

hk. 


ch\/ ’c2  — b’  ck  \/  c*  — 6*  cmÿcj  — C* 

m"(yC 

'V  c,{c*—b,)hil 

r»,  . , \ _ , ')kmi 

C (y  - - .y)  = ÏJc-,ZTb’)-gTl' 

_ (y  —fi')hkl 


"{•'?  — *«')  = 


e*(c*  — b‘)gim  ’ 


la  somme  de  ees  trois  expressions,  ordonnée  par  rapport 
à X‘,  fx*,  v*,  sera 

+ ^ (,>  — y)  + ,4  (A»_  ) 

g bikini  ’ 

et  en  remarquant  que  , 

a4(^*  — — A*)-|-.*(A»—  f,’)z=(X’  — f,’)  (y  — *’)(a'  — 

on  trouvera  définitivement,  pour  le  volume  V, 

On  obtiendra  le  volume  entier  de  l’ellipsoïde 


r' 


A1  A’  — b'  A’  — 


en  intégrant  entre  .les  limites  o,  b pour  v;  b , c pour 
«',  X pour  y,  et  multipliant  par  8 -,  ce  qui  donne 

v = h /’  * r r (*•  -*’)(*• -'■h*’ -ji), rfA  ^ 

.'<>  ,'Jl  Jf  "bikini 
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Ce  volume  d’ailleurs  est  égal  à i,tXl /l'  — b'  l/X*  — cr; 
on  aura  donc 

. i*r.  t __ 

J o J b Je  gnfAtm  6 

Telle  est  la  valeur  que  M,  Lamé  assigna  le  premier  à l’in- 
, tégrale  triple  du  premier  membre.  M.  Poisson  a vérifié 
depuis  l’équation  qui  précède. 

118.  Nous  avons  pensé  que  l’on,  verrait  avec  plaisir  la 
démonstration  géométrique  que  MM.  Chasles  et  Ter- 
quem  ont  donnée  de  l’équation 

t'b  l'C  (ft* f’)rfltrf»  t 

J o J h \/\  — »*)  (r* — f1) 

Si,  comme  nous  l’avons  vu(n°  103),  après  avoir  fait  croî- 
tre X de  rfX,  de  manière  à donner  naissance  à un  second 
ellipsoïde  infiniment  peu  di lièrent  du  premier,  on  prend 
à chaque  point  M de  la  surface  du  premier  ellipsoïde, 
l’épaisseur  d^s  de  la  couche  comprise  entre  cette  surface 
et  celle  du  second  ellipsoïde,  puisqu’on  multiplie  le  rap- 
port ~ par  l’élément  superficiel  dw  = d^sd,  s du  premier 

ellipsoïde,  la  somme  J dm  de  tous  ces  produits,  éten- 
due à la  huitième  partie  de  la  surface  de  l’ellipsoïde,  sera 
donnée  (n°  103)  par  l’équation 

J tr/*  ■=  b ^ - 1,1  ^ “ CJo  Jr,  (<?.  _ j(c* L_  — »*  )‘ 

Or,  en  exprimant  — en  coordonnées  rectangulaires,  à 

l’aide  de  cette  observation  bien  simple  que  d^s  est  l’élé- 
ment infiniment  petit  de  la  normale  à l’ellipsoïde , et  que 

, , . tir.  t! a 

quand  À varie  seul  — ~ — -,  on  trouve 
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• dyS  »/f!.  -L* . **  * 

A V A-t  (A1  — 6*)*  (A '—C'Y 

N étant  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  sur  le  plan 
tangent  à l’ellipsoïde;  donc 

I f'üda. 

J (iyS  X J 

Mais  j'^ieirà  est  évidemment  le  triple  du  volume  de  1 el- 
lipsoïde et  ce  volume  est  égal  à 


donc 


} tta  1/a*  — b*  v/a>  — c*, 


Nrf«  = .Ît1/(  a>  — b')  V\  V - c») 


, , i'!>  pc  (f*'  ~~  t*)dudt 

= 81/ A*  V^A*-C*  Jo  Jh 


et  par  conséquent 


I'  i>  i'c (/  — , 

7o  J b — b') (c*  — /)(6r—  >)(c*  — »>)  — :,r‘ 

119.  11  est  un  système  de  coordonnées  qui  renferme, 
comme  cas  particulier , le  système  ordinaire  de  coordon- 
nées polaires,  ainsi  que  les  coordonnées  elliptiques  de 
M.  Lamé,  et  dont  l’emploi  conduit  à quelques  transfor- 
mations remarquables.  Désignons  par  rie  rayon  vecteur 
mené  de  l’origine  au  point  (x,  jr,  -s)»  par  u et  Q deux 
angles  variables,  par  m et  n deux  constantes  positives 
assujetties  h vérifier  l’équation 

m1  +-  «’  = 1 ; 

on  pourra  poser  * 

r sin  u\/ 1 — m ' sin  *tb  y ~ r cos  « cos  f,  : = rsie  i — 0'  sin 
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on  aura 

*>  -4-  y'  -H  *’  = r',  . 

et  les  trois  coordonnées  x,  y,  z détermineront  complè- 
tement la  position  du  point  dans  l’espace.  En  substituant 
dans  l’équation  x*  -f-  y*  -f-  z'  — r*  pour  x,  y,  s leurs 
valeurs,  et  ayant  égard  à la  relation  m*  + n*  = i,  on 
trouvera 

sin’«  (i  m*sin*5) -4- cos*cc  cos ’fl-t-sin  *6(j — «*sin,a)=  i. 

Pour  calculer  à l’aide  de  ces  coordonnées  une  étendue  sy- 
métrique par  rapport  aux  plans  coordonnés,  et.  circons- 
crite par  une  surface  que  les  plans  coordonnés  divisent  en 

huit  parties  égales,  on  donnerait  o et^  pour  limites  aux 

angles  u et  0.  L’hypotlièso  de  r constant  ramènerait  au  cas 
où  la  surface  donnée  est  une  sphère.  Si  cette  surface  de- 
vait être  un  ellipsoïde 


et  si  le  point  (x,  y,  z)  devait  se  trouver  sur  celte  surface, 
on  devrait  poser 

x = nsini/V/i — m‘  sin  > 
y — b cos  u cos  -, 
z — c sinô  1/ 1 — n * sin  ’w. 

Si  l'une  des  quantités  n , rn  s’annulle,  l’autre  devra  être 
égale  à l’imité  ; si  par  exemple  on  fait  m = o,  on  aura 
n — i,  et  par  suite 

x=rsinu,  y — rcosucosG,  z = r sin  « sin  il-, 

c’est  le  cas  des  coordonnées  polaires  plus  communément 
j#iiploy<’es. 
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Celle  même  hypothèse  de  m — o,  « = o,  donnerait,  dans 
le  cas  d’un  ellipsoïde, 


x = a sinu,  y = b cos u cos 6,  * = c sin  9 cosu. 


Nous  avons  dit  que  ce  système  de  coordonnées,  dans  le- 
quel x,jr,  z sont  exprimées  au  moyen  de  r,  u,  0,  m et  //, 
peut  se  ramener  ausystèmede  coordonnées  elliptiques.  En 
effet,  désignons  par  p une  quantité  comprise  entre  b et  c, 
par  v une  quantité  plus  petite  que  b < c,  et  posons 


rot’  , » = b sin  u,  b = ne, 


c'  —b‘  = e*//i*  ; 


comme  on  aura 

m * -(-  «’ 


/«  et  /;  vériGeront  la  condition  voulue.  En  substituant  les 
valeurs  de  p*  et  de  v*  dans  les  équations 


brx  = ru>, 

by  1/  <*  — A*  — rï/^t* — è’t/é1  — >*,' 
fî  l/e’  — 6»  = rl/c*  —«'l/c*  —7% 


on  retrouvera,  après  des  réductions  faciles,  les  équations 

.r  = rsinul/i  — /«’ sin’îi, 
y — /•  cos  u cos 0, 
z = r sin  S 1/ 1 — u’  sin  ’u- 


S’il  s'agit  encore  d’un  ellipsoïde  dont  les  trois  axes 
À,  f() .),  f().)  soient  tels  que  l’on  ait 

il  sera  représenté,  dans  le  système  de  coordonnées  r,  «, 
0,  m et  n,  par  les  équations 

a- = A jin  n l/ 1 — m’sin’8,  y =/(*).csosu  ros®, 
z = Wa)  sin  t \/i — /»’ sin’n»  « 


2»2  CALCUL  INTÉGRAL, 

en  posant  dans  ces  équations 

/(a)  = I/a* — b1,  f(A)=  V/a*  — c't 

et  remplaçant , comme  nous  venons  de  le  faire,  u et  0 
par  [i  et  v,  on  retrouverait  les  équations 

’ = A ,u>,  by\/c * — b'  = 1/a*  — b1  X/fS  — b' \/b'  — ,‘ , 

cz  1/  c‘  — b * = 1/a"*  — c'1/c1  — n'\Zc'  — 

120.  Cela  pose,  employons  le  système  de  coordonnées 
déterminées  par  les  formules 

x = r sin  «1/ 1 — m1  sin  *5, 

Y = rcosa  cosfl, 
z = rsinfl  \/ 1 — n*  sin 
a la  transformation  de  l’intégrale 

s =Xf**  'J'  +(s)'+ ($)'• 

Si  l’on  désigne  par  x,'„  J,!,  zi,  xj,  y's,  z't  les  dérivées 

partielles  des  variables  x,  y,  z prises  par  rapport  à u et  fl, 
et  qu’on  pose 


x — s'byu,  Y=x'0z'„  — x,>',  Z = x'Bx'„—x'uj-'h 

1 intégrale  transformée,  si  l’on  suppose  r constant,  de- 
viendra 


on  a d’ailleurs 


= fjdu/ISV^X’  Y’  -t-  Z* 


r cos  « V/t  — m*  sin  xj  = 

— r sin«  cosflf 


fB  = 


r/i'sinu  cosm  sin  9 


«’sin*// 


rm*  sin  u sin  9 cos  9 

l/ 1 — /«*  sin’fl 
— r cosu  sin 9, 

r cos  9 IA  — «‘sin’/i» 
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ut  par  conséquent,  en  ayant  égard  à l'équation  identique 

i — m ’ sin’0  — a’  sin’u  = m ’ cos *8  -f-  a’cos’a, 

et  réduisant, 


^ r’  sin  u ( m ’ cos’fl  -+-«’  cos  ’«)  1/ 1 — ai’  sin  ’8 

\/ 1 — ai’ sin’9  i — a’sin  ’« 


Y = — 

Z = 


Ww*  cos’  8 -+-  a*  cos ’«)  cosa  cosG 


\f  i — ai’  sin  ’Ol/i  — a>  sin  "a  ’ 
r’sin8(ai’cos’fi-t-n’  cos  *u')\/ 1 — a’  sin  ’a 
\/ 1 — «i,sin,6\/'i  — n*  sin’u 
ai*  cos’ 6 n’  cos’  a 


O1  m ’ cos’ 5 -H  a’  cos’  a 
. ; - > 

i — /a’  sin’SV/  i — a’  sin’a 


Comme  nous  avons  supposé  r constant , S représente  né- 
cessairement une  portion  de  la  surface  de  la  sphère;  on 


«r* 


obtiendra  la  huitième  partie  de  cette  surface  — - en  pre 


nant  l’intégrale  entre  les  limites  o et  on  aura  donc 


r t , 7«’cos’â-(- a1  cos’a 

/ / - du  dd 

do  Jo  1 — ai’ sin ’0  K i — a*  sin’a 


cette  équation  peut  encore  se  mettre  sous  la  forme 

w r 

i’1  j -j  | — /«’  sin  ’fi  — M’  sin  la  , „ x 

/ / — - __  ■-  = —=n  du  tti=z  -, 

do  do  \/ 1 — ai*  sin  ’&K  l — a’  sin  ’n 

• ^9  ' * 

«■t  renferme  le  célèbre  théorème  de  Legendre  sur  les  fonc- 
tions elliptiques. 

En  posant  eu  effet,  suivant  les  notations  de  l’illustre 


« 


a54 
géomètre , 


on  aura 


/; 


CALCUL 

f 

m 

Vr 

- m’sin’6 

rt 

r - 

1 10 

J 0 1 

— m * sin: 

sin  ’ udu 

\ 
§•  î 

C*  *•* 

1 

1/ 1 — m’ 

sin'O  ‘ 

= —7  [F(/«,  — E(m,  &)]• 


Cela  posé,  l’intégrale  dont  il  s’agit  se  décomposera  dans  les 
suivantes 


T rt 

1 /•  t» 


dudO 


. = F »#)  F (n), 


rr y 

J o • 0 y/ 1 — m*  sin  ’(t  \/ 1 — n'  sjn  ■>« 

/'  /’ a m’ sin’GrfSrfw  , ,r  , , , ,, 

/ I .-7:-. . .--7- ;7-rj=  = F(ff)[F(w) — Epi)], 

i/o  i/o  y 1 — sjn  1 — /*’  sin  %u 

rr  * 

n’  -1  «’  sin  ‘aduM  . , 

: ,r-  1 ■■;■•=  = F (m)[F  («)  - Km  J, 

0 ki  — m' sin  ’u  k 1 — u’  sin  *» 


et  en  substituant,  on  aura  définitivement 


F.{«)E(»)  -+-  F(/i  Kim)  — F (m)F fit)  = -, 

Telle  est  précisément  la  formule  donnée  par  Legendre, 
ün  aurait  pu  ne  pas  recourir.,!  l’expression  connue  de  la 
surface  de  la  sphère;  car  la  surface  S devant  être  indé- 
pendante  de  m et  de  « , on  pourra  faire  m — o,  ce  qui 
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•2  JJ 


donnen  = i , 


I cos  udu  d'J, 


s = r>  fï  J,,>cl>s,^"’OOS,,t  / fa 

JJ[/}  —«/•sin’Sj/i  — n’sin’u 

T 

et  en  intégrant  entre  les  limites  o et  - , 

TT  Tt 

r,rf  j ,n'cm'°  + _ = r.  r I 'cosuduM  =r>', 

J o J o y/’ t — /«»  sin  ’6l/ 1 — «’ sin’rt  •'»  o 5- 

•JT  W 

a»  m’cos'O-t-  COS’U  V 

) V/- 1 — ni'  sin’6  l/ 1 — n'  sin’«  2 


7T  ’T 

i / 3 
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* 


Diverses  autres  méthodes  pour  la  rédaction  ou  la  transformation  îles  in- 
tégrales multiples. 

I 


121 . Parmi  les  méthodes  qui  peuvent  être  employées  à 
la  détermination  des  intégrales  multiples,  une  des  plusfé- 
condes  a été  indiquée  par  M.  Cauchy  , cl  consiste  à rem- 
placer, dans  l’intégrale  donnée,  un  facteur  de  la  fonction 
sous  le  signe  f par  une  intégrale  définie  tellement  choi- 
sie, qu’après  ce  remplacement  les  intégrations  successives 
puissent  être  facilement  effectuées;  entrons  à ce  sujet 
dans  quelques  détails.  Considérons  une  intégrale  mul- 
tiple S de  la  forme 

P,  Q étant  des  fonctions  réelles  ou  imaginaires  des  va- 
riables x,  jr,  a,...,  et  p une  constante  positive,  ou 
même  une  constante  imaginaire  dont  la  partie  réelle  soit 
positive.  Désignons  d’ailleurs,  comme  nous  l’avons  déjà 
fait,  par  r(p)  l'intégrale  eulérienne  de  première  espèce, 
on  aura  (n°  06) 


Q y 

et  par  suite 


r(f-) 


J. 
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Wr  v75 


w 
v 


»\  WR 


■ 

K • 

T-“  • * 


* ■«>  ^ J;' 

■ r *'  •S’- 


v 


, .,cc 


V I M.T1KMK  i.d6w.  . 

. ■it'  "y, 

Jff  I " |>,  ,lyih  . .,//. 


V . "j  Coricevons  maintenant  quel*,,  Qx  étant  des  fonctions  de 


la  seule  variable  r;  P,,  Q,  des  fonctions  de  la  seule  va- 
riable y ; Pg  Qs  des  fonctiôiis  de  la  seule  variable 


«'•  .y 


on  ait  F “ 

P ==  P^P,... , Q = Q,  +Q,  + Q.  + -. 


*iX'  * * f .. 

■ ".  alors  en  posant,  pour  abréger, 

. ■ . u — _/  t’r  v = J P,  e-'.'-Vr,  w = /P, 

• ‘ l-  • » •*  «4  Vi 


ü- 


on  aura 


.%'• 


** 


> V 


■ • ■ . ».-v 


l-i.'  >rr.in.  'Viif*1  ,u  T rr|S  -V 

~,4|t  Donc  alors  si  l'on  peut  obtenir  en  leuues  finis  les  valeurs  ' ' * - • *-vfl 

,‘u,  de  n,  v,  w,...,  considérées  comme  fonctions  de  t,  la  dé- 


Si,  an  lieu  d avoir  (^  = Q, -+- Q.,  ,4-  Q.,j  • «u  iv ail  i 

■*  0 = » 4-  Q"  -I-  Q,  4-  Q*  -,  on  trouverait  *’  J 

' 

i fl-  f *. 

ire  s/jipftLUtion.  Suppoaoijjr^  *31? 

• -f-  •* -K»^44r*+.  : •?'  * * ^ 


■V..** 


■BW 

f • • .1 


*•  Supposons  d .ullcuis,  pour  fixer  les  idées,  les  intégra»;  ■ 
mh  tions  relatives  aux  variable  ' • t ■ z effectuées  res- 

pectivement à partir  île  certaines  origines  ou  limites 
fixes  x — y r-  ' Ç (Concevons  enlin  que  la 


fonetim» 


yr  V Um 


K 

r.  n.  > * r,  : ...  -*7  V > » 

• ?.•.  ■ .-.v  ■ Î 

^ >.  ' *h,  a * >'  •>  - * • • vv1'*  . '.  <i 

. ’•  - v 4.,-  . • 

J • .s*  ■ . 

. »V  v.»  a A *-*-V  ■ ■ *»  -a-'  ‘ ^ • t.,.  . -< 


•f  .• 


• • 


t 
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oflre  toujours  une  partie  réelle  positive,  ce  tpii  arrivera, 
par  exemple , si  les  deux  limites  de  chaque  intégration 
* étant  des  quantités  positives,  chacune  des  constantes 
a,  6,  7,.,.  a ou  une  valeur  positive,  ou  une  va- 
leur imaginaire  dont  la  partie  réelle  soit  positive,  on 


c S»  jj****^1^^  v=...,  w = . 

■ * ei*-ay~-jk~~69t  u-,  , , 

\ / i » v 

• ••  ••>  .,  • • ..  • • -r  ■ + 

On  se  trouve  ainsi  amené  à cette  conclusion  remarquable  ; „t 

*.  ' que  la  fonction  S de  j,  J,  -z,-  • représentée  par  l’tuté- 

• • grale  multiple  proposée,  peut  être  réduite  à une  intégrale 

définie  simple  relative  à une  nouvelle  variable  / ? quelles 
- que  soient  d’ailleurs  les  valeurs  attribuées  aux  premières 

• V-  . variatjee  &,■  JY  • , ou  à ldor».origitffis. 

' Si,  en  attribuant  aux  constantes  »,  b,  c, . . . des  va- 

- leur»  dont  la  partie  réelle  fût  négative,  on  supposait 
, chaque  intégration  effectuée  entre  les  limites  o et  »,  on  ^ 

. — . ' 


trouverait 


1.2.3.../  r(/+ 1) 


» » ’■  * • ' - 


et,  par  suite, 


„ r(l-hl)r(m  + t]j'(n'-hi);..  f*  'e  ‘dt T. 

**=  e - 'r  Jb,  {«+-a)l+HCt—h)’~'(yt-cr+'... 

tjj$  •. 

y ‘ - •.  Si  dans  cette  dernière  équatiotf  ou  remplace/,  «J,  », 

. • par  / r—  l,  w — i,''n,ri4) • et  »,  b,  c,.  . ■ par  — r.», 

• V " ; — Cw-Okjfâfr''.  ••  ? . 

" i ’ * ■ ■ -V^T • ••  f 

, ..  . ' ; 9 r.  . . • • * . 
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2S9 


(i  -4-«.r  -t-  Cr  -H  y*  -H . 

r(/)  r(/»)r(«l 


•r 


rW 


/.  « ,1 

o (an-tr/C 


llx  tlf  i/z 


'c-'lit 


y (b  -t-Éf)"(<H-yf)" 


Cette  dernière  formule  subsistera  toujours , d’après  ce 
qu’on  vient  de  dire , quand  /,  m,  n étant  des  nombres 
entiers , a,  b,  c, 6,  y, ... . désigneront  des  colis- 
tantes  positives,  ou  même  des  constantes  imaginaires 
dont  les  parties  réelles  seront  positives. 
am'  Application.  Supposons 


p z=  s*~'  r"~'  . . C~,Mé~*tc~n, 


et 


Q = i -t-  v 


yZ  ■ 


/,  m,  n,. . . désignant  des  constantes  positives,  ou  même 
des  constantes  imaginaires  dont  les  parties  réelles  sont 
positives;  et  prenons  d’ailleurs  pour  limites  des  intégra- 
tions relatives  à chacune  des  variables  x,  jr,  z, . . . les 
deux  quantités  o etoo,  on  trouvera 


xt-.g- (.*-+-«>)* 


_ r(/)r(ffl)f(n).. 


s == 


r(/*) 


£u 


r W 

~ («  + -t/’ 


J o («-+- -+-  f/j“(c-i-yt)*... 


C’est  la  même  formule  que  précédemment,  mais  étendue 
n des  valeurs  réelles  ou  imaginaires  des  constantes 

A //f,  fl,.  . , ê,  c, ...  , «,  C,  y, . . . , 

jjourvu  toutefois  que  ces  constantes  ou  leurs  parties  réelles 
soient  positives. 

Si , dans  l’équation  qui  précède,  on  réduit  les  variables 
.r,  y,  x.  • . . à une  seule,  et  si  l’on  pose  de  plus  a = i, 

»7-  • 
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on  trouvera 


L 


°°  x>-'e~‘ 
(i  «xy* 


dx  “ 


r(0  /’  “S-'e-' 
r(ft)J o (1  -+-  *<y 


Donc,  en  écrivant  /’  au  lieu  de  /,  et  x au  lieu  de  t,  011 
aura 


1 r 98  xr~'e~x  _ 1 r 05 

r(r)J  O (1  -4-  »j)“'  ffi*4)  ■/ » (t  -T  «x)r 

• 

Cette  dernière  formule  devient  identique  dans  le  cas  où 
l’on  prend  p = r.  O11  pourrait  en  déduire  plusieurs  au- 
tres dignes  de  remarque  en  différentiant  les  deux  mem- 
bres une  ou  plusieurs  fois  de  suite  par  rapport  à r. 

Si  l’on  réduisait  à o les  constantes  a,  b,  c,  on  aurait 


I -è 


j- 


l m—  1 -m—  1 


(t  -t-  «X-h  Cÿ  + y-...fXdydZ'"  T (fc)  J O •'C’y' 

__  r(l)  r(m)r(n)r...(/i  — / — m — n — ...)  t 

_ ff«)  JC"-/' 


r(/)r{m)r(/tL.  r< 


X 


Cette  dernière  équation  subsistera  certainement  lorsque 
p,  /,  /«,  m,.  . a,  6,  y, . . étant  des  constantes  posi- 
tives ou  des  constantes  imaginaires  dont  la  partie  réelle 
sera  positive,  la  partie  positive  de  la  constante  p sur- 
passera la  partie  positive  de  chacune  des  constantes 
/,  mi,  1», . . . Si , pour  fixer  les  idées,  on  prend 

a - î = y...  = t, 

ou  trouvera 


CO  , . CC  T ./— * y,m—i  2*~~  * ... 

* ■(,_h.r+r+s...)i‘ 


dxdjrdz...  — 


r(/)  r(m)  r(/?).  ..r 

rOJ 


O11  déduirait  aisément  de  cette  équation  la  valeur  de  I’iu- 
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2Ü’l 


légrale 


/'  ” tiv  d)  dz . . . . 

J o J o J o ' (i  + xm  -+■  y ^ *c ~t~ - • • )* 

Si,  dans  l'équation  qui  précède,  on  réduisait  les  variables 
x,y,  z à une  seule,  et  si  l’on  remplaçait  / par  a,  p par  i, 
on  retrouverait  la  formule  conuue 

f ® x*-‘rf.r  r(a)r(b—n) 

J O (i  -t-x)*  ~ F(è)  5 

eu  faisant  i = i et  remarquant  que  l’on  a (n”  50) 


on  aurait 


jf-'dx  _ jt 
o i -H  x sinon 

r («)  r ( i — «)  _ * 


r(.) 


sm  a* 


r ( i + «)  r(  i — a)  — 


sin  nu 


et  cette  équation,  en  vertu  de  ce  qui  précède,  s’étend  au 
cas  mèmeoù  a est  imaginaire,  pourvu  que  sa  partie  réelle 
soit  positive. 

Si  l’on  y fait  en  particulier  a = il / — i , a désignant 
une  quantité  réelle,  elle  donnera 

[.Ce"‘cu#(flU)<ir]  +[./o  7.- 

1212.  Parun  procédé  analogue  à celui  que  nous  venons 
d’employer,  on  arrive  facilement  à la  détermination  de 
P intégrale 

S=  ///..  ..t'-1 ‘...Hxdydz..., 
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dans  laquelle  les  variables  x,  y,  z, . . . doivent  prendre 
toutes  les  valeurs  positives  qui  satisfont  à l'inégalité 


/jry  f y\1  /*Y 


< ' ; 


a,  b,  c,. . . . ; /, m,  n, . . . ; p,  g,  r, ... , étant  des  cons- 
tantes positives. 


En  effet,  remplaçons  d’abord  par  x,  par  y, 
\^\  par  z , et  par  conséquent  dx,  dy,  dz , ....  par 


I 

c r 
- Z 

r 


011  aura 


r ttbmc 
pqr... 


-m 


s 


...dxtiydz  — 


n1  l>m  r* 

— — - Si 

!>qr... 


Il  reste  à déterminer  S,,  qui  est  une  intégrale  de  même 
forme  que  la  proposée , mais  dans  laquelle  x,  y,  z, . . . 
doivent  prendre  toutes  les  valeurs  positives  qui  satisfont  à 
l’inégalité 


en  posant 


! m n 

- — 1 = a,  - — 1 — b,  - — 1 — r,..., 
P '!  r 

il  viendra 


S,  = f J J . . .'x3-*  ) b-’  z?  ' . . .dx  dy  dz..  . 
Quand  le  nombre  des  variables  x,  y,  z,...  se  réduit  à l’u- 
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mte,  Oll  <1 


x’-'dx  = a = — r^-(*.; 

r(i  + a)v 


*■ = j: 

si  le  nombre  des  variables  se  réduit  à deux , il  vient 

S,  = f x*~'<lx  f ïh~'rlf  = ^ j .r*-1  (l  — x)hdx  : 
J O J O * ^ b Jo  ‘ 

mais  (n°  57  ) 


donc 


S, 


r(a)r(i  + 1>) r(a)r{l») 


br(i-4-a-+-b)  r(i-+-a  + b)' 


Supposons  maintenant  que  Si  soit  une  intégrale  triple  -, 
on  pourra  l’écrire  ainsi 

S,  = f x‘~‘dx  f yh~‘dy  Ç ] 

J O J O J O 


(*)  Cctto  dernière  transformation  repose  sur  le  théorème  bien  connu 

r(M+o  = 

ou  plus  généralement 

+ *)  — ,“(/*  -1-  ')•••(/»  -H  n—  0 

que  l'on  déduit  immédiatement  de  l'équation  (n°  KG  ) 


en  la  diQërentianl  a foie  de  suite  par  rapport  à la  quantité  a.  On  trouve 

en  effet  de  celte  manière 


./■ 


1 c~a*djc 


r(, «-+-") __ /*(/*-+-») (.u-t-n  — l) r f a clc 

u +n  u.  *4~  a ' W 

a ‘ a* 
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y,  et  z,  représentant  respectivement  les  différences  1 — x, 
1 — x — y,  en  sorte  que  l’on  ait 

1 — x = y„  y,  — y — z,. 

Désignons  par  »,  Ç de  nouvelles  variables , et  posons 

y — H.r„  ï = £z., 

les  limites  communes  de  »,  £ seront  o et  1,  et  l’intégrale 
S,  prendra  la  forme 

S,  = f"*r-dx  I V-'rVA  ( ’Ç'-'z'dÇ, 

J O »/  O J O 

ou,  à cause  de 

r,  = 1 — •*,  z,  — y,  — ,y,  — (1  x)  ( 1 — a), 

S,  = f —xf+'dx  I — t,fd 9 f ‘<c-,rfÇ; 

J o J o Jo 


mais 


r • , . r(a)r(i -t-b-+-c) 

/ ■ta~,(l  — J,lh+C  dx  = —v-  r {, 

*/  o I ( 1 -f-  2 ~4“  b -h  c) 


fV-./,  ,yrf,-r(b)r(l+c) 

Jo  ( ^ r(n-b-4-c)’ 

/■'y  .y  r(c) 

i„^  = 7(7T7j- 


donc 


S = r(a)r(b)r(c) 

1 r(i-f-a-Hb-f-c)' 


S’il  y a quatre  variables  indépendantes  x.,  y,  z , C 
dans  l’intégrale  S, , la  valeur  de  cette  intégrale  s’obtien- 
dra encore  par  le  même  procédé.  On  supposera  les  inté- 
grations effectuées  successivement  par  rapport  à f,  z , 
y et  X,  et  l’on  posera 


1 — x — 3 


r = /,  : 
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les  limites  relatives  à t,  z,  y et  x sont  respectivement 
o cl  th  o et  z„  o et  y ,,  o et  i ; si  donc  on  remplace 
y,  z et  t par  de  nouvelles  variables  liées  aux  premières 
par  les  relations 

y f=  v.i  ~ — vzi>  f ==  9f>» 

les  limites  communes  à ces  nouvelles  variables  seront  o 
et  i ; de  plus , on  aura 

r<  = (*  — x),  s,  = (i—  *)(■  — *),  t,—  (i  — j)(i  — »X«  — £), 


par  conséquent  les  variables  x,  r,,  Ç,  6 pourront  être  sé- 
parées; en  d’autres -termes  l’intégrale  multiple  S,  se  dé- 
composera dans  un  produit  de  quatre  intégrales  qui  toutes 
s’exprimeront  par  des  fonctions  F,  à l’aide  de  l'équation 


i — xf-’dx 


r»r(è) 

r (a  -t-  b)  ’ 


ou,  en  changeant  b en  b -f-  i , 


J ' jt"-1  ( i — xfdx  = 


r(a)r(é  + i) 
r(a  -h  b -+-  i)’ 


123.  On  peut  encore  présenter  cette  démonstration  sous 
une  autre  forme;  pour  plus  de  généralité,  considérons 
l’intégrale 

S=  S S S • • • /(x-\-jr-hz...)xt-‘rm~,zn-'...dxdjrdz..., 

dans  laquelle  f (x  -+■  y -f-  z. . . .)  désigne  une  fonction 
quelconque  de  x -f-  y -f-  z -(- , . . , tandis  que  x,y,  z,.  . . 
prennent  toutes  les  valeurs  positives  qui  satisfont  à l’iné- 
galité 

x -f-  y < X , 

l<  étant  une  constante  positive. 

Admettons  d’abord  qu’il  n’v  ait  que  deux  variables, 
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x et  y\  on  pourra  écrire 

£k  p k— r 

xt~'dx  I f{x  -+-_r)y  '~‘djr  : 
J o 


faisons  x = £>?,  y — £(t  — »j),  les  limites  relatives  aux 
nouvelles  variables  £ et  n seront  o et  k,  o et  i,  de  sorte 
qu’on  aura 


Ainsi  la  valeur  de  S dépend  à la  fois  des  fonctions  T et 
d’une  certaine  intégrale  simple. 

Supposons  maintenant  que  S contienne  trois  variables 
x,  y,  a;  en  posant  A — x = y,,  on  pourra  écrire 

S — ( x'~'dxf  ' y"~x  dy  I ' * f(x  y ■+■  z)z'~'dz. 

J O J O J o 


Mais  l’intégrale 


F'  yj[x 

J o Jo 


est  du  nombre  de  celles  que  nous  venons  de  traiter,  et 
elle  est  égale  à 


r (pi)  r(«) 
r (in  -+-  n) 


r-fi,  ■+■  ; 

J o 


donc,  à cause  de  y,  = À — x,  on  aura 


S 


r(m)  r(n) 
r (m  //) 


ikT*->dx  /'*  Tf{x  -+- 
J o J o 

_r(w)r(/»)r(/)  r(m  -m)  rf„ 

r (m  -f-  n)  r (/  -h  m -H  n)J„ 


Cette  méthode  de  réduction  successive  étant  évidemment 
générale  , nous  voyous  que  l’intégrale  proposée  S s’ex- 


Digîlized  by  Google 


VINGTIEME  LEÇON. 

prime  dans  tous  les  cas  par  la  formule 


267 


rll-+-ni  + n+...)JoJ 


r (l-hm  + n-h...). 

Lorsqu’on  prend  f (//)  = 1 , h = 1 , l’intégrale  S redevieut 
celle  que  nous  avions  d’abord  considérée , on  a 


S = 


r(/)  r (m)  r («)... 


r(i  4-/+W  + /i -f- 

et  par  conséquent  l’intégrale 

y y y.  . ...dxHydz, 

étendue  à toutes  les  valeurs  positives  de  x,  y,  z,...  qui 
satisfont  à l’inégalité 


{;) +{i) +k)  -<" 


sera  donnée  par  l’équation 


S = 


/7\  / w\  /i»\ 

(✓Mï)rG0' 


a,hmd' . . . 


par.  ( l ni  n 

rf  1 H 1 H- 

'/  r 


Si,  la  somme  l-\-  ni  -+-  « -f- . . . étant  égale  à l’unité,  la 
fonction  y (u)  est  la  dérivée  F'(u)  d’une  certaine  fonc- 
tion F ( u ),  on  aura 

«'+«+*+••• -■</«  = F (/  ) — F (o), 

r ( 1 -t-  / -)-  ni  -f-  n -t- . . . ) = r (a)  = 1 , 

S = r(/)r(»)r(*)...  [F(X)-F(o)j. 

Ainsi,  en  particulier  dans  le  cas  d’une  intégrale  double, 


ou  trouvera 

fkxl-'dj-f‘  XF'(x+y)jrm~’fijr  =tt  (/)  r (m)  [ F(4 j — F (o)] , 
J O J O 
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Soit  p un  paramètre  plus  petit  que  p,  et  faisons  h — p — /> 
supposons  de  plus  que  la  fonction  F étant  une  fonction  de 
la  somme  de  deux  variables,  on  ait 

F(x)  — f(x  -h  p), 
l’équation  qui  précède  deviendra 


l't~P  ,,  , w[£(p) — *(/>)] 

J o * * J o * ‘I,y=  --siM  JT~  ■ 


En  posant  dans  cette  équation  p — oo  , et  supposant 
que  la  fonction  o (p)  s’évanouit  pour  p = oo  , on  trouvera 


12t.  M.  Lejeune JDiriehlet  a donné  le  premier  l'intégrale 


et  il  y parvint  à l'aide  d’une  méthode  très-remarquable. 
Elle  consiste  simplement  à multiplier  l’expression  qu'il 
s'agit  d’intégrer  par  un  facteur  dont  la  valeur  soit  égale  à 
l’unité  dans  l'étendue  que  les  intégrations  doivent  em- 
brasser, et  qui  s’évanouisse  en  dehors  de  celte  étendue. 
Essayons  de  donner  une  idée  suffisante  de  cette  méthode. 
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Supposons  qu’il  s’agisse  de  déterminer  l’intégrale  triple 

' < Ixdytlz 


— rh/JJ^S5- 


étendue  à toutes  les  valeurs  positives  d ex, y,  z qui  vé- 
rifient l’inégalité 


GMW<" 


r est  d’ailleurs  déterminée  par  l’équation 

r*  = (x  — «)*  ■+■  {y — S)*  -4-  (s  — y)*. 

Cette  intégrale  sert  au  calcul  de  l’attraction  de  l’cllip- 

JT*  V*  Z*  a • • f 

solde Ht — I = i sur  un  point  extérieur  ou  itité- 

a‘  o*  c* 

rieur. 

Comme  l’intégrale 


i * sin«  . , ... 

— I cos  A u elul  ) 

*•  Jo  u 


(*)  On  a :n°Brt) 


/’».  , dx  v 

sin  lx  — = - ; 
o x u 


(railleurs!  a désignant  ainsi  que  b une  constante  positive,  on  aura 

/*00  dx  I /’OB  dx 

sin  Sx  cos ar — = - / [ sin(S  J-  a) x -t-  sin (i  — a)x] — 

o * o x 

= zjô  ,in(i  “ a)T- 

Or,  t°  si  & > <i,  a ■+-  bel  h — a seront  deux  constantes  positives,  cl 
chacune  des  intégrales  du  second  membre  sera  égale  à - : on  aura  donc 


y'» 

o “ 


’œ  dx  w 

sin  Sx  cos  nx — — - i 

x ; > 


a0.  Si  S <«  , S — o sera  négatif,  mais  a — b sera  positif;  la  première 


• • 
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est  égale  à l'unité  ou  à zéro,  suivant  que  la  constante  po- 
sitive k est  inférieure  ou  supérieure  à l’unité,  il  en  ré- 
sulte que  l’intégrale  S peut  être  considérée  comme  la 
partie  réelle  d’une  nouvelle  intégrale 

dxdydz , 


u=-  r*-.  fmdu™rm  r r 

"X  yl ~~~  1 J J O ^ 1/  — * 1/  — C©  t/— ‘oc 


dans  laquelle  les  intégrations  par  rapport  aux  varia- 
bles x,  y,  z peuvent  maintenant  s’étendre  depuis  — 00 
jusqu’à  -f-  » . Pour  obtenir  l’intégrale  triple  relative  à 

ces  variables,  on  exprimera  la  fraction  ' — - par 


• • 


intégrale  sera  toujours  égale  à -,  tandis  que  la  seconde,  qu'on  peut  mettre 
sous  ta  forme 


sera  égale  à 


çr 


donc 


/»  ce  fit 

sin  bx  eus  ax — = o. 

O T 


L'intégrale  / sin  bx  cos  ax  —est  donc  égale  à - ou  à o,  suivant  que  b est 

J o •*  3 

plus  grand  on  plus  petit  que  a. 

Si  l'on  lait  b =.  i,  a = k,  la  condition  b — a > o devient  k < i et 
l'on  en  rond  ut  immédiatement  que  le  produit 


a 

a 


, dx 

sin  cos — 
o x. 


est  réellement  égal  à l’unité  ou  à o,  suivant  que  la  constante  positive  k est 
inférieure  ou  supérieure  à l'unité. 
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f,  .,.  une  intégrale  définie  au  moyen  de  la  formule  connue 
r ; * d’Euler  (*) 

":à  • ‘ - ' A>  • - •'V;  ' ..  t ' ’ •^l/_ 

30  n^S-i  , r(t)e* 
e t’-'dt  — — i-î 

O 


" \s 


î 3ui| , «1  ; a 


>;♦*£&**  f 

•W.'yr.'Ü  ■ / . A j.  4U»*frWü.  : ••  ? . 

. 4T^K.  * 1 

Dés  lors,  en  faisant  ' . * ■■«'..“•  f ' 

-T  • • ? 

t . ■#  * - ; ■ ■ . é-  r *.  à V’.i  r 1:  -a 

V >*  * 


•O 


L.  .U  e >' 

_ /»  * />  “ aO-a,î;(Lx_r 

y-J-J-J-ar  ' dxrirth, 

• ^ l§  •'•  • 1 • ^ . 7*  . A l )••  • | 


on  aura 


fn—l\Jo  u J0  v- 


>-■)■■(- 


-1): 


m . ■ • . . • » _ » -t  « - : *•  * 

N est  le  produit  de  trois  intégrales  simples  dont  celle  , 
relative  à r eu  vertu  d’une  formule  connue,  qui  dérive 
de  la  formule  d Euler,  est  donnée  par  l'équation 


■F*.  / '* 


1/ï 


LL;  ■ - î 


En  substituant  cette  valeur  et  relies  des  deux  autres  inté-  g, 

gralcs  de  forme  analogue,  remplaçant  ensuite  1a  variable  9 

t par  une  autre  ô,  telle  que  1 — observant  que  ‘ 

* f".  ~ ‘ * f ,•  » f’»'.  * 't  Ri'  “y 


4* 


f ♦ 


^ >•>  J 


a J"'  V*  .*  ST 

■ .-V 


F*  4 .*)  Nous  donnerons  dans  une  Leçon  supplémcntaiw  une  démonstration  ÂÊt-' 

rigoumue  de  celte  formule.  ■ T ' 

• ‘ A * ,1  f Éf  % • .*  ^ * ’#%  * N * ] , •’ 

V m » Ær*  . • »5  ai*  • ▼-  W»  • T.  * * • V . . * .%,gk'  *'  a. 

- v' 


1 


• * 


•*  > 


* 

•i  :■ 


a72  •* 

et  posant 


C4LCIL  1STÉOKAL. 


-+-  b b*  4-  6 


+ 


rV4-  fl’ 


» bn  trouvera,  après  avoir  difléreiuic  par  rapport  à o,  pour  • . 


. * * 1 * 7 X — ’ 

. # avoir  la  composante  A de  l’attraction  de  l’ellipsoïde  pa- 
rallèle à l’axe  des  x,’  . 

-v  . • . • + ,-*■  ' : •. 

• . ■'  à > . ■ ' . .*  . . ; ‘ » .»*  ’ 

4»  yy  4 • /V..  <**>-  » / ,/uUc7i^J 

•■ ’(=?),  r.' 

* . • * , 1 * 

ï’e*te  expression  devant  être  réduite  à sa  .partie  réelle, 

t revieul  à avoir  celle  de  - *’ 

’ •*  ZT  r'-'-  ■ . .«**  s < * . - . • f-», 


Cette 
tout 


\ t 


' , y — sin  « 

I ■£/«.  ' 

n 

1-*-- 


. Or  cette  intégrale,-  en  y remplaçant  sinn  par  des  exp*- 
,£  nentielles  imaginaires,’  sera  immédiatement  donnée  par  • 
la  formule  d’Euler,  en  ayant  soin  d’observer  que  le  se-  *, 
rond  membre  de  cette  formule  doit  être  remplacé  par 

i • ' » « '#  • 

• « s » . , 

ri  . — '* 


— + i/—  I 

' r (sy  - 


. y ,-JL\  : • (-#  ; •/.-  . ..  * , • 

lorsque  if  a une  valeur  négative.  On  trouve  ainsi  que  lii 
partie  réelle  qu’il  s’agif  d'obtenir  est  zéro  ob  , 4 ^ 


i • • 


V ■ffl'-ï  j(ï  -*)*""*’ 

« .*  • v 1 \y-  St/  f ' ' ; _ ? * - 

' *■'  .“  't  ’ i . • . , 

suivant  ipie  ) > i wi  s <J  t.  . . • 

. * •'  * ‘ » • v. 


> * • ■ 
»'  • 


/ . 


Digitized  by*GoogIe 


r 


» 


N 


• J " 4 "C  V 

' ^ ‘4  ■•  >*;'  r*«  < ^ ri 

•-  *■»  * * 
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* ^ - Si  le  point  («,  S,  y)  cal  intérieur  à l'ellipsoïde  ^ •*■  * 

JN» 


* 
4 " 


<’  + * + ?=' 


«SW 


i : 


T-‘;. 


'■>■»  »’  1 "J 

u>  .V  r * ■•;  t.  tarif' 


ou  aura 


■ :V'  v «*  ?*  y’  _ 

' ? + j:  + ? < ,,  < 


4 • - * «.yK.*  ' v 4 ; LiJBp 

cl  par  conséquent  aussi  â < i ; on  aura  donc  simplement 

1 «Xk  «r£*“  * m 


A a* 

A=-î-* 


4 


r— - 

dût)  a 


E -/Y’5 


- 

Si  le  pqjnt  est  extérieur,  on  déterminera  la  racine  posi-  A 

tive  urique  X de  l'équation  ’,  , • : * yj 

' ■ , .•  * •■>-•>,  ♦>••' r#  Vil 

* ' * «>  Cv  y’  ^ •.  -5 

• ' * A ***-.,  . .1*  • :fa/«..*,| 

t ’ ’ et  l’on  aura  évidemment  d>i  ou  C? <;  i,  suivant  que  ;*iH 


, Ê ' * • .«  

n et  l’on  aura  évidemment  d > i ou  ^<i,  suivant  que  1 J 

t i 0<X  ou  6 X.  L’expression  de  A sera  donc  • . . > »■  ».  v 

. ■ . •U  r.  *41  î 


a»  ; - ».  / y «Ma  » / _ïl_  _ •«’_»’  \ 4 

% \ • . » y il  «:,.?  v <ITiV  Jl  JB  “ Ji  •.  r A 

^ a é i * JHk  rv4  .j  • 

^ • éSi  dans  ceUe  dernière  équation  on  écrit  X.4-0  au  lieu  • -7;  ' 


. 


Mimj. 


vile  prendra  la  même  fnrnw^tjwlorsqu'il  s’agtasait  d’yn  T V-* 
point  intérieur. 

' "v  ,f  II  est  inutile  d’ajouter  que  le  procédé  que  nous  venons 
; ,4  d'indiquer  s’applique  à toute  intégrale  de  même  forme 
' *5  que  l'intégrale  proposée  S,  quel  que  soit  d'ailleurs  le 

‘ • : w nombre  des  variables  qu'elle  renferme. 

-à.  * * * > . ' ’ % 

12o.  M.  Catalan  a été  eonduit,  par  des  considérations 


géométriques  très-simples,  à une  méthode  nouvelle  de 
’ ‘ ' v réduction  qui  s'applique  à un  grànd  nombre  d’intégrales , 


a-..;  * . et  notamment  à celle  qui  donne  l’expression  analytique 

de  la  sur  face  de  l'ellipsoïde.  Reprcnops  la  formule 


■ÜT-fc 


ÏTW.a 


*=./; 


t % 


rt.r 


“y 


Wf&.v 


*•1 Kinnii  tsi 

P' 


* 


, yJ  21 

et supposoiisqu  il  s agisse  de  1 ellipsoïde  — ^ ==J  . 


/I 


mgig " JÇ . -v  t- • i i*  :./  • • 

* _ *:  « j 

i/r  «*  a’v^4r  * 

' JPM  . _ • 1 


* */* 

/H*’ 


e'v'i'  * Si  l’on  vent  ealculer,  la  huitième  partie  de  la  surface  dî^* 

4 _ i rvl I i i tcrtir !<‘  *îl  fniirlra  pfpnrlri»  Ipa  in t/Vra rion<  a fnntpç  f 


mr£  '*  -Cela  posé,  admettons  que  les  trois  axes  c »,  fy,  c sont  itoùA  ^ 
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« 


a > b > c,  et  faisons 


il  viendra 

S = 06/ /£<«<**: 

les  limites  de  la  nouvelle  intégrale  seront  fournies  par  la 
condition 

V + i*  "S  '• 

Cette  intégrale  J J Çd£dy  représente  un  solide  dont  l’é- 
lément infiniment  petit  a pour  base  le  rectangle  d£dri  et 
pour  hauteur  elle  peut  être  considérée  comme  expri- 
mant. le  volume  de  la  portion  du  cylindre  £'  -f-  rj*  = 1 , 
comprise  entre  les  parties  positives  des  plans  coordonnés 
et  la  surface 


1 •—  m' t*  — a’i’ 

**  — 1 — n~' 

Or  si,  après  avoir  mis  cette  équation  sous  la  forme 

(f -"•*)(’  -**(?* — «■)•*  = C*-«, 

nous  y regardons  £ comme  un  paramètre  variable,  nous 
conclurons  que  tout  plan  perpendiculaire  à l’axe  du  cy- 
lindre, et  situé  à une  distance  plus  grande  que  l'unité  de 
l’origine,  coupela  surface  suivant  une  ellipse  dont  l'équa- 
tion est 

(Ç*  _ «»)f>  + (Ç>  - «*),»  = ? - 

Pour  £ = 1 cette  projection  est  l’origine  des  coordon- 

18.. 
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nées;  et  si , à partir  de  cette  limite  inférieure,  on  fait 
croitre  £ indéfiniment,  on  obtient  une  série  d'ellipses 
concentriques  dont  la  limite  répondant  à £ = oo,  est  le 
cercle  -+-  r*  = i . D’après  cela  nous  prendrons  pour 
élément  du  volume  dont  il  s'agit  le  cylindre  ayant  pour 
hauteur  £,  et  pour  base  le  quart  de  la  couronne  comprise 
entre  les  deux  ellipses  que  l’on  obtient  en  attribuant  au 
paramètre  £ deux  valeurs  consécutives  Ç et  £ dÇ.  Cette 
couronne  est  aussi  l’accroissement, "ou  mieux  la  différen- 
tielle du  quart  de  l’aire  de  l’ellipse 

(s*  - «•)«*  +■($*  — = {’  — «; 

comme  les  axes  principaux  de  cette  ellipse  sont 


le  quart  de  son  aire  sera 


la  différentielle  de  cette  aire  aura  pour  valeur*  d.  AB,  et 
l’on  aura 

S = ~ AB  = -«*£[  AB?—  J’  °ABrfC] 

b\  - /•%_«•- -k  -1 

4 L v/(?»— »’)(?*  — «*)  !/(?*— ,»’)(?>  — „»)  J 

Les  limites  de  ? sont  bien  f = i,  £ = oo,  car  on  a réelle- 
ment , pour  Ç — i , | = o,  r,  = o,  ?*  -f-  «*  = o ; pour 
? = oo,  4’  -H  = «,  comme  cela  doit  être;  l’intégrale 
devant  s’étendre  à toutes  les  valeurs  de  £ et  de  r,  propres 

ù vérifier  la  condition  £*  -f-  nr  _ i . 
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L intégrale  double  S est  donc  ramenée  à une  intégrale 
simple  qu’il  s’agit  d’évaluer.  Pour  eela  posons 


d’où 


mcosa  , 

de  — ; du, 

* sm  ’u 


— ($*  — _ / m7  __(V  tiu  ' 

«’)  'sin’"  '/V/«*  — /l'sin^u 


\/,iii2  — n’  sin  *u 


sin  ’u 


1/"  /«’  — n2 


) du. 


sm  ’u  / 


Par  ce  changement  de  variable  , l'intégrale  fonction  de  "( 
se  trouve  décomposée  en  deux  autres 


/ 


du  \/ tu 2 — n ’ sin  ’u 


(,  _„■) 

</  — n’  sin’a 


chacune  de  celles-ci  devant  être  prise  depuis  sin u = m 
jusqu’à  sin«  = o , ou,  en  posant  m = sin  p,  depuis  u — p 
jusqu’à  u = o;  en  renversant  ces  limites  et  posant,  pour 

simplifier,  ~ = A-,  la  différence  des  deux  intégrales  devient 


i — u 2 ('/* 
m 


r.  * r 

J o x — X’am’u  ■ ' » 


/*  1 — X’  sin  ’« 


sin’a 


et  eu  intégrant  par  parties, 
du 


— / ^ —p= — H m cot  1 — X*  sin  ’u  mi2  I ^ c°s  ’udu 

J o U l-X’sin ’u  J o W'T=7FÏÏSV 

OU 

, ,/ (i  — m’i’  sin  ’u)du 

ni  cot  u k i — X’  sin  -t I 

/»  .'o 


f/  i — X ! sin  ’«  ’ 
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m cotai/ 


racolai/ 


i — /•’  sin  ’#  + m 


; — ; , I — ra’  r*  du 

V i — k’  sin’arfuH / — — - 

o m J o 1/  i_X’sin  ’« 


ou,  en  faisant  usage  des  notations  reçues. 


m cot  u\/ 1 — /’  sin’u  -(-  raE(X-,  /*)  T(k,ft). 


Il  reste  à calculer  entre  les  limites  relatives  à chacune 
des  variables  £ et  u la  somme  des  quantités 

/r» 

— —A — , ra  cot  u l/  i — A*  sin 

l/(Ç>-ra*)(Ç>-  n’) 


En  exprimant  la  première  en  fonction  de  u,  il  s’agira  de 
chercher,  entre  les  limites  u = o,  sinu  = m,  la  diffé- 
rence 

: — : m* — sin'a  (i  — m’ — n’  cos  ’u)siniY 

sin  u cos«l/ra*  — n 1 sin’u  cosal/ ra*  — zi’sin ’ u 


Cette  valeur  devenant  nulle  à la  première  limite,  il  fau- 
dra seulement  y substituer  sin  u = ni,  ce  qui  la  chan- 
gera en 


(i  — ra*)  (i  — /i*)ro 

ml/7  — m*  i i — n* 


= l/(  i — ra’)  ( | — n’  ). 


De  tout  ce  qui  précède  on  conclut  enfin  que  la  surface 
totale  de  l’ellipsoïde  est  donnée  par  l'équation 

S = irait  j^l-"  i — m’V  i — n ’ -t-  raE(A,  «)-<-  — F(A,^«)J, 

ou 

Ssrju-c*  H : — - [(«’  — c’)E(X,^*)  c’F(X,  ^*1). 

Va’  — c* 
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Cette  valeur  dillère,  par  les  notations  seulement,  de  celle 
qui  a été  donnée  d’abord  par  Legendre  (t.  Ier  des  Exer- 
cices de  Calcul  intégral,  p.  109);  pour  l’appliquer  il 
faut  se  rappeler  que 

11  _a(b' — c’) 

tn  b (a’  — c’)’ 

I/o»  _ c'  c 

sin«  = m — > cos^«  — -, 

a a 

12G.  Si  l’on  avait  voulu  ramener  simplement  l’intégraleS 
à une  intégrale  simple  sans  descendre  jusqu’aux  fonctions 
elliptiques,  comme  nous  venons  de  le  faire  aveoM.  Lo- 
batto,  on  aurait  pu  procéder  un  peu  différemment.  Reve- 
nons à l'équation 

S = » J J***’ 

« 

qui  nous  montre  que  S est  un  solide  dont  l’élément  est  un 
parallélipipède  ayant  le  rectangle  <l\dr,  pour  base , et  £ 
pour  hauteur.  Appelons  À une  surface  qui  ait  d\dt)  pour 
élément  ou  qui  soit  déterminée  par  l’équation 

A = 

on  pourra  écrire 

S = /Ç</A. 

Comme  f . r,  sont  assujettis  à vérifier  constamment  l’é- 
quation • 

(£*  — »•)*•  -t-  (Ç*  - N1)»’  = C1  - I, 

et  à satisfaire  à la  condition 

c ■+■  s’  ^ 

les  limites  correspondaïues  de  £ seront  1 et  00;  et  de  plus 
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A ne  peut  être  que  le  quart  de  l’ellipse  représentée  par 
l'équation  qui  précède  ; on  aura  donc 


En  effectuant  la  différentiation , réduisant  et  posant 


L’intégrale  double  est  donc  ainsi  réduite  à une  intégrale 
simple. 

127.  Pour  seconde  application  de  rette  méthode,  con- 
sidérons l’intégrale  triple 


S = fffdxdydz  \'—x 


— m’x2 


■ n*jr*  — jjJz * 


x1 


r*  — z1 


daus  laquelle  m,  n,  p sont  des  constantes  positives  moin- 
dres que  l'unité,  et  supposons  que  l’intégration  doive 
s'étendre  à toutes  les  valeur^  positives  de  x,y,  z propres 
à vérifier  la  condition 


Posons 


x‘ 


X' 


»* 


< 


t. 


r = 


l — m’x 1 — n'y7  — p’z' 


Digitized  by  GoogI 


VINGTIEME  LEÇON . 


d’où 


a8i 


et  appelonsV  un  volume  qui,  ayant  pour  élément  dxdydz , 
est  déterminé  par  l'équation 

V = / / f dxdydz , 

S pourra  se  mettre  sous  la  forme  / td\  ; et  comme  les  li- 
mites de  t sont 


i correspondant  à 

x2  -h  y2  -I—  a’  = o,  x = o,  y x=  o,  z = o ; 
oc  correspondant  à 

-f-  -t-  z1  — i, 

on  aura 


fl\r  est  une  fonction  de  t facile  à évaluer  ■,  en  effet,  puisque 
les  variables  positives  x , y,  z sont  assujetties  à vérifier 
constamment  l’équation  d’un  ellipsoïde  dont  les  axes  sont 


V ne  peut  être  que  le  quart  ^ ABC  du  volume  de  cet  ellip- 
soïde , et  l’on  trouvera  en  conséquence 
■ . 

r tdt\/ t2  — i f i — m2  ' i — n2  _ l — p'\ 

~ V/(f>  — m2)  ( t 2 — «■)  ( t 2 —p2)  V1—  m2  + ~t2  — n2  + ? — p2]’ 

et,  en  posant* 


IJ- 


l’dtV't2  — i 

1/ (t2  — m2)  (t2  — n’){t2  —p’) ’ 
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I fl  — ni'  rfU  i — n'  f/U  i — 

<r  \ m dm  n dn  p dp  J 


128.  Les  résultats  que  nous  venons  d’obtenir  ont  été  dé- 
duits de  considérations  géométriques  qui  ne  peuvent  pas 
s’étendre  au  cas  d’un  nombre  de  variables  supérieur  à 3. 
Mais  il  devait  être  évident  a priori,  que  toutes  ces  consi- 
dérations détournées  sont  l’expression  d'un  seul  et  même 
fait  analytique;  c’est  ce  dont  il  est  facile  de  s'assurer. 
Considérons  en  effet  l’intégrale  multiple  d’ordre  n 


S = 


J J S • ■■dxdydz...\J 


— m'x ’ — n’y' — p’z’.  . 


dans  laquelle  /n,  n,  p,.  . .,  sont  des  constantes  positives 
moindres  que  l’unité,  et  x,  jr,  z, . . . des  variables  posi- 
tives liées  entre  elles  par  la  condition 

x’  -h  y'  -+-  z* ...  ^5  i. 


Posons 


i — m’x ' — n'y’ — n’z’ — ... 

1 i — x’  — y'  — z’  — . ’ 

et  calculons  l'intégrale  multiple  f f fdxdydz dans 

laquelle  x,  y,  z,...  prennent  toutes  les  valeurs  propres 
à satisfaire  à la  condition 


t’  — m’ 

x’  + 

t'  — i 


qui  n’est  pas  contradictoire  avec  la  première 


x'  -t-  y'  + z*  -K 


, I ‘ — ni'  t ’ — n’ 

attendu  que  les  rapports  — — , — — — , ...  sont  tous 
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plus  grands  que  l’unité.  Nous  obtiendrons  de  la  sorte  une 
intégrale  définie  exprimée  en  t , m,  n,  p, . . .,  que  nous 
pouvons  représenter  par  F(/). . . Attribuons  maintenant 
à t une  nouvelle  valeur  6=t  -f-  dt  et  calculons  l’intégrale 
S J S • • -dxdydz. . . entre  les  nouvelles  limites  qui  se 
déduisent  de  la  condition 


t2  — m2 

— x2  -+- 

— i 


en  y remplaçant  t par  0,  puis  retranchons  le  premier  ré- 
sultat du  second;  la  différence  égale  à d.F  (t)  représen- 
tera la  somme  des  valeurs  que  prend  la  fonction  dxdydz... 
lorsque  les  variables  satisfont  à la  condition 


t'  — m*  e*  — n* 

x * H h . . . — i , 

r — i r»  — , ’ 

et  que,  dans  cette  équation,  le  paramètre  t passe  de  t à 
t -J-  dt.  Par  conséquent,  d’après  les  premiers  principes 
du  calcul  intégral,  on  pourra  considérer  le  produit 
td. FU)  comme  exprimant,  dans  l'intégrale 


S 


= ///•  • -dxdydz...  y/ 


i — m‘ x2  — n2y2. .. 
i — x 2 — y2  — z2...' 


la  partie  que  l’on  obtiendrait  en  faisant  croître  le  radical 
de  ta  t -F  dt ; d’ailleurs  aux  limites 


x*  -t-  y2  -+-  z2. . . . = o,  x2  -t-  y2  -t-  z2 . . . = i, 

correspondent  t = i,  l = oo;  donc,  pour  déterminer  la 
valeur  complète  de  l’intégrale  cherchée , il  suffit  de 
prendre  la  somme  des  valeurs  qu’acquiert  la  fonction 
td . F (t)  lorsque  t,  croissant  par  degrés  infiniment  pe- 
tits, passe  de  i à l’infini.  En  résumé  , si  l’on  fait 

F(0  = ///•  • • dxdydz. .., 
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les  limites  étant  déterminées  par  l'équation 


I1  — m' 


t * — n*  t*  —})' 

r*  H — *• 

<■  — i J t'—  i 


-K 


on  aura 


/i  — mxxx — /iaya — vxi*..,  / œ 

SJS...dxdydz...\/  , -xJ  _ r.  _ z,  = /i  F(/), 

les  limites  de  l’intégrale  multiple  étant  données  par  la 
cnndili  on 


J"’  -p  v* 


Comme  on  a 


f td. F (t)  = t¥(t) — / F(t)dt, 


on  peut  mettre  l’intégrale  définie  proposée  sous  uue 
forme  plus  simple,  où  il  n’y  a plus  même  de  différentia- 
tions à effectuer.  Pour  déterminer  la  fonction  F (t)  restée 
jusqu'ici  inconnue,  il  suffit  de  recourir  à la  formule  rc- 
inaïquablc  de  M.  Dirichlet 


dans  laquelle,  comme  nous  l’avons  vu,  toutes  les  cons- 
tantes étant  positives,  les  variables  x,  y,  z, , aussi 

positives,  doivent  satisfaire  à la  condition 


Pour  appliquer  cette  formule  au  calcul  de 


la  fonction 
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F(f),  il  suffit  de  faire 

* =C=y—,  . ~ I, 

a—sJ b=^‘;-±*j,  = q=r=...  = *i 

on  obtient  ainsi  immédiatement,  à cause  de 

et  en  appelant  v le  nombre  des  variables , 

\ 2 j //• — | t * — I 


F (0  =///••  dxdydi. 


(,+i) 


/_  //*—  i t*— i 

*\  ▼ f* — m*' t* — n*  ' ’ 


et  par  conséquent 

('+;) 

en  effectuant  la  différentiation  indiquée , on  aura 


S = 


iU  i V /*  — m’  t 1 — //* 


f 

1 

1 

f 

f»  (,1  _ i)i^  '<*  | 

rf . 

1 /«*)(/*—  /»*)... 

^f1—  m>  t'  — n'  1 "•■/ 

Le  cas  où  les  quantités  ni,  n,  p, . . . sont  égales  entre 
elles  doit  être  remarqué  ; on  a alors 


S=W„-^A---V 


,(. — /«’)  ^ J.  [ jl. 

» w/ 1 
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E11  posant 

<*  — 1 — (f  ’ — m’Jsin'a, 

il  vient  successivement 

1 — m*  sin*«  1 — m* 

_ t t‘ — m1  = 


cos  *« 


sin’« 


f* — i=(i — m1) — — , tdt  — ( 1 — m'  ) 
cos’u  v ' . 

sinuc/uV^  1 — m’  sin'a 


cos  ’« 

si  n /if/n 


f’r/t  = (1  — m') 


cos^a 


/’rf/  { r*  — 1 V ' • j./ ; — 

-7-.I— -)  = i-m’sm’n, 

{r— m1)’  \t‘  — m‘J  l — 


S=  1 


fV=Y 

V 2 / r a , : 

— — | sin’  ’uduv  1 — m’ sin 

»\  ./o 


r[ 

. a 


Si  v est  impair,  l’intégrale  sera  réductible  aux  transcen- 
dantes clliptiquesde  premièreet  de  seconde  espèce  ; et  si  v 
est  pair,  elle  pourra  s’exprimer  par  des  logarithmes.il  ne 
sera  pas  inutile  de  montrer  comment  s’opère  cette  réduc- 
tion. On  a identiquement,  en  posanll/ 1 — m’sin’n^  A, 


sin*  ‘«rf«A  = sin"  'urfi/iH sin’  ^icosn  X — swi'sinn  cosuduà-, 

im* 

d’où 

« 

vr  3 r 

/'îl  i | /-ü  e •* 

sin*  Wma — ~ — - I a3[(* — 4)sia’0itcos’«fe — sin^/u/rtj 
o ôtnx  J q 

rt  tt  r 

=r  T sinf”3a</ttA — — -f  sinv“^ia/«A-4-^-r-^/  sin’“3/«/«A 

4/  o 3ma  j o 3 J o 

K f i* 

•a -/  sin  '~*udus — —5—/  sin  '~'udus. 

' 3 ./o 
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.1 

Cette  équation  donne^.  en  posant,  podr  abréger, 

• vi.  ; . • ' * . 

. A,— 1=1  sin'  1 udu  i — m * sin1  u , 

^ .>  * v/ o * ' , - • 

• »/w*  > • 

. • 

i°.  Si  v est  impair,  ôif  a t*  • 

* • . v*  ‘ * , " 

• * _.t  a — 1 t , i ~ m\,  . • * . . 

A0=Jb„  A,  _ -y—-  E..+  F, , 

■ 1 * * * • ■ * 

en  partant  de  ces  ^afcnrs,  on  «.calculera  facilement  A», 

A _ •;  '■  .*•  ? ' !\ 

2°.  Si  v est  pair,  les  termes  initiaux  de* la  série  seront 

N ' 9 '-*  * • » * 

\ t • ‘ * . 

. * • • 
ff  . ,,2  * . ■ . f * - V'  ' -, 

A,  = I sint/riu  \f i— 7n’  sin’n*  • 

» . “v  '/o-  • : • f . ' • ' 

« -1  > » ■ * 

, - ; . /.  . ..... 

* _ ^3 — ./-  sinsW«V/ 1— L/i* sin1  « 

■ */o  " * • 
.*•<**  .... 

* * u | % •_  * | . ^ 

Pour  déterminer  ccsded^  intégrales, posons  ■ 

' * ‘ *"  \ • , f--*,  .•  . . ' • • , V . 

ta.  - ' COS  K — X,  » 

► • w . * • V «P 

» • « * 

La  première  se  change  immédiatement  en  * 

* **'’*•  . - t -t 

m • Z*1  ■ y — .a  1 1 f , . I ' ^ 

* / i — m1  -h  nt°  X1  ± «I  I '•  tlv\/n*  -4-  X*. 

..  .*•*  ' ' \ » 

» V»  9 I — /«  ms-*  • •» 

# . « on  taisant  — *-*-* — £=  /#  . vpt,  dii*  a • -*  > 

• - . • ■ * • 

•'  - J V-.  -•  •,  . ‘/-J  : 'V%> 

.*  • Llr\/n^fjc‘  = -h*1  I (jt  4-  'C/n'-4-x')i  - ' » ’ 

*.  «V‘  • . **  Ha  V-  • • > 

• * • • . -1  .V,"  * ....  . \ 


• * . » \ 
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f'dxl'ÏZ^±  ^^74-  -*1 
Jo  ,2  .•  * A n y 

' ' A/=i(I  + Lz^!!lv/i^V  • 

. 2 \ m V i — m J * 

• * • . 

La  seconde  intégrale  se -transforme  successivement  en 

- . . / . 

- . ,C 

Jr*1  % * * ■ . - - - ..  ^ 

sin  « (i  — cos*«)  rfulX i*— m^sin»  u — A, — m I x'dx  K/'n'  -t»x\ 
° v ' ’ vo 

mais  l’intégration  par  parties  donfte* 

fccLc  \z^yx'= + *•>*  - "*/Ar  K»; ■+ **  j 


donc 


m P't'diV'n'  -f-jr»  = 1 f- n»A,\ 

■ «/«  * » 4 v"1  / 

_V  . «|\.A  *" i 3»»*  -+-  < » * 

\*  4/  ' 4 ~ i"1'  ' .4"'’’ 


A3 
et  enfin 


3m»  — t (i  — m»)(3m»+i)  /lY-vg  • , 

. • .*  . 8m»-  r 6m»  ‘ ‘V  1 — m" 

. * „ > 

> ■«  ■ 

- Les  deux  premiers  fermes  de  li%  série  étani  connus , on  • 

*'  '•  calculera  facilement  les  Suivants.  * J 

Dans  le  ças  partiçuljer  on  m~  o,  on  auça(  * # * ' < 

, ' . * * . ’ ’ . ‘ ’ >*'•’  * ' * • * - 

(-vi Y i , ***  ' vfiy  ’ 

‘ - 4’;  A Ï7£±T)\ 

• « J J . f r \ 2 / « \ # / ♦ 


^ f » 

f.  • 


• < 


> * 

# * 


4 , « 

* + • 


• « . • 
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cl  pai  suite 


» -+-  1 


fff  dxdydz...  _ __ /«y  » 'J 

J .IJ  — .rr— s*---  ~ v2/ 

Dans  celle  intégrale  les  variables  sont  positives  et  satis- 
font à la  condition 


4-'  + x'  ■+  a1 -H- • _ 1. 

129.  I»a  méthode  de  réduction  qui  précède  peut  élit* 
présentée  sous  la  forme  générale  suivante.  Supposons, 
i°  que  l’intégrale  proposée  soit 

s = SSS ■ • • dx  ,ly  </*•  • Fi*>  *»-).F [/(•*•,  y,  s, 

20  que  les  v variables  x,  y,  z,...,  positives,  pour  plu»  de 
simplicité,  doivent  toujours  satisfaire  à la  condition 

k * (■*>  r, 

3U  <iue  la  fonction  /(x,  y,  z,.  ..)  soit  de  telle  nature 
qu  elle  prenne  des  valeurs  déterminées  et  connues  tu,  T, 
quand  011  fera 


x t=  y •’ac  z. . . o,  (5  = 0; 

■<*»--  ■*--  • ..ua.’-  . . .«n 


4°  «lue  de  plus  l'intégrale 

///.  . . dxdydz.  . . F(x,  y,z,...), 
prise  entre  les  limites 


■V'W;| TA 


•r  = X — *•••  = o»  /(*,  y,  Z, t 


4- 


soit  connue  et  égali-  à f (/)  : 

T.  M. 


'V 
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5°  qu'eniiu  la  seconde  condition 

* 

f{x,  y,  *•  •.) 

n'étant  pas  contradictoire  avec  la  première 
#(•*»  X>  *»  • •)  _ °* 

en  faisant  varier  / depuis  /„  jusqu’à  T,  on  reproduise  tous 
les  systèmes  de  valeurs  x,  y,  z, . . . , satisfaisant  à la  pre- 
mière , on  aura 


/•T  . 

s =•  /,/"»  * ■*• 


Ce  théorème  deviendra  évident  si  on  répète,  sur  ce  cas 
général , les  raisonnements  déjà  développés  sur  un  exem- 
ple* particulier. 

Pour  premier  exemple,  considérons  1 intégrale 
. r . , / 1 — nxx — br"  — cz>  — ...  \- 

///•  . 'lxdy,h  . . gT'yf-  «r-. . . ( ; f -, V", 

dans  laquelle  les  quantités/»,  q , r,...,  «,  6,  y,...  sont  des 
constantes  |K>sitives  (pieleonqucs;  o,  b . c, . . . des  cons- 
tantes moindres  que  l’unité;  m une  constante  positive 
plus  grande  que  i ; et  x,  y, . . . des  variables  qui  peuvent 
recevoir  toutes  les  valeurs  positives  compatibles  avec  la 
condition 


x»  ■+-  y’-  -+.  *>  -t-  r '.  ; < 


Si  l’on  fait 


r 


i — nx  — /<>’•  — cz>  — ... 

i — x*  - r£  — . . ' 


? 
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f (')  = ///  • • • dx  djrrlz . . zT' . . ^ 

les  limites  étant  déterminées  par  la  condition 


(tm  — a )x%  H-  (f  — b)yc  h-  . 


< 


011 


on  aura 


<. 


puis,  par  le  tbéorèmc  de  M.  Dirichlct, 

imy  K$(Mê 


f(r)  = ü- 

et  par  conséquent 

( P 


ce  o y . 


. ».  rK*V\i) 1 

aCv  vf.+r  + ï.  V LU"-«/ *“J‘ 


Si  les  constantes «,  /<,  c...,  sont  égales  entre  elles,  on  trou- 
vera, en  posant,  pour  abréger,  tm=9,  . . = A, 

“ c y 


///••  . dxdydz'' . 


-k-OT 

L * (.■*  /€  -4-  4^.  5 J 


00 

6 "'(6 — î)*~**tf 


. *'  oC»-.  r(/)  c/  < (*-«>+■ 

V *9;’- 
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Si  dans  cette  dernière  a est  nul,  le  second  membre  se 
réduit  à 

r(«)r(  !,)•••  / * (o  ~ » y-do 
mCy...V(v)  J i A — L 


en  posant 


_•  i 

‘ J 

r 


l'intégrale  transforme  en 

, . ' r(,  — ±W) 

— r)*“ ’rfr  = 4 Z± ; 


r 

. ' O 


rfa-l) 


doue 


dxdy(ia..,xr-'  ■rf-'z'-’  _ \ mj  \» / \C J 


dxârtl9..,xP-'  Jr'zr-'  _ 

'///■•• — ^ — H r / i * i \ 

(i—  X»  — y*  — \ ">  * c 1 

La  condition  aux  limites  est  toujours 

i.  iis  • 


r € -t-  zi. 


< 


Cette  dernière  étpiation  se  déduit  immédiatement  du 
théorème  plus  général  *(n°  123)  démontré  d’abord  par 
iM.  Liouvillc. 

Pour  donner  un  exemple  numérique,  prenons  l'inté- 
grale 

* s = SS  J • • -.rff  rfr  *.  • • V ,4-<fc  + r* 

dans  laquelle  les  v variables  sont  positives  et  assujetties  a 
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vérifier  la  condition 


< 


x'  -hy'-hz'...  je 

On  peut  évidemment  la  mettre  sous  la  forme 


S=(37JJ'-^ 


■(•> 


_). 

\/xyz  V 1 -+-(x-t- r-t- 3-+-- 

x,  y,  z,...  devant  satisfaire  à la  condition 
*+  / + 3+...  ^ 1. 
fin  employant  la  formidc  générale  ou  obtient 

Or  en  posant 

t — Oi, 

et  ayant  égard  à la  relation 

)'  '«-(«  - or‘dO  = ^£4!’ 

./  o r (r*  — I— 


on  trouve 


r • t2rit  t r 

' r-1 

. h* 

0 I — /*  J 0 

r(H)r(;) 

r'kl” 

1 J 0 

, .r(i)r(i) 

• n 

r(i+0 

’ g) 

4*  # 

s 

f 

* 

VS 
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s = 


g *r\ 

F 2 

1 T 

;(j) 

rG0 

' i 

L 

a+*J 

l'r( 

.H) 

De  cette  équation , jointe  k la  relation  connue 


on  tirera  successivement 

il/*  (-*> 

130.  Pour  mieux  faire  connaître  les  ressources  nouvelles 
cjue  ces  procédés  ingénieux  ont  créées  a I analyse,  repre- 
nons encore,  avec  M.  Catalan,  1 intégrale  d ordre  //, 

S = JJJ- • .dxrlf*»..., 

et  supposons  que  les  limites  -des  intégrations  soient  déter- 
minées par  la  condition 


y' 


s* 


< 


/ • — a'  /*  — b ' **  — c* 


en  supposant,  i°  que  les  variables  ne  reçoivent  que  des 
valeurs  positives  ; a°  que  de  plus  les  constantes  A,  a,  b,  c,... 


* 
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sont  inégales  et  telles  que  l'on  ait 

X » > «*  > b’  > e* . . . 


Pour  effectuer  l'intégration,  substituons  aux  variables 
x,  y,  z, . . . , « nouvelles  variables  X,  fl,  », . . . , liées  aux 
premières  par  les  équations 


» 


a 


Lorsque  n = 3,  ces  «■quations  sont  celles  qui  servent  à 
passer  d’un  système  d’axes  rectangulaires  à un  système 
de  coordonnées  elliptiques. 

Pour  déterminer  les  limites  de  ces  nouvelles  variables, 
il  faudra  assigner  aux  anciennes  des  valeurs  arbitraires 
satisfaisant  à la  condition  • < 

jt1  r*  ' s*  < 

/(*  — a*  />  — «;>  k‘—c'  — ’ 

puis,  en  désignant  par  h 1 la  valeur  positive  et  plus  petite 
que  l'unité  que  prend  alors  le  premier  membre,  résoudre 
l'équation 


Les  n racines  de  celle  équation  seront  les  valeurs  de 
a1,  v’,.  . correspondantes  aux  valeurs  choisies  pour 
x1,  y *,  . . . Si , par  exemple,  « = 3,  et  si  x,  y , z 

sont  les  coordonnées  rectangulaires  d'un  point  compris 


Cigitized  by  Google 


1 


296  CALCUL  IMTÉGIIAL. 

dans  l'ellipsoïde  représenté  par  I équation 

jt • ' y*  z' 

/ »—  nx  T'— b'  /’  —7'  ~ *’ 

les  trois  racines  de  l’équation  en  t seront  les  carrés  des 
coordonnées  elliptiifues  de  ce  point,  ou  les  carrés  des  pa- 
ramètres des  trois  surfaces  orthogonales  qui  s’y  croisent. 

O11  prouve  facilement  que  l'équation  en  t a ses  racines 
réelles  (*)  et  inégales  ; et  l’on  démontre  ainsi  la  possibilité 


(*  En  effet,  si,  comme  on  Fa snppoéé,  les  constantes  et,  h,  et ...  satis- 
font la  condition  a > b ;>  c, . . , il  su  Hit  de  poser  successivement  dans 
Pc«ftintion 

jr*  /*  •* 

« _v  r-îî — e* ~ ~°’ 

t — — »,  I — n*  -t-  1,  I = b'  -+-  i,  I se* + I =»; 

« désignant  une  quantité  po»  tive  cl  infiniment  petite;  puis  d’observer 
les  signes  que  prend  le  premier  membre  de  celte  équation  pour  allirmer 
que  le»  limite»  de»  racine»  a’,  .a1,  . . de  celle  équation  sont.n'  et  b', 

b1  Ole' 00.  Si  a la  place  de  h'  on  avait  mi»  -+-  h',  le»  limite»  des 

racine»  eussent  éto  — 00  et  «*,  «'  et  b't  . b'  et  c*....  Pour  démontrer 
la  rénlitédes  racine»  de  cette  équation,  M.  Plana  a suivi  une  autre  marche 
qui  conaiste  h poser 

t = . a-tl/— 1, 

par  celle  substitution  l'cqualion  proposco  »e  decbm pose  dans  les  deux  sui- 


■'*(<-«’)  >*;«  - **) 

x’s  — + r- 

t*  — (a  — b1/  -r 


: — c') 


(* 


~U' 


' * — fc‘ 

Or  la  seconde  ovige  évidemment  que  l'on  ait  6 = 0,  c'est-à-dire  que  la 
racine  t soit  réelle-  toi  première  de  ces  méthodes,  comme  l’a  fait  obser- 
ver M Liouville,  parait  se  prêter  dinicilemciit  aux  équations  transcen- 
dante» , ou,  ce  qui  revient  au  même,  au  cas  où  le  premier  membre,  de- 
venu une  série  convergente , renferme  un  nombre  iiillni  de  termes  ; 011  a 
en  elTet  besoin,  (tour  l’employer,  de  savoir,  à priori,  que  l'équation  dont 
on  i’oceupc  n’a  jamais  plus  de  n racines.  Il  faudra  donc  recourir  à l'arl  I- 
licc  ingénieux  do  M.  Plana  si  le  nombre  n est  inlini  ; l’equation  peut  alors 
tr  mettre  sous  la  forme 


- -‘-t 


1 — — s?  /.’- 
I — a 
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du  système  de  transformations  de  coordonnées  employé 
ici.  On  sait  de  plus  que  les  racines  X’,  p’,  v’,. . . de  cette 
même  équation  satisfont  à la  condition 

A*  > a‘  > > b'  > r>  > c*  . , 


En  faisant 


on  trouve 


d'où  Ton  déduit 


< = «-+-  ClS-it 

'(«-«-  ci/rr) 

(êl  — «)*  -4-  6* 


=*% 


(*  — «)_ 

(«-«T+t'-  ’ 


12- 


(*  — 

Or  la  seconde  de  ces  équations  est  absurde,  à moins  que  l'on  n'ait  6 =o, 
c'est-à-dire  à moins  que  la  racine  t soit  réelle.  Donc  l'équation  proposée 
n'a  pas  do  racines  imaginaires.  Pour  prouver  qu'elle  n‘a  pas  non  plus  de 
racines  égales,  il  suflira  d'ailleurs  d'observer  que  l'existence  d'une  ra- 
cine réelle  multiple  entraînerait  eelle  de  l'equation  absurde 


(«  — °y 


La  démonstration  précédente  s'étend  4'ellu-mème  au  cas  où  l'equation 
donnée  deviendrait 


2 — - =/<*>• 

/(I)  étant  non  plus  une  simple  constante,  mais  une  fonction  telle  que  la 
quantité 

y («  -t-  c i/— , ) 

se  réduise  à la  forme 

A -t  B>  1/-I, 

A cl  15  désignant  de.  quantité,  réelles  : cette  équation  n'aurait  ulors  ni 
racines  imaginaires  ni  racines  égales 

On  peut  conclure  de  ce  que  nous  venons  de  dire  quo  si  F (l)  est  une 
fouclion  algébrique  ou  transcendante  décomposable  en  facteurs  simples 

sous  la  forme 

où  A,  <7,  b.  c,...  désignent  des  constantes  redits  quelconques,  et  m,  w, 
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ce  qui  apprend  que  chacune  des  nouvelles  variables,  à 
l'exception  de  A,  sera  comprise  entre  deux  termes  consé- 
cutifs de  la  suite  (t,  b,  Afin  de  savoir  si  ces  deux 


des  exposants  positifs,  l'équation 


F"(0 

F(0 


(0 


n'aura  ni  racines  imaginaires,  ni  racines  égales,  tant  que  la  (onction J (1  ) 
remplira  la  condition  dont  on  a parlé  ci -dessus;  cela  résulte  de  ce  que  la 
F'f  0 

fonction  »■  est  égale  à 

*(0 


m n p 

t — a t — b 1 — c" 

Posons,  par  exemple, 


puis 

ou 


Ÿ (/  ) = cos/, 

/(<)  = «, 


/(!)  = «-+-&•/, 

it  et  b étant  deux  constantes  réelles,  nous  formerons  les  deux  équations 

# 

tang  1 = — a,  tang/  = — a — b*tt 

que  les  géomètres  ont  déjà  considérées  et  dont  les  racines  sont  nécessai- 
rement réelles  et  inégalés. 

E11  prenant  f (/)  = o,  l'equation 


se  réduit  à 


F CO 


=/(') 


et  par  conséquent  lorsque  F (r  a U forma  indiquée  plus  haut,  IVquation 

F'f!) 

F(0  “° 

a toutes  ses  racines  réelles  et  inégales.  Do  là  il  est  aisé  de  conclure  que 
IVquation  F'  (t)  a aussi  toutes  se»  racines  nielles  , quoiqu'elle  puisse  avoir 
des  racines  multiples. 
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tenues  sont  les  limites  de  l'intégrale  correspondante  à 
cette  nouvelle  variable,  recourons  aux  valeurs  de  x ’, 

y’,  , en  fonction  de  X*,  p*,  v*,  , . . valeurs  qui , 

d’après  la  méthode  d’élimination  de  M.  llinet,  sont  don- 
nées par  les  équations 


,,  + -.»)■■■ 
(fl1  — bt)(a'  — c*).  . . 

(*»->»)(*»-»■)(&»  -.»)■■■ 
(A1  — —<•>).  . 

, (f*  — ,»).  ■■ 

(e*  — a')  (c1  — 61) . . . 

Eu  posant  dans  ces  équations 


= o, 
= o, 


= y = z...  = o, 


auquel  cas  A = o,  on  trouve 
X — n,  u = b, 

*“•  x1  = k' — a\  y'=z‘...=  o, 

ce  qui  donne  h = i,  il  vient 


A — t,  fz  = b,  t = c, . . ; 

les  valeurs  limites  de  X sont  donc  k et«.  Ou  prouverait 
de  la  même  manière  que  les  valeurs  limites  de  p sont  a 
et  b , etc.,  et  par  conséquent,  pour  embrasser  tous  les  élé- 
ments de  1 intégrale  S,  on  doit  attribuer  à chacune  des 
variables  X,  p,  v, . . .,  toutes  les  valeurs  comprises  entre 
les  deux  constantes  qui  comprennent  entre  elles  cette 
même  variable. 

Cela  posé , puisqu'on  désignant  par  la  fraction 

, 

(«"  — -*>(*”—-*)( «'-O  ’ 

on  aura,  eu  verludes  formules  qui  serventau  changement 
è 

'-...v  * 
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de  variables  indépendantes 


dxdydz.  . . = fyti . . .dxduitt . . . y aK  Afl 

on  aura 


S =jÏjÏjr  • W 


I)’un  autre  côté,  si  l’on  applique  à l’intégrale  S,  prise 
sous  la  première  forme,  la  formule  de  M.  Dirichlet,  on 
trouve 


S = 


r(,+î) 


\/(A‘  — «*)(**  _ Î>)(X*  A-  e‘). . . , 


donc 


.kdA./ttlf*.  tdw. . . y/ A,  Au  A,  _ 


b') (X*  — r>) . . 


Cette  formule  est  susceptible  de  simplilication  : en  etî’et , 
toutes  les  différences  telles  que  X*  — p*  se  trouvent  évi- 
demment élevées  au  carré  sous  le  radical  du  premier 
membre;  on  aura  dès-lors,  sans  ambiguité  de  signes  et 
sans  imaginaires  , 


. XflA.u/lu .ïdt . . . 


P (A1  — fi') 


P indiquant  un  produit  de  facteurs  de  même  forme  que 
celui  qui  suit  cette  caractéristique,  taudis  que,  en  dési- 
gnant par  m la  constante  qui  dans  la  suite  a,  b,  c, . . . 
occupe  le  meme  rang  que  ? dans  la  suite  X,  p,  v,. . 
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Dff  représente  le  produit 

r»)  (è>  — <r>)  (c*  — «•>)...  — — /l*)(<r>  — />’)...  (e1  — 

Si  la  dernière  constante  /*  était  nulle,  alors  le  facteur 
o*  — /’  de  D„.  se  réduisant  à a',  détruit  le  facteur  n qui 
se  trouve  hors  du  radical  sous  le  signe  d’intégration  , et 

l’on  a 

P(V—  „»)  * 


s:  .a:- 


dx  du  dt . 


\/^X 


X V/(X* — <r’)(X’ — è’).,.(X’ — r’), 


*(,+î) 

1)^  étant  égal  à 

(fl’—  t*'j)b'  — a*'h  — •*)...(*—  «•‘Xc’—  W’XV—  />’).,.(»’  — •«*). 

En  prenant  dans  cette  formule  n = 3 et  calculant 
r (|)'au  moyen  de  l'équation  bien  connue 

r (V  -ht)  = 

' « X''  ^ 

qui  donne  successivement 

r(n-D  = r(D  = ir(i)  = D/r, 

r(,  + i)  = r(i)  = ir(4)  = i^, 

on  retombe  sur  l'intégrale  triple  donnée  d’abord  par 
M.  Lamé. 


■ Mk' » i 

*ê, 


JM 


-le-Alvr  vit  Cjv 


-ri^r*****.  • 

>*)t  » - # ** 
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Leçon  supplémentaire  sur  le  pasaage  du  réel  à l'imaginaire  dan»  la  re- 
cherche des  intégrales  définies.— Détermination  de  quelques  intégrales 
particulières. 


131 . En  exposant  le  procédé  si  ingénieux  appliqué  par 
M.Lejeune-Dirichlet  à la  réduction  de  certaines  intégrales 
multiples,  nous  avons  été  forcés  de  recourir  à une  formule 
très-remarquable  donnée  d’abord  par  Euler,  et  démontrée 
depuis  rigoureusement  par  Poisson.  La  démonstration  de 
Poisson,  longue  et  difficile,  s’appuie  sur  l’intégration 
d’un  système  d’équations  simultanées,  ce  qui  est  réelle- 
ment un  chemin  détourné.  Pour  remédier  à cet  incon- 
vénient et  ne  pas  renvoyer  à la  seconde  partie  du  Calcul 
intégral  la  recherche  d’une  intégrale  définie,  nous  avons 
été  amenés  à exposer  avec  quelques  détails,  dans  une 
leçon  supplémentaire,  deux  des  Mémoires  deM.  Cauchy, 
ce  sont  peut-être  les  plus  remarquables  et  les  moins  con- 
nus. L'un,  ayant  pour  titre  : Mémoire  sur  les  intégrales 
ilé finies , fait  partie  des  volumes  de  l’Académie  des 
Sciences  ; l’autre  sous  le  titre  : Recherche  d'une  formule 
générale  qui  fournit  la  valeur  de  la  plupart  des  inté- 
grales definies  connues  et  celle  d'un  grand  nombre 
d’autres  , a été  inséré  dans  les  Annales  de  l\I.  Gergonne. 
tomes  XVI  et  XVII.  On  trouvera  d’ailleurs  dans  celte 


. 
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leçon,  et  les  vraies  bases  du  passage  du  réel  à l’imaginaire , 
et  un  procédé  très-ingénieux  et  très-général  pour  la  dé- 
termination d’une  multitude  d’intégrales  définies. 

Soit  F(z)  une  fonction  quelconque  de  la  variable  z,  et 
supposons  que  z soit  lui-même  une  fonction  de  deu^au- 
tres  variables  x et  y,  les  dérivées  de  l’intégrale  fF(z)dz 
prises  tour  à tour  par  rapport  à x et  à y seront  respecti- 
vement 

F(*)  Tx  ~ F *’  F W = F (*) D/  *■ 

La  dérivée  du  second  ordre  de  cette  même  intégrale,  prise 
par  rapport  aux  deux  variables  a;  et  y , sera  ou 

Dr  F (s)D,x, 
ou 

Ib  • F (z)  Dr  2, 

ei  l’on  aura  par  conséquent 

Dr.F(s)D,z  = D, . F (z)  Dr  z. 

• 

On  veut  vérifier  directement  cette  équation  en  effectuant 
les  difFérentiations  indiquées  : elle  est  identique  ou  sub- 
siste quelle  que  soit  la  fonction  de  x et  de  y,  que  l’on 
prenne  pour  * ; elle  subsistera  si  l’on  suppose  cette  fonc- 
tion en  partie  réelle  et  en  partie  imaginaire.  Ainsi,  par 
exemple  , si  u et  v désignent  deux  fonctions  réelles  quel- 
conques de  x et  d cy,  ou  pourra  faire 

z =r  u *+*  v \/  — i ; 
alors . si  l’on  suppose 

F(«  + H — i J = L t-  VL''— T, 
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U 

l'équation 

deviendra 


du 

dx 

dv 

Tx 
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dv  du  dv 

V^=P’ 

..du  „ ..dv  ..du 

' Jx.-*'  VTr  + V dy  ~ 8> 


D^.FfaD,*  = I),.  F (a)  Dr  ; 


d P »/ft  . ✓ «u  ns  

,T,-  "h5;  “Z+Z»'— 


Ü9+*V^1Î, 

rfx  ^ rfx 

et  se  partagera  nécessairement  en  deux  autres 


» 


dP  f/Q  rfR  WS 

///  f/x  ’ dy  dx 

On  peut  encore  vérifier  immédiatement  ces  deux  équa- 
tions en  différcntiant  ; elles  renferment  toute  la  théorie 
du  passage  du  réel  à l'imaginaire.  Il  ne  reste  plus  qu’à 
indiquer  la  manière  de  s’en  servir.  Multiplions  les  deux 
membres  par  dxdy , elles  deviendront 

dxd. P — i/yd.Q , <lx dj&  — dy  dxS. 

Si  maintenant  on  intègre  par  rapport  à x et  ky.  entre 
les  limites  .r0,  X,  y„,  Y,  l’une  des  intégrations  s'effec- 
tuera toujours  ; «et  si  l’on  désigne  par  Pr.,  Pv,  Rr„  R., 
Qr„  Qx,  Sx0,  S x les  valeurs  des  fonctions  P,  Q,  R,  S 
correspondantes  à .r„,  X ou  y0,  Y,  ou  aura 

I XPr dx  — j XP ydx  =1  Q \dr—f  ^Q^dy, 
v x0  v xn  «/.l'o  J y O 

f\dx -J  Kadx^J  Sx  dy  - J \xdy, 
v tq  2 q j y o v y o 

eu  supposant  toutefois  qu’entre  les  limites  des  intégra- 
tions les  fonctions  P,  Q,  R,  S conservent  toujours  une 
valeur  déterminé»;. 
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Si  l’on  fah  * -'*  • . 

' * 

* ( XuXZOy  /o  ^ ■—.Xi  • '.• 

cl  si  l’on  représente  par  fi  el  r,  q et  s les  valeurs  que 
prennent  les  fonctiotis  P et  R pour  y = o,  Q et  S pour 
x = o , il  viendra  1 ••  , . . «- 

f4Vdx—f  jjiIz  = f*Qcir  — f qdy  , 

Ja  J.i  J o ./o 

* ■}  /’x  , rz  t /X  . rx 

. f Rt/x  — / o/x  ps  I : — / *dy. 

• ..'o  « v'o  .'o  ' t'o  , 

»*  4 ...  - * " * 4 . 
132^  i r,‘  Application,  u — T , v ; on  aura 

U -F-  V — i s=  F (x  -H  /V^t- 1) , • , , 

• * .1 
i lu  du  • av  df  ‘ 

. eÜ~'\  ,d^T°\  Âc~°’  dÿ~  ' ’ 
p = u,  Q\=—y,  r — v,  S = u. 

* •' . •«  ••  • . 

Si  l’on  f*it  de  plus  :«  * ...  »v 

* . f* 

, «W  = vLr\£-ï)  =D±  rv^t 


ou  aura 


p — w , (f  zzz  — f \ yrr  o,  /f.=  / / , 


oJljMir  ^îitc  '»  ** 

. * * . v : * 

. r /'x  . rz  rX  m . /X„  iY 

• / Vdxr-  \ W*  = / j”/v  — / Vrfjy 

VO*  ji/ff  JijY  ‘ ../o  ^ 

/ V/x  — jJVdr  — Udf.  • " '*  2 • 

Jo  . vo  .’,o*» 

• ' CF 

Ces  deux  équations  peuvent  être  je  Àl  placées  par  la  seule 
formule  • * 

. * > . . * r* 

/ F (x,-+-/l/' •—  i ) dj0 — / F (jf  1 dx  * • ' 

.'o  • » . ^ J,t>  * * ■ * " 

' .-•'r- 


T.  u. 

• i 

« » *- 

’ V 

• ■ v 


.»  * 


i . 


% f 


¥ r 
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Exbm pie:  Faisons 


on  aura 


, et  par  suite 


F (»)  s=  e~‘\ 

, t ; » 

U = et'  f*’  cos  ixy, 

» 

V = — et'  e~jt  sin  ixy, 
w — if—er'jt  V—o, 


.> ^ /s  j»  ^ 

e/.  J * e~*'  cos  ïxydx  — J o ef*  sia  iixydy  = J^e~^dx,  . 

V/  sin  axyrfx  -t-  c~‘'  J* e3>  cosixydy  = ef'dy.  ' 

• « 

Si  Ton  suppute  intinie  la  seconde  des  limites  x,  les  deux 
quantités 


t 

•rr 


e~*  [' &'  swiixydy,  ï et' casixydy,' 

‘ J o „ . •'» 

s'évanouiront , et  l'on  aura  simplement , en  faisant  y — a, 

“**  ‘ ' 

,00  /•*  i t 

/ c-**  cos  t.axdx  (T*1  1 ' " ’’dx  — , 

,/o  ./o 

*•  * | » » 

/ c-1’  sin  -i.axdtp  — e ~°'  f e’  dx.  * , 

J O * - •/  ° » 

■».  ••  .•  * . , * ' 

î”\  Application.  W=ax,  «a  étant  une 


quantité  constante 

,„on  aura 

a 

« . V 

' * u + v v 

^ y » 

fix  -4-  x v l 

« 

1 

du  *. 

f/c  • 

du 

dv 

rfr  =S‘°’ 

* . 

^ » 

x =>o, 

dysr 

«*r  • 

\ • 

P = «U  — V/,  Q — — Vx, 
• T 

R=çUr 

+ «V,  S = Ux. 

» A 


Si  l’on  fait  do  pins 

•F  fax)  =»  » J-'  i oi  = A , « • 

. * t ! • 


» *. 


• * 


I 

# 
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on  aura  • 

' ' * . 
p = aiv,  q = o,  r=  o,  s =o,  * = o, 

« 4 

à moins  que  k ne  soit  infini.  Cela  posé,  on  aura 

4 . 

Jn*  /'x  /• x • * 

Vdx  — y I \dt a I wdx  — — x I \dy, 

o «/o  J o t'O  * 

y f* Vdx  -+-  a J *ydx  = x j^Vdy.  * 

Ces  deux  équations  peuvent  être  remplacées  par  l’équa- 
tion unique  * * r 

• * . 

[a-+-yV/ — i)  F (ax+xy\/' — i )dx>—aj  F (ax)dx 

= x\/ — i J F (ax  -+-  xy  \/ — i )dy\ 

• ' 

on  pourra  encore  donner  à ces  deux  équations  la  forme 

/.“c = ^ [rfy*  - ‘jy*  ] + 

/.*  v,t'= ït?  biy*' +rjy<irh*y- 

Si  la  valeur  extrême  de  x est  telle  que  les  deux  quantités 
xU,  xV  s’évanouissent  quel  que  soit^,  on  aura 


cl  par  suite 


x / Urfr  = * f Vdy  ==  o, 

J O J O 

f*Vds=  — f \wdx  , 

Jo  «’+rVo 

fxvd*=  —r  rw. 


Pin  faisant y=  b,  ces  deux  équations  pourront  être  rem- 

■ 20. . 
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placées  par  l'équation  unique 

la+b\/zrx)  rF[(.  + *V^r)*V*=  f «F (ax}ttx. 

Jo  J» 

Dans  un  grand  nombre  de  cas,  U et  V s’évanouiront  par- 
la supposition  x — oo  ; on  aura  alors 

* 

jy.  05 

(rt  + b V/^7)  f F [(fl  -f-  b\/~i)x\<iv  = f ^ F (x)f/x. 

Si  dans  ces  équations  on  suppose 

F(x)  = x-~'f(x), 

n étaut  un  nombre  réel  quelconque,  on  aura 

» 

F )x]  —(a  + b\/^ïy-'y,~'f(ax  + b.r\/^  i ), 

et  en  posant 

u=rcos«,  b =rsin», 
n by/' ï = r (cos  at  -+-  \/ — • sinï), 

(a  4-  b\/~\  )*-■  = r'-'[cos(n  — i)«+  V/~'  »m(/i— 1)«], 


et  par  conséquent 
/ .r"-,/|r(cosi«  4-l/ — 1 sinC)xJr/x 

J O • r 


COS«*  " 


— i sinise 


On  a d’ailleursa1  -f-  £*  = »J,  « = arctang  -,  cette  nota- 
tion désignant  toujours  le  plus  petit  des  arcs  qui  a j 
pour  tangente;  et  si  l’on  fait 

/[r(cos*  -+-  \S — i sinî)x]  = U -f-  Vl/— T> 
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cette  dernière  équation  équivaut  aux  deux  suivantes 

/ — J -r"  */(je)rfr, 

J o U o 

(«>  4-é*)1 

/•*  ' sin/12  w 

/ \xT‘dx  = ; / *"  ’/ïx)^r. 

o **  _ *>  <*  . . 

(<i*  -f-  A*)’ 

Ier  Exemple  . Posons  y(x)  = «-*,  il  viendra 



1 jc"-'  e““  (cos  ix  + l/  — 1 sin  Ax)  <£r 

cos„.  -\/=7sin«  c-xrfr> 

/■"  i/o 


/•*  , cos/i*  r 

I cotbxdx  — ; rfx,  * * 

i'  o " J o 

(fl*  4-  A*)? 

/,CD  . . . sinn«  p®  , 

| x^'c-**  sin  bx dx=z I x"  lc~xdx. 

J o 1 J u 

(a*  4-  A*)» 

Si  l’on  observe  que  l’intégrale 

,,a> 

I y~  ' e~x  dx 
J o 

est  précisément  celle  que  nous  avons  désignée  par  la  no- 
tation T (n),  la  première  de  ces  équations  deviendra 

/ x"_,e—  U-+-41/-I  )xdx—  — -—7—; 

J O - r 

€ii  faisant  a = o on  aurait 


* , 

• = arc  tant*  gc  = - , r = à y 
2 

et  remplaçant  alors  n par  <i,  on  aura 

_ *i 

Jo^-‘^-‘  = e 6. r(fl); 

7 

c est  précisément  la  formule  d’Euler:  elle  équivaut  aux 
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deux  équations 

a* 

~ cos — 

J x"~‘  cos  bxdx  = r r (fl)  , 


/ jc*“*  si 

i/o  < 


sin  • 


sin  6x<ir  = 


• En  posant  dans  la  formule  d’Euler  x = (y  6)’,  « = J, 
et  ayant  égard  aux  équations 

cos^=sin^  = J_,  r(*)=VÎ, 


on  trouvera 

• * 


f 00  (4r*  -+-  3*6r)t/—  - J*  e - 4P  J_± 

/ — oo  y b 2 

C’est  la  seconde  formule  employée  par  M.  Dirichlet 
(n°  124). 

2mc  Exemple  : Si  l’on  faisait  f{x)  =e~[r+c>' , on  aurait 
(ix  -i-  bx\f  — i*)=  £*’**- 1"+*)*  [ cos ibx{ax  ■+■  c) — V/ — i sin  six (ax  -4-  c)  J» 

U=  + cosibx(ax -h c), 

\ + c)'  s;n  aèx(ax-l-c), 

„ Ce 

COS  C 

x',-1e*,*t'"<“  + ^,eos2i>x  (ax  ■+■  c)dx—— • J e~  1 +')’ Vir , 

V O 

(a*-f-  6*)» 
sin  n a?  c® 

x*-1  e*’1'- '•*+<■)>  sin  a èx  (<ix  -|- c)  dx  = I r“  (z+c)*x*-1  <£r. 

"»  • (a*  -+-  £>)* 

1 33.  Nous  ne  pousserons  pas  plus  loin  l’application  de  ces 
principes.  Passons  à la  recherche  de  la  formule  générale 
qui  fournit  la  valeur  d’un  très-grand  nombre  d’intégrales 
définies. 

Supposons  que  la  fonction 

F (x  +■  y |/  — | ) 
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s’évanouisse,  i°  pour  x = ±;  oo,  quel  que  soit  y\  au  pour 
y — oo,  quel  que  soit  x,  et  conserve  une  valeur  unique  et 
déterminée  pour  toutes  les  valeurs  de  x et  de  y renfer- 
mées entre  les  limites 

x — — a,  x — oc,  y — o,  y = a; 


si  après  avoir  cherché  les  racines  réelles  ou  imaginaires 
de  réquation  - -!-y  = o , on  désigne  par  x„  x,,  xs, .... 


celles  de  ces  racines  dans  lesquelles  le  coefficient  de  \/ — i 
est  positif,  et  par  F,,  F*,  F„ les  valeurs  que  re- 

çoivent les  produits 


i F (x,  -+- 1),  iF(/,+  i),  iF(x3 

lorsque  s se  réduit  à o;  alors,  comme  nous  l’avons  vu,  en 
posant 

a = a»(F,  -f-  F,  -H  F3  -F...)l/—  1* 


on  trouvera 


A 


Comme  cette  formule  fournit  les  valeurs  d’une  multitude 
d'intégrales  définies , il  ne  sera  pas  inutile  d’en  donner 
une  démonstration  directe.  Elle  se  déduit  très-facilement 
d’un  théorème  que  nous  allons  établir  en  peu  de  mots. 
Si  l’on  désigne  par  F (x)  une  fonction  telle  que  l’expres- 
sion F (x  y \/ — 1)  s’évanouisse  , t°  pour  x = ±.  00 

quel  que  soit  ; a0  pour  y = 00  quel  que  soit  x,  et  de- 
meure toujours  finie  et  continue  entre  les  limites 

x==  — oc,  x = oc  ; y = o,  y — 00 ; 


et  si  de  plus  on  nomme  F la  limite  vers  laquelle  con- 
verge le  produit  xl*(x),  tandis  que  la  valeur  numérique 
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«1e  x devient  infiniment  grande , on  aura 


.00 

/ F (x)  dx—  \/~i 

J — 00 


Démonstration.  Pour  établir  ce  théorème,  nous  cher- 
cherons d’abord  la  valeur  de  l’intégrale 


J x V(x)dx. 


On  a généralement 

D7F(a-  -+-  = V' — ' 1>*F  {x  4-  yV'—rX  ) ■ 

et  si  l’on  intègre  les  deux  membres  de  l’équation  précé- 
dente, par  rapport  à x et  à y,  entre  les  limites 

x = — X,  x = 4-  X ; y = o,  7 = cc  , 

on  en  tirera 


/•  ] \ oo  • f-X 

J ^ J DrF (.t -\-yV' — i )djr dx  = \/ — i j j ^_D,F (x  +/l/ — îjdxdy, 

puis,  en  ayant  égard  à la  condition  F(x-t-  ocl/  — i ) = o, 

^ , oc  

/ F (x)  dx  ^ I [f(X  + / — i) — F( — X-f/l/ — r)]  dy. 

J — X ./o 

Si  maintenant  on  attribue  à la  quantité  X une  valeur 
très-grande , on  aura  successivement 

X-»-7»/^T)F  + =(-X+.j'V/^T)f(-X  + /P/-Ï)=F, 


et  par  suite 


F (X 


X+yl 


F-I-X  + yV'~  i)  = 


X-hjrV'—  \ 


Digitized  by  Google 


V1NGT-UN1EME  LEÇON. 


3l3 


d’où 


r»  f «* = - ^rt*^ 

Cetle  dernière  équation  deviendra  rigoureuse  si  I on  pose 
X = oo,  et  l’on  aura*  > fo  • 


/ F(x)dx  = — «-F  l/ — i. 

Observons,  toutefois,  que  si  l'intégrale  définie 

'■*-  1 -■  C *»  • ^ 

/H-a 

' / I*  (x)  r£r 

•/ — 00 

»%  ' 

est  du  nombre  de  celles  dont  la  valeur  générale  est  indé- 
terminée, la  formule  qui  précède  fournira  seulement 
celle  des  valeurs  particulières  de  l'intégrale  que  nous 
avons  désignée  sous  le  nom  de  valeur  principale. 

Corollaire  Ier.  Lorsque  la  quantité  désignée  par  F 
s’évanouit,  l’intégrale  proposée  n’admet  qu’une  seule  va- 
leur qui  se  réduit  à zéro,  en  sorte  qu’on  a 

/** 

f F (x)dr—o. 

J — GC  J 

. ‘ tfc. . ' 

Ainsi , par  exemple,  si  l’on  prend 


r(*)  = - 


— t — e~*  cos  ax  -f*  V'  — i sin  ax 


i x% 


i -h  x 1 


on  trouvera 

•°°  cos  ax  -t-  \/ — i sinrt.r 


f 


— K 


I X‘ 


dx 


/■=*  tlx 
— I . = O. 

./ — Oc  1 -t-  x1 
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J 


COSfJX 

— <X  I +x* 


dx 

i +x* 


sinax 

dx  = o. 

i-t-x’ 


Corollaire  amc.  Si  l’on  désigne  par  F (x) , F (x)  deux 
fonctions  qui , considérées  isolément,  ne  vérifient  pas  les 
conditions  énoncées  dans  le  théorème , mais  dont  la  dif- 
férence F(x)  — F(x)  satisfasse  aux  conditions  dont  il 
s’agit  ; alors,  en  représentant  par  F et  F les  limites  vers 
lesquelles  convergent  les  produits  xF(x),  xjF(x),  tan- 
dis que  la  valeur  numérique  de  la  variable  x croît  de  plus 
en  plus , on  aura  évidemment 


/’  [F  (*)  ~ F(*)]dx  = » ( F - ¥)\/  x, 
et  par  suite 

f°CF(x)dx=  /'*  F(m)dx  -t-  ir(F — F)  \F-i- 
v — oo  J — ce  * 


Les  intégrales  comprises  dans  cette  dernière  formule, 
doivent  encore  être  réduites  à leurs  valeurs  principales. 
Si  la  quantité  F s’évanouit , on  aura  simplement 


,.06  ,,  00  

I F (x)rfx  = / F[x)dx  + rFi/ — !• 

•/  — oc  J — oc 

Corollaire  3mc.  Supposons  que  l’expression 

F (x  y\/~) 

s’évanouisse  toujours,  i°  pour  x=  rfc  oc,  quel  que  soit  j ; 
a°  pour  y = oo,  quel  que  soit  x,  mais  devienne  infinie 
pour  un  ou  plusieurs  systèmes  de  valeurs  positives  ou 
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négatives  de  x et  de  valeurs  nulles  ou  positives  de  y. 

00 

Alors,  pour  déterminer  l'intégrale  f F’(x)<£r,  à l’aide 

de  la  formule  donnée,  il  suffira  de  trouver  une  fraction 
rationnelle  de  x telle  que  la  différence  F (x)  — F (x) 
remplisse  les  conditions  énoncées  dans  le  théorème.  Con- 
sidérons d’abord  le  cas  où  l’expression  F(x+jl/-0 
devient  infinie  pour  x = a,  y — b , b représentant  une 
quantité  positive  ou  nulle.  Faisons,  pour  abréger, 

a + b V'  -i  = x,, 

et  désignons  par  F,  la  limite  vers  laquelle  converge  le 
produit  (x — x,)F(x),  tandis  que  le  facteur  x — x, 
converge  vers  zéro  : la  différence 


F(*)-  F'-: 

X JT, 


_ (x  — x,)F  (x)  — F, 

X— X, 


obtiendra  en  général  une  valeur  finie  pour  x = x,;  et  si 
entre  les  racines  de  l’équation  = o,  la  racine  x,  est 

F(*) 

la  seule  dans  laquelle  le  coefficient  de  \/  — i soit  positif, 
cette  différence  remplira  les  conditions  énoncées  dans  le 
théorème.  On  pourra  donc  prendre 


*■(*)  = 


F, 


X — X, 


F, 

: — a — b\/ — -i  ' 


Cela  posé,  on  trouve,  i°  F = F,  ; 

2°.  Si  b est  nul, 

/ J(x)dx  = F,  K,nf^  = F,  lim*  I (*^)’  = °, 

* />|/Z 7,  ,U 


et  si  b est  positif, 

, ,•  rX  ¥,dx  „ /•"  b\f  — \<lx  > 

■F(x)  dx  — lim  | — F,  f - ^ — — * F.  — i ; 

J -\x-a-b\/—i  J — cd(*  — o)1  -H  è’  r,K  ,y 
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on  aura  donc,  si  b est  nui  , 


si  b est  positif, 


j °°  F(*)d*  = srF,l/^7; 

f'  F lx)ilx  ~ 2rF,y/ — *• 
J — ® 


Si  b devenait  négatif,  on  devrait  prendre  F(x)  = o,  et 
l’on  aurait,  en  conséquence, 


/ FM 

J — a 


d-Z  — o. 


134.  Pour  établir  les  formules  qui  précèdent,  nous  avons 
supposé  que  leproduit(x  — .r,)  F (x) convergeait  vers  une 
limite  finie  F, , tandis  que  le  facteur  x— x,  s’approchait 
indéfiniment  de  o.  Supposons  maintenant  que  ce  produit 
ait  une  limite  infinie,  et  que  dans  la  suite 

(x  — x.)  F (x),  (x  — x,)lF(x)}. . (x  — x,)-F(x), 

le  terme  (a: — X,)m  F ( x ) soit  le  premier  qui  ait  une  limite 
finie  ; alors , si  l'on  pose 

(x  — x.)-F(x)  = / (x)  =/(x.)  H ; 1 f (•*>)  -+ 

1.2.3.  .(»* — I) 

la  fonction  y(x)  conservera,  eu  général,  une.  valeur  fiuie 
pour  x = x,  et  remplira  la  condition  énoncée  dans  le 
théorème.- Comme  on  aura  d’ailleurs 


?(x)  = F (x)  — 


/'(x.) 


(x— X,)— * 1.2  (x-x,)--1 

/>'—>(*■)  « t 

1.2.3..  .{m — i ) x — x,  ’ 
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/"(*.  ) 


-h... 


(x— JT,)"-'  1.2  (X X,)" 

i .2.3. . . (m  — i)  x — x, 


En  adoptant  cette  valeur  de  i7(.r),  on' trouvera 


* t — n / V > 

i . a . 3 . • « (m  — i ) 


et  par  conséquent  l’équation 

♦ -.  ii* 

f F(x)dx  — / F(x)dx  + * (F,  — F,)W^ — j « 
continuera  de  subsister  pourvu  que  l’on  suppose 

F , = = Ura ■ D;-(x-x,)-F(x). 

i.a.3...(m — i)  i.2.3...(m—  i)  * 

On  trouvera  encore  dans  cette  hypothèse,  i“  lorsque  b 
étant  nul,  les  expressions 

/<"~>(x),  /(—«>(■),  /«-«>(*),.,.,  * 

se  réduiront  toutes  à zéro, 

/ F(x)dx  = o; 

J — 00 


a°  lorsque,  6 étant  nul,  quelques-unes  des  mêmes  ex- 
pressions obtiendront  des  valeurs  différentes  de  zéro, 

/•  * 

I F{x)dx  = ± oc  ; 

^ — 06  t 

3°  lorsque  6 sera  positif, 

I F(x)  dx  = a»  F,  \/ — i • 

J —00 
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Par  suite,  les  formules 

, 00  »i  CO  

/ F(jp)drs=  *F,W/' — i ou  / F (x)dx  = 'xttYX/  —\ 

oo  J — ce 

• J 

subsisteront  si  la  racine  de  l’équation  = o est  une  ra- 
cine imaginaire  dans  laquelle  le  coefficient  de  Y'—  i soit 
positif,  ou  une  racine  réelle  pour  laquelle  les  expressions 
y f ("•-*>  (x),  f [m~*)  (x) , . . . s’évanouissent. 

Si  dans  la  racine  x,,  le  coefficient  de  Y/  — i était  néga- 
tif, on  retrouverait  la  formule 


r ® 

f F (x)dx  = o. 

J — CO 


Si  l’éauation  = — - = o admettait  plusieurs  racines  x,, 

x,,  Xj, . . • , alors,  pour  obtenir  la  valeur  de  F (x)  propre 
à remplir  les  conditions  prescrites,  il  suffirait  d'ajouter  en- 
semble les  valeurs  de  F(x)  correspondantes  à ces  di- 
verses racines- 

435.  Les  formules  qui  précèdent  réduisent  la  détermi- 
nation des  intégrales  qu’elles  renferment  à la  recherche 

des  racines  de  l’équation 


La  formule 


I F (x)  dx  ==  A 

J — ce 


peut  d’ailleurs,  si  l’on  veut,  être  remplacée  par  la  sui- 
vante 

r = j.. 

J — OD  2 

Supposons  , pour  fixer  les  idées , qu’on  ait 

F(x)=  *(“).x('’)*4(<*')-  • - /(<*), 


Digitized  by  Google 


« 

/ 


1 

VIKU^jrUKIÈME  LEÇ0X.  - 3 1 i) 
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? (M)  ’ X M > 'P  0V) »••••'■  désignant  des  fonctions  ration- 
nelles des  variables  w,  o,  w, . . . , et  «,  e,  w, . . . , f (x) 

. représentant  des  fonctions  de  x qui  restent  complètement 
déterminées  dans  le  cas  môme  où , après  avoir  remplacé  x 
par  x-Ç-jr  \/ — t,  on  attribue  à a»  une  valeur  réelle  quel- 
conque, "Vît  à, J une  valeur  réelle  positive.  Concevons 
d'ailleurs  que  la  fonction  f (x)  ne  devienne  jamai§  infinie 
pour  aucune  valeur  finie,  réelle  ou  imaginaire,  de  la  van 

riable  x f pour  obtenir  les  racines  de  l'équation  p^—  = o , 
il  faudra  d’abord  chercher  celles  <fes  équations  * 


«p  (“5  ’ z(f) 


'b  (**') 


= o, 


dans  lesquelles  les  fonctions  f(u),  ^(v),  (■»•) , . . . sont, 

par  hypothèse  j ratioqjielles.  Supposons  ces  mêmes  équa- 
tions résolues,  et  soit  h -f-  k V<—  i une  de  leurs  racines, 
on  n’aura  plus  à résoudre  que  des  équations  de  la  forme 

u =z  h ■+■  k \/  — i,  pzrÂ  + i \Z — 1 

J 1 * * *. 

chacune  d’elles  fournira  une  sçufc  racine,  dbnl  il  scra  fa- 
cile de  fixer  la  valeur,  si  l’on  a pris  pour  u,  v,  te,..-  qyel-* 
ques-unes  des  fonctions  ; * 

' ^ , ’ ' 

H ■ 1 |rsin0  -+-  (rcosô  — x)  \/  — IJ,  » 

* • k y , . * •ç  . • * 

. / et  tétant  des  quantités  positives  et  0 un  arc  compris 
entre  les»! imites  o et  tt*  En  effet»  eu  posant , pour  abréger. 


-*-*’)*,  * ='arr  tanp  -,  x • 

a A 


V 


f 
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on  trouvera  pour 

i •+•*  \/ — « 


ji  — xl/-— i * • 

f 

pour 


0 

m 

• » 'P 


* pour 


2p  COS*  -H(l  — P*)  K — I. 

/i  + /y*T*  I,  r- ; : > • 4 

i -f-  ap  sin  « -f-  pa  # 

• • 

, ! (r — x V/'—  l ) — h A V/ — H ^ ‘ 1 

* .r  = — ç*  sin  X -f-  (c*  cos  X-  — >)  l ; ' 

v : • / •"  * ’ • 

lfi  -*--1/—  A = * # 

. v . * v.*  y «■ 

.r  — y • • • > 

^ sin  / — (f*  cosX-  — i ) K — 1 f* 

et  ainsi  du  re^tc.  ' . • , 

Si  l’on  prenait  pour  « , f , tv, . . . quelques-unes  des 
fonctions  • • * ' 

' •*  >— 1 , t s—x  ■ ' 

;*  sinAr,  cosér,  r4*,  ekx  ^ , e^a  + k 1 x >t  m 

l(,  \(,  -rfbx^~^*.  -, 

♦ 

a,  b désignant  des  quantités  quelconques,  et  r un  nom- 
bre inférieur  à l’unité,  chacune  des  équations 


I 


* 


— c=  « » -77 

p(u)  'PH 


= o, . . . • 


9 

aurait  une, infinité  de  racine*..  Ainsi,  par  exemple,  en 
repréjentaut  paç  n un  >i  ombre  entier  quelconque,  on  " • 

trouverait,  pour  sinfor  = o,  * .... 

« * ’*  ' * 


.«■  _ . ’#'T.  * * 
o,  X.—  X — _ , 


pour  cos  bx  = o , 


* •*  . 


• . 


^*3’ 

• . , • ... 


-4-  '}*  . 


i • 
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pour  ebr  =z  h k \/ — i , 


3ax 


•c=“î[,f  + (^  J^-7- 

pour  <ka  ■+■  M''— i )•*•  = A -4-  A \/  — i , 

1 f -+-  (—  — « V/  — i ±:  SB*  l/" — 1 

* = a+b)/Tr~ 

Alors  la  somme  désignée  par  A se  composerait,  en  géné- 
ral, d’une  infinité  de  termes,  et  par  conséquent  l’inté- 

, r 00  Ffx)  -+-  F( — x)  . , 

grale  / — - ax  se  trouverait  représentée 

J o r 

par  la  somme  d’une  série  infinie. 

136.  En  ayant  égard  aux  diverses  remarques  que  l’on 
vient  de  faire,  on  déduira  des  équations  fondamentales  une 
multitude  de  formules  générales  propres  à la  détermina- 
tion des  intégrales  définies  : nous  nous  contenterons  d’en 
citer  quelques-unes.  En  désignant  par  r une  quantité  po- 
sitive, et  par  m un  nombre  entier,  on  établira  sans  diffi- 
culté les  formules  générales 

X •}. 


l/- 


J 

f‘»F(x)-r(-x)  xdx  _«,/  .y—  V 

J o aV^r  **+»•  a V 

/ “ xi  J*±-  = ?[F(r)-F(-r)]l/=7, 

J o a r>— r’  \ 


T. 


ai 
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r"  FW 

/ — <lx  = O, 

J —c»r — x\/ — I 


/- 


00 


FM 


. dx  — a»F  (/V^— T ), 


• » r-t-  x\f  — i 

/'  * FM  ,, 

I - — : 0 

J -<x(r—xV/—l)m 


/’* FM_  f/j  = f ,w-  *r  rf»-F(ry/-,) 

J_ce(r-4-xV/-i)“  r(m) 

Soit  inaiutenant  y (or)  uncfonction  rationnelle  de  la  va- 
riable x,  et  concevons  qu’après  avoir  calculé  les  diverses 

racines  de  l'équation  = o,  on  représente  par 
A -4-  A y/  — i 

l'une  quelconque  de  celles  dans  lesquelles  le  coefficient  de 
— t est  positif.  Soient  de  plus  n le  nombre  des  racines 
égales  à h -+-  k 1/ — i,  e une  quantité  infiniment  petite, 
et  H„,  K„  deux  quantités  réelles  déterminées  par  la  for- 
mule 

ll„  -t-  K„  l/-i  = , 3. . „D"  ■+"  * V/r—ï  4-  i |, 

* . S , 

qui  deviendra  simplement 

H 4-  K l/ — i — (A  4-  /•  y/ — i 4-  i ) , 

si  une  seule  racine  est  égale  à h k K . — i . 

Soit  enfin  f(x)  une  fonction  telle  que  l'équation  * 

W)  = 0 

n’admette  point  de  racines  dans  lesquelles  le  coefficiem 
de  \ / — i soit  positif,  ou  du  moins  qui  ne  produise  dans 


m 
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la  valeur  de  A que  des  termes  dont  la  somme  se  réduise 
à o;  on  tirera  de  l’équation 


A: 


f <p(x)f(x)rfr=(K^,-H„_,) f {h  -+-  *l/=7)  -t- (K._, - 

2X  t/  — CC  I 

i 3..»  (/»  — i)  ’ 

les  expressions  K — Hl/— ï,  K, — H,l/ — i....,  de- 
vant £trc  réduites  à moitié  quand  la  quantité  k devient 
nulle.  Ainsi,  par  exemple,  a,  b,  r désignant  toujours 
des  quantités  positives,  h -+-  k une  des  racines 

inégales  de  l’équation 


w et  p ce  que  nous  avons  déjà  vu,  on  aura 
/ * (— x XS^x)-' p(x)dx  = — 2«-[(K  — H V/37)(*_  h l/=7)—  * 

c/  — CO  J 

/CD 

plj l/  — < ÿ (x)rfx  = — 2*  [(K.  — H V / — i ) e~h 1 (cos à/i  -+- 1/— 7 sin  à/i) 

J _j(,~rx  V/  — i )®(x]<Ar=  — 2»[(K  — H V/  — i )l(i-Mr — hr\ / — i ) . . .J. 

Chacune  de  ces  formules  se  décomposera  en  deux  équa- 
tions réelles,  lorsqu’on  égalera  séparément  à o et  les 
parties  réelles  des  deux  membres,  et  les  parties  multi- 
pliées par  V/ — ï . En  opérant  ainsi,  et  prenant  pour  <p(jr) 

. une  fonction  réelle,  on  obtiendra  une  multitude  de  for- 
mules parmi  lesquelles  nous  citerons  les  suivantes  : 

21  . . 
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O 

OC 


-OC 

CC 


'q>(x)dx  = |f“~‘  £i-Mcos(i-o)^*-+-  *’^-*»in(i-a)^+  ■ 

cosbxf  {x)dx  = — 2ir[  (K.  cos  A/j  -4-  Hsiné/i  )e  ""**  -4-  ...  ], 
sin  bxp(x)dx  = — 2»  [ (Ksin  AA  — 11  cosAA)c-w  -+- ). 


S 


Si  maintenaut  on  attribue  aux  fonctions  F(x),  f(.r) , 
ou  bien  aux  constantes  a,  b,  r, ....  des  valeurs 
particulières,  on  déduira  des  formules  générales  la  plu- 
part des  intégrales  définies  connues  , et  une  infinité 
d’autres  nouvelles.  En  voici  seulement  quelques-unes  : 


/®x*-'f£r  x /•“  x’-'j/x 

= , I = t rot 

J o l -4-  x suwer  J o I — x 


(ix, 


, nx 
d"  sec  — 

/ JL(1^  = ï_J L, 

J o 1 -+-  x*  ' 1 7.  dan 


i . rtlx  x , / . , xttx  x 

I cosox z=z-cbr,  I sinùx =-/•“*'• 

J o x*  -f-  2 o r1  -f-  r*  a 

. /: 


n/x  *■  . 

cos  e r = ■ — - sin  £>j, 

x'  --/*  a ’ 


^ sin Ax  —y1*-  — - < os  A/  , 


x’  — r* 


/ sinAx  ^ w /’  sinAx  /-Vie  x,  ^ 

‘ J o x ' X î’  j o x x’  r*  ?.  ' ( 

♦ 

137.  Nous  avonsvu  que  lorsque  la  fonction  F(x+»  l/ — i) 
s'évanouit  pour  .r  = ± ce,  quel  que  soit  j,  et  pour 
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yv=  ±l  co,  quel  que  soit  X,  on  a A = o.  Alors  si  léqua- 

tion  . = o a une  infinité  de  racines,  la  formule 

f(x) 

A = o renferme  un  nombre  infini  de  termes , et  peut 
être  appliquée  à la  sommation  des  sériés.  Ainsi , par 
exemple , si  l’on  prend  successivement 


F(x)  = p(x) 


cos  rx 
sin  ttx  ’ 


F(x)  = t>(jc) 


sin  rx 
sina-x’ 


r désignant  un  nombre  entier  inférieur  à n,  et  <p(x)  une 
fraction  rationnelle  dans  laquelle  le  numérateur  soit  d'un 
degré  plus  petit  que  le  dénominateur,  on  déterminera 
immédiatement , à l’aide  de  l’équation  A==  o,  les  sommes 
des  séries 


, , <p(i)-+-«p( — i)  , 9 (a) -+-«>(—  7.] 

i,(«) — ; cos  r h 1 — 


cos  ir  — etc.. 


®(i)— *(— 0 . *>(2)— ®(— 2)  . 

■ — 1 sin  r H — — - - sin  ar  — etc. 

a a 


Si  l'on  fait  d’ailleurs 

i = dfc  (2///  + l)« 


r. 


m étant  un  nombre  entier  quelconque , l’arc  s restera  en- 
tièrement arbitraire,  et  ces  séries  deviendront 

. / ?(•)+*(— *)  ®(a)+,(— a) 

(o)  -+-  — — cos j -1--^ — — -C0S2f-t-etc., 

1T' ' 1 2 

®(i)  — p< — 0 . <p(a)  — p( — 2)  . 

-i-i — ^ suis  -+-  — — - &ui2j-+-ctc. 

2 2 

Enfin  si  l’on  pose  s = o,  la  première  de  ces  séries  sera 
réduite  à 

i,(o)+  + elc.; 

* T ' ' 2 2 
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en  attribuant  à f(x)  la  valeur  particulière 


on  obtiendra  la  -formule  connue 


iii  i i 

r H 1 : 7 H : h 

2 u*  u1  — i «■ — 4 “ — 9 


«• 

COtytt. 

lu 


Si  après  avoir  multiplié  les  deux  membres  de  cette  der- 
nière équation  par  a udu , on  l’intègre  par  rapport  à u , 
et  à partir  de  u ss:  o,  on  trouvera 


,sin»u  ,,  . . f « , . 

I = l(i  — «■)  -+-  U i — T -f-  1 

«u  v \ 4 

ou,  ce  qui  revient  au  même  , 


-t-  etc., 


Isinvu  =zhr-htu  + l(i  — tt*)-t-l^i  — J ■+■  l^i  — -t-...., 

et  par  suite 

sin,«  = »«(!- «*)(.-!)  


Si  l’on  pose  maintenant  u = ~ , on  obtiendra  la  formule 
de  Wallis 


* 

a ~~  i 3 3 5 5 7 ■}  9 

Ou  peut  démontrer  cettedemière  formule  comme  il  sui  t : 
nous  avons  trouvé  (n°  42) 


JL- 


sin  ,mxdx  — 


i .3.5...  a(m — i)i 


2.4-6...  im  2’ 


/••»  . , 2.4.0. 

I SI  11  ‘"x  'jcdx  — — — — 

,!0  , 1.3.5... 


4 . 6 . . . tm 


a(m-t-i)' 
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et  en  posant  im  = n,  un  = J sin"x<£r,  on  aura 
sr  * 3 5 n — 1 14^  n 

— r - • 7 • 7»  •••  ' > ■ , — r ■?•■“•••  , • 

214®  /1  ^ 3 5 7 *4-1 

On  a d'ailleurs,  pour  toutes  les  valeurs  de  x comprises 

entre  o et  - , 
a 

<ir 

sin"x^>sin"+,x,  j sin"x<ir]>  ^ sinn+,xrfx  ou 

et  par  conséquent 

r l J ^ 6 6 n n 

a 1 3 * 3 ’ 5 '5  ‘ 7 ' « — 1 ' /1  -+- l ’ 

On  a , par  la  même  raison , 

^ u<i+i  * 


et  par  suite 


n -t-2 


* 1 » 1}  ^ 6 fi  n n 

a ^ 1 ‘ 3 ' 3 ‘ 5 ’ 5 ‘ 7 ' ' n — 1 * ’ n-\- 1 ’ 


donc  si  l’on  pose , pour  abréger, 

a a 4 n 

7 *3  ‘ 3 ”■  ii+7 


— A, 


w . . , /»  -f . f n \ 

- se  trouvera  compris  entre  A et  A = A 1 H ) , 

a 1 /i-t-i  \ n-4-l  / 

c’est-à-dire  entre  deux  quantités  sensiblement  égales 
entre  elles  quand  n est  très-grand;  on  aura  donc,  en  pas- 
sant à la  limite, 

jr  2244^6 

2 1 " 3 ’ 3 " 5 ’ 5 ' 7'  ’ 

138.  Il  est  entin  une  autre  formule  très-générale  démon  - 
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trée  aussi  par  M.  Cauchy,  et  qu’il  importe  de  rappeler  en 
finissant.  Désignons  par  z une  variable  imaginaire  dont  r 
soit  le  module  et  t l'argument } par  F(z)  une  fonction 
qui  reste  finie  et  continue  ainsi  que  sa  dérivée  F' (s)  pour 
toute  valeur  du  module  r inférieure  à une  certaine  li- 
mite donnée  R.  Supposons  de  plus  que  r,  restant  constant, 
la  fonction  F (z)  soit  une  fonction  périodique  qui  re- 
prenne pour  t = a -|-  atr  la  valeur  qu’elle  avait  pour 
t — a.  On  aura 


i = ricost  -4-  »/=  i sin  t), 
D,  F (z)  = F ' (s)  D,  z = F'  (*)  e ' 

D,  F (z)  — F'(z)  D,z  = F'  (z)re1 


et  par  suite 


DrF(*)  = 


rl' 


_D,F(z). 


Les  deux  membres  de  cette  dernière  équation  ayant  cha- 
cun une  valeur  finie  et  déterminée  pour  toute  valeur  de/" 
plus  petite  que  R,  si  on  les  multiplie  par  drdt  et  qu’on 
intègre  entre  les  limites  o et  r,  a et  a -t-  an:,  on  trouvera 


et,  en  vertu  de  l'hypothèse  admise, 


t ci,  F (s)  = F(r«(*  + a*)!/— ) — F (re*W/— • j = o. 

va 

donc 

f ’ dt[  F(*)  — F (o)]  = o, 
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F(o)  **dt  = 2xF(o)  = jT  ^**F(s)rff  ; 

et  enGn  • , 

F(o)  = — f“+*’p(*)dt±  — \'+^V(retV^)tU. 

W 2x  J x W 2TT./, 

Si  l’on  fait  a = o,  on  trouvera 

(«)  F(0)  = ~ J™F[re'^)d,; 

si  a = — 2 TT,  il  viendra 

i 

F[o)=—  ï°  V(re‘\^-^)dt= — / *F (re-  t\/^~i)dt 

= — faWF(nr~i^^)dt. 

La  formule  (a)  subsiste  donc  quand  on  y change  t en  — /. 

Si  dans  cette  même  formule  on  pose  F (s)  =/(x-4-  z)  , 
x étant  une  nouvelle  variable  indépendante  de  z,  on 
aura  F(o)  = / (x),  et  par  suite  £ 


/(x)  - — / **/(*  -+-  re‘  ^)dr 

11  résulte  de  cette  dernière  formule  que  tonte  fonction 
qui  reste  continue  ainsi  que  sa  dérivée , entre  certaines 
limites,  peut  être  représentée  entre  ces  limites  par  une 
intégrale  définie,  renfermant,  sous  le  signe  / la  même 
fonction. 

Exemple  : i°.  F(z)  — pour  toute  v aleur  j}u  mo- 

dule r plus  petite  que  l’unité,  on  aura 

F (o)  = i = — / — * — ; — — | ~~T  , 

' 2*,/o  \-re‘  K— « 2x^o  i-  rcost-rsintK — i 

i t n dt(  i — rrost  + rsint  V^T) 

2x  Jo  i — 2 1 oos  / r> 
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an  | — rcosf-f-  r sin/l/ — i 


/•  ait  | — r co! 

J o i — 


= a». 


or  co*  t ■+■  r* 

Cette  équation  équivaut  aux  deux  suivantes  : 


Z' 3 r ■ — r cou  __7  P*" rsin  tdt 

J o i — arcos/H-r*  ’ J o i — arcosf-4-r* 

i . F (2)  — I ( 1 s);  on  aura  F'  (s)  = , la  fonc- 

tion et  sa  dérivée  seront  continues  pour  toute  valeur  du 
module  r inférieure  à l’unité.  On  a 


z = r (cos t -f-  l/— 7 sinf  ), 

et  en  posant 

1 — 2 = f>( cos6  + sin«), 

il  viendra 

fcos8  = 1 — r cos/,  psinO  = — rsin/, 
f — 1 — cos  / -4-  r’ , I (1  — z)  — 1 f -f-  6 , 

et  ces  diverses  équations  suffiront  à prouver  que  la  fonc- 
tion F (z)  et  sa  dérivée  reprendront  la  même  valeur 
quand  t passera  de  la  valeur  a à la  valeur  à -f-  27t  ; cette 
fonction  satisfera  donc  aux  conditions  énoncées  : on  aura 

F(o)  = I 1 = pl(i  — rr>  (/—T)  rit  — o, 

J O 

et,  en  changeant  t en  — f, 


— re—  t l^~i  1 


n. 


Si  Ion  ajoute  ces  deux  équations,  en  observant  que 
c'^-1  ‘K—  1 = 2 cosf,  les  imaginaires  dispa- 
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raisseut , cl  il  vient 

J'flTT 

l(i  — ircos t -f-  r*)clt  = o.  ‘ 

O 

Cette  formule  suppose,  comme  nous  l’avons  dit,  que  r 
est  plus  petit  que  i.  Sir  est  plus  grand  que  I,  l’intégrale  du 
premier  membre  est  égale  à 4rclr.  On  a , en  ell’et , 

Pin  Pin  fin  / 5»  I N 

| bi-arcost  + r’V/rrr  I 1 r*dt->r  I l!  i — ’ cosf  + - ' dt. 

J o J o J o \ r r'J 

Or 

/ I r*dt  =4*lr,  f'*\  (,-*co*t-h-)  = o, 

Jo  J o \ r r* , 

•puisque  ~ < i;  donc 

i 

Pin 

I I ( I — ar  cos  t -f-  r*)dt  =,  4»  I r. 

3°.  F (2) — e?r  — e*wco*  — iarsinf 

==eSco»j[cos(£sinf)-t-  l/ — 1 sin(&sin<J  ], 

en  posant  ar  = h.  On  aura  , pour  toutes  les  valeur  finies 
de  r ou  de  b , 

I <r*co*'cos(6sin  t)dt  — a», 

° . * 

* ^ JT.  a*  , v » 

• / e*®0*'  sin(fc  sinf)r/f  =0. 

J o 

‘ -te abri  • 


ou 


Wrî" 
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SECONDE  PARTIE. 

# 

INTÉGRATION  DES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES. 


VINGT-DEUXIÈME  LEÇON. 

Principe*  généraux.  — Equation»  différentielle*  du  premier  ordre 
— Intégration  immédiate. 


139.  On  nomme  équations  différentielles  celles  qui 
établissent  des  relations  entre  une  variable  indépen- 
dante x,  des  fonctions  y et  z de  cette  variable,  et  les 
différentielles  de  ces  fonctions  ou  leurs  dérivées  des  di- 
vers ordres.  L’ordre  de  la  plus  haute  dérivée  qui  se  trouve 
comprise  dans  une  équation  différentielle , sert  à fixer  ce 
qu’on  appelle  l'ordre  de  cette  même  équation.  Une  équa- 
tion différentielle  du  premier  ordre,  entre  la  variable  x 
et  les  fonctions  y , 2,...,  renferme  seulement  avec 
x,  y , s, . . les  dérivées  du  premier  ordre 


Cela  posé,  intégrer  des  équations  différentielles,  c’est 
trouver  les  fonctions  qu’elles  déterminent,  ou  du  moins 
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des  équations  nouvelles  qui  ne  renferment  que  la  varia- 
ble et  les  fonctions  dont  il  s’agit.  Ces  équations  nouvelles 
se  nomment  intégrales. 

Sous  la  dénomination  d’équation  différentielle  du 
premier  ordre  à deux  variables,  011  comprend  générale- 
ment toute  équation  de  la  forme 

f(  dr\ 

A"’  = °- 


Résolue  par  rapport  à la  fonction  dérivée  y',  ou  — cette 

J dx' 

équation  fournit  pour  cette  dérivée  une  ou  plusieurs  va- 
leurs  de  la  forme  ^ = f(x,  y)  : si  l’on  suppose  d’ailleurs 


((x, 


M et  N désignant  deux  fonctions  nouvelles  de  x et  de  y, 
I équation  --  = f (x,  y),  multipliée  par  N,  deviendra 

N = — M,  ou  Mfir  -f-  fWy  = o. 
dx 

140.  Il  importe  d’abord  de  se  faire  une  idée  exacte  de  la 
signification  d’une  équation  différentielle  donnée,  de  la 
relation  qu’une  semblable  équation  établit  entre  les  va- 
riables. 

Analy tiquement , cette  équation  a pour  effet  d’expri- 
mer le  coefficient  différentiel  ou  les  dérivées  en  fonction 
des  deux  variables , de  fournir  la  valeur  de  la  dérivée 
correspondant  à des  valeurs  données  de  x et  de  y,  et  le 
problème  de  l’intégration  consiste  à chercher  une  fonc- 
tion de  j-  et  de  x qui  , différentiée  et  résolue  par  rapport 

à —,  reproduise  l’expression  donnée  f (x,  y').  Considérée 
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géométriquement,  l'équation  différentielle  donne  la  tan- 
gente trigononiétrique  de  Pangle  que  fait  avec  l’axe  des  x 
la  tangente  menée  à un  point  quelconque  d’une  courbe 
inconnue.  Intégrer  c’est  construire  la  courbe  ou  la  déter- 
miner au  moins  par  son  équation.  Nous  prouverons  plus 
tard  analytiquement  et  rigoureusement  que  l’intégrale 
d'une  équation  quelconque  du  premier  ordre  à denx  va- 
riables existe,  et  qu’on  peut  en  obtenir  des  valeurs  aussi 
approchées  que  l'on  voudra  ; quelques  considérations 
géométriques  mettent  aussi  cette  existence  hors  de  doute. 
Prenons  l’équation  différentielle  sous  la  forme 


dy  _ 


dx 


= f(*i  y), 


et  regardons  x et  y comme  deux  ordonnées  rectangu- 
laires, en  donnant  à x et  y deux  valcués  arbitraires  a 
et  h , c’est-à-dire  en  prenant  arbitrairement  un  premier 
point  M dont  les  coordonnées  seront 


OP  — x = n,  MP  — y = b. 


on  aura 


*). 


pnis  ou  mènera  la  ligne  MT  qui  fasse  avec  l’axe  des  x 
un  angle  dont  la  tangente  soit  égale  à f(a,  b)  ; cette 
droite  MT  sera  une  première  tangente  à la  courbe  cher- 
chée. Comme  une  courbe  et  la  tangente  coïncident  sensi- 
blement dans  les  environs  du  point  de  contact,  on  pourra 
regarder  le  point  M',  situé  à une  très-petite  distance  de  M 
sur  la  ligne  MT,  comme  appartenant  à la  courbe,  de 
sorte  que  l’on  aura  les  coordonnées 


x = OP'  = a',  x = M' P'  = b. 


d’un  autre  de  ses  points;  à l’aide  de  ces  deux  coordonnées 
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et  de  l'équation  ~ = f(xO')\  0,1  déterminera  une  se- 
conde tangente , puis  un  troisième  point,  etc.  On  arrivera 
donc  de  cette  manière  à un  polygone  qui , à mesure 
qu’on  multipliera  ses  côtés , différera  d’autant  moins 
d’une  courbe  déterminée  dont  l’équation  sera  l’intégrale 
de  l’équation  différentielle  proposée.  Mais  cette  construc- 
tion prouve  aussi  qu’une  équation  différentielle  du  pre- 
mier ordre  appartient  à une  infinité  de  courbes,  puisqu’on 
peut  prendre  le  premier  point  où  l’on  voudra.  En  effet , 
suivant  la  position  arbitraire  que  l’on  attribuera  à ce 
premier  point,  les  courbes  construites  seront  modifiées 
non-seulement  dans  leur  position , mais  même  en  géné- 
ral dans  leur  forme,  néanmoins  elles  auront  toutes  un 
caractère  commun  dont  la  nature  est  exprimée  par  l’é- 
quation différentielle  proposée.  Ainsi  cette  équation  dif 
férentiellc  exprime  une  propriété  commune  à une  infi- 
nité de  courbes  que  l’on  peut  concevoir  tracées  sur  un 
plan  ; cette  propriété  détermine  l’inclinaison  de  la  tan- 
gente dans  un  point  quelconque  en  fonction  des  coordon- 
nées de  ce  point,  et  donne  le  moyen  de  construire  la 
courbe  lorsque  l’on  connaît  un  de  scs  points.  On  peut 
remarquer  d’ailleurs  que  le  choix  de  l’une  quelconque  de 
ces  lignes  dépend  d’une  seule  quantité  arbitraire  ; il  suf- 
fira, par  exemple,  de  fixer  la  valeur  de  y correspondant 
àx  = a. 

141.  On  peut,  en  vertu  de  ce  qui  précède,  concevoir 
ce  que  doit  être  l’équation  primitive  ou  l’intégrale  de 
l’équation  différentielle  proposée.  Cette  intégrale,  si  l’on 
veut  qu’elle  ait  la  même  généralité  que  l’équation  diffé- 
rentielle, doit  convenir  à l’une  quelconque  des  courbes 
que  l’on  peut  construire  à l’aide  de  cette  équation.  Dès 
lors  il  faut,  r°  qu’elle  contienne  une  constante  arbitraire 
différente  des  constantes  qui  peuvent  se  trouver  dans  l’é— 
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quation  différentielle  proposée,  ou  dans  l’expression  ana- 
lytique de  la  propriété  commune  à toutes  les  courbes. 
L'indétermination  {le  la  constante  donnera  à l'intégrale 
la  généralité  nécessaire  en  permettant  de  la  faire  coïnci- 
der avec  l'une  quelconque  des  courbes  en  question  , et  de 
représenter  par  conséquent  le  système  entier  de  ces  cour- 
bes. 2°  11  faut  que  cette  équation  primitive  satisfasse  à 
l'équation  différentielle  proposée,  c'est-à-dire  que  les  va- 
leurs de  y et  de  tirées  de  l’équation  primitive  et  de 

sa  diflerentielle,  substituées  dans  l'équation  donnée,  la 
rendent  identique;  ou,  ce  qui  revient  au  même , il  faut 
qu’en  éliminant  la  constante  arbitraire  entre  l’équation 
primitive  et  sa  diflerentielle,  on  retrouve  l'équation  pro- 
posée. 

De  cette  possibilité  évidente  d’éliminer  une  consume 
quelconque  C entre  une  équation  F (x,  y , C)  = o,  et  sa 
diflerentielle 


d¥  . H F J 

~r~  dx  -+-  — dx  — o, 

rij 


dx 


de  manière  à arriver  à une  équation 


entièrement  indépendante  de  cette  constante,  on  aurait 
puconclnre,  à priori,  et  sans  recourir  à aucune  considé- 
ration géométrique,  qu’une  équation  diflerentielle  con- 
vient à uue  infinité  d’équations  primitives  qui  ne  dif- 
fèrent les  unej  des  autres  que  par  les  valeurs  assignées  à 
une  certaine  constante,  et  que  par  conséquent  l'intégrale 
de  l’équation  primitive  d’une  équation  différentielle  don- 
née doit,  pour  avoir  toute  sa  généralité,  renfermer  tme 
constante  arbitraire  dont  on  puisse  disposer  à volonté. 
T.  lî.  22 
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Cela  posé,  l'équation  primitive  qui'  contient  une  cons- 
tante arbitraire  à laquelle  on  n'a  pas  donné  de  valeurs 
particulières,  s’appelle  l’intégrale  générale  de  l’équation 
différentielle  proposée.  A chaque  valeur  de  la  constante 
répond  une  intégrale  nouvelle  que  nous  nommerons  inté- 
grale particulière.  Mais  quelquefois  il  arrive  qu’une 
équation  primitive  vérifie  l'équation  différentielle  don- 
née, sans  qu'on  puisse  la  déduire  de  1 intégrale  générale 
en  attribuant  à la  constante  une  valeur  numérique  parti- 
culière, et  qu’elle  soit  telle  qu’on  ne  puisse  la  rattachera 
l’intégrale  générale  qu'on  détournant  la  constante  de  sa 
signification  numérique  naturelle,  pour  lui  donner  une 
valeur  variable  ou  pour  la  remplacer  par  une  fonction 
de  x et  dep;  ces  équations  primitives  reçoivent  alors  le 
nom  d'intégrales  ou  de  solutions  singulières.  ISous  nous 
occuperons  d'abord  de  la  recherche  de  l’intégrale  générale 
en  faisant  connaître  les  principales  méthodes  à l'aide  des- 
quelles on  y parvient  dans  certains  eas. 

1 42.  Reprenons  l’équation 

M dx  -4-  Nf/r  — o. 

Il  peut  arriver  que  Ton  reconnaisse  immédiatement 
dans  le  premier  membre  la  différentielle  exacte  d’une 
certaine  fonction  it  — F (x,  _p),  de  telle  sorte  que  l’é- 
quation proposée  puisse  se  mettre  sous  la  forme 

rfn  <=  Hf(x,  y)  = o; 

dans  ce  cas  il  est  évident  que  l’intégrale  générale  sera 

« = /{••*••,  x)  ~ c. 

Exemples  : # 

l“.  MrÉr  N dy  = xrly  v./jc  =.  il (jryj  — « , 

l’intégrale  générale  est 

xy  — C; 
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t\dx  + îidy=dy—/(x)dx=d^y~J  /(x)//xj  =ro, 
l’intégrale  sera 


.)  ~Jx  f(x)dx  — C,  ou  y — j/(x)dx-, 

3".  Mrfx  -f-  N dy  — ç(x)  dx  -f - x ( .r)  dr 

= d [ Jr  « (*)**  + \ \ (y)  dy  J = o, 


l'intégrale  est 


/ * (*)«**  -+•  /*r  *:(.rMr  = c- 


Dans  l'équation 

<p{x)<lx  4-  x(/)dy 

les  variables  sont  séparées,  et  l'on  voit  que,  dans  ce  cas, 
l’intégration  s’elléctue  immédiatement. 

143.  Mais  l’expression  M dx  -+■  IN dy  peut  être  la  diflë- 
rentielle  exacte  d’une  fonctiou  u = F (jr,  y)  sans  qu  on 
reconnaisse  immédiatement  quelle  est  cette  fonction. 
L’intégration,  dans  ce  cas,  est  cependant  sûre  et  facile, 
parce  que  l'on  peut  toujours  déterminer  la  fonction!/;  en 
efliet,  on  ne  peut  avoir  identiquement 


M/4r-4-Nrfy  = Q(x,  y)dx-\-% (x,  y)dy=du  = yrfi  + ~rfr, 

dx  ■ dy 

sans  que  l'on  ait 


M 


, '/«  „ , . du 

$>(»«  X)  = N = *(■*.  r>= 


dy' 


et  par  suite 

rfM  _ dï  (x,  y) dti dy  (x,  y) 

dy  dr  dx  dx 

l-l.  . 
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Or,  dès  que  la  condition 

rfM r/N  diixy  r ) (x,  y ) 

<ty  dx  ’ <{y  dx 

sera  remplie,  on  calculera  facilement  la  fonction  u en 
procédant  comme  il  suit.  Puisque  u a pour  dérivée,  par 
rapport  à x , Mou  ip  (x,  j),  on  devra  avoir 


u = f q>(x,  y)  dx  -+-  Y , 


Y désignant  une  fonction  arbitraire  de  la  variable  y.  On 
tire  de  cette  dernière  équation 


du 


dY  _ r*d<p(x,y) 


t d /•*  , , , d Y f* 


dx 


<lx  -t-  — 


dY 

dy  ' 


En  substituant  pour  — sa  valeur  - \ et  pour 


du 


sa  valeur  ^(x,  y),  on  aura 


x(*,  x ) = J 

ou  en  clfectuant  l’intégration  indiquée 


“ d*±*;  y>dx  + f, 

dx  dy 


x(xt  x) = x(x>  x)  — x(xo,  y) 


dY 

dx  ’ 


= xix »,  r),  y = frx(xo,  y)  + C: 

dy  J r0 

et  par  conséquent  la  valeur  générale  de  « étant 

u — I <p{x,  y)  dx  -f-  f\(x /)-4-r, 

l’intégrale  générale  de  l’équation 

M'/.r  -t-  Nrfr  = ç(x,  y)dx  -|-  x {x,  x)dX  — ° 
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sera 


ou 


f *(*.  y)**  + 1* x(* «.  y)  — c> 

y 1 a J Ta 

I M dx  -+■  I Nj„f/x  = C, 
y *o  y t o 

en  désignant  par  la  notation  NXo  ce  que  devient  N quand 
on  y fait  x = x0.  Si  l’on  avait  fait  d’abord 

U =., J}  *(x,  jr)dx  ■+■  X, 
on  aurait  trouvé  pour  l'intégrale  générale 

/ *(*»  y)<*y  -+-  f f(x,  xa)dx  = c, 

et  l’on  prouvera  faeffement  que  ces  deux  valeurs  différen- 
tiées  reproduisent  l’équaiion  diflerentielle  proposée.  On 
prouve  aussi,  à l’aide  du  simple  raisonnement,  que  dans 
le  cas  où  le  binôme  Mcfcc  -f-  Nf/y  est  une  différentielle 
exacte , l’intégrale  générale  de  l’équation 


Mr/x 


Nrfr 


est 


/ M dx  4-  / N>/>  = C, 


/M>  -t-  fM.rtx  = C, 


en  désignant  par  Nr  les  termes  de  N qui  ne  renferment 
pas  x,  et  par  Mx  les  termes  de  M qui  ne  renferment 
pas  y.  En  effet,  tous  les  termes  de  u qui  contenaient  x 
ont  donné,  par  la  différentiation,  des  termes  qui  sont  ve- 
nus faire  partie  de  My/x ; on  les  retrouvera  donc  en  inté- 
grant f Mr/.r,  et,  pour  compléter  u,  c’est-à-dire  pour 
avoir  les  termes  de  u qui  ne  renfermaient  que  y,  il  suffira 
d’intégrer  la  partie  de  IV f/y  qui  ne  renferme  pas  x , ou 
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ce  que  nous,  avons  désigné  par  la  notation  Nr  <\y . Le 
même  raisonnement  s’appliquerait  à l'expression 

J N dy  4-  f M,f/x. 

Pour  avoir  dans  tous  les  cas  N,,  il  faut  évidemment , 
de  N qui  est  la  dérivée  totale  de  la  fonction  u prise  par 

rapport  à _y,  retrancher  --  f M dx,  ou  la  partie  de  cette 

dérivée  qui  provient  des  termes  / Mdx  qui  renfermaient , 
x;on  arrive  ainsi  à la  formule  connue 

“ = / Mtfx  4-  f ^ N J Mrfx  ) dy. 

Exemples  : 


rdx 


xd  r 


x*  -4- y'  -h y' 


ou  a 


d ' — d~^t  ■ 

x1  -hy’ x*  -h  y1 x* — y‘ 

êly  dx  (x'4-)-*)1  ’ 


/*  „ . r 1 ydx  x 

r„  ” = J = arC  ta"ë  ? ~ ^ ^ - ’ 


r X,  X*  4-  y9 

r* - . » C*  xody  y r 

I Nx„rfr  = — / — arc tang 4 arc  tang—, 

J Ja  J Ta x “K’  X„  aya 

X / xu  Y \ x 

a =2  arc  tang I arctang t-arctang  — 1 4-  arctang  —, 

y \ x X J y„ 

ou , parce  que 


arc  tang 


arc  tang  — = — 

x„  2 


u — arc  tang  - 4-  C-, 
r 
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l'intégrale  cherchée  sera  par  conséquent 
- are  tant;  - = C. 


3*3 


Kn  employant  la  formule 

J ' M dx  -K  / V(r  = C, 

on  trouvera  simplement  pour  l’intégrale  cherchée 

• JC 

J Mi/.c-—  arc  tang  - — C. 

Toutes  les  fois  que  l'équation  différentielle  proposée 
se  réduit  à l'une  des  formules 

<p{x,  y)tl. j?  -t-  x,[y)dr  = o, 

$(•*)  dx  H-  x(x%  y)dy  = o, 

et  plus  généralement  toutes  les  fois  qu’elle  ne  renfermera 
pas  de  termes  en  x seul,  ou  en  y seul,  son  intégrale  se  ré- 
duira à 


ou 


/M  dx  — f <p(x,  y)  dx  = C, 

/K dy  = (x,  y)dx  = C; 

O dx  yirLr  , {ydx  — xdy)j/x*  + y’  dy 


2°-  ' 


9Ï 


ou  a 


rfN a y ^ .r*  -t-  ty" 


dy  dx  x 3 ,;•)  V^r1  + _)■* 

/ Wdx  = l-r- J ÿ V/xr+ 
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en  intégrant  par  parties,  on  trouve 

r. 

mais  en  posant 

•+■  y' 

4 

et  en  substituant  or  à r,  on  trouvera  facilement  quel'ex- 

pression  / — - — - — ...  est  égalé  à ' 

J j V l ‘ 4.  v» 


x\/x'-\-J » 

'-Ary+V- 

y \ 


X1  -+-  y» 


d’ailleurs 

' “'  = *•  /**-/$->■ 

1<  intégrale  générale  de  1 équation  proposée  sera  donc 

1 -*— • ZL  __y^Z±Z +L , f-r'+yV'^+J'\  . (> 

2X*  JJ-1  a V X /+a  ~ 
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Intégration  par  substitution.  — Intégration  par  le  moyen  d'un  facteur. 


141.  L'intégration  par  substitution  consiste  à remplacer 
la  variable  y ou  x par  une  nouvelle  variable  z tellement 
choisie , que  l’on  obtienne,  entre  x et  z ou  y et  z , une 
équation  dont  le  premier  membre  soit  une  différentielle 
immédiate,  ou  qu'on  puisse  facilement  intégrer  par  une 
autre  méthode. 

Exemples  : 

l".  tljr  -|-  / dx  =z  o, 

posons 

' $ = - 

d’où 

y — xz,  ily  ~ xdz  ■+•  uLc, 
et  en  substituant  pour y et  dy  leurs  valeurs, 

xdz + [z  +/(zj] dx = *[«  ■+•/(*)]£ ^ + ^]=o, 

celle  équation  se  décompose  en  deux  autres, 
dz  dx 


• O 
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et  par  conséquent  onia  vérifie,  soit  en  posant 


1 Æ -+- 


/'  ,/z-  = c 

J *-*-/(*) 


5 ■+*/(*) 

soit  eu  attribuant»  2 l’une  des  valeurs 

Z ~ S,,  3 — Z — 3»*  • » 

5,,  zt,  z j,...  désignant  les  diverses  racines  de  l’équation 
z -f-  y [z,)  — o. 

Si  l’on  remet ^ au  lieu  de  z , on  trouvera,  pour  les  inté- 
grales de  l’équation  proposée, 

/ ^ V t-  lx  =.  Ç,  . y — z,x,  y = *rr,  etc. 

l.a  première  de  ces  équations  est  l’intégrale  générale  de 
l’ëquatiou  donnée.  Quant  aux  valeurs  de  y données  par 
les  autres  équaLions  , elles  seront,  ou  des  intégrales  par- 
ticulières, ou  des  intégrales  singulières. 

xydy  -h  y'dx  _ df(y 


x ’ ) ’ -+-  «•* 


a 1 


d(xj)  = dMl)t 

x'y'-Jn*  ' o* 


et  posant 
on  trouve 


xj  ~ ni , 


<I(xy = adz,  x xz  — 
V 


et  par  suite 

«(è:  1 

a'  ' | i' 


.*  — » , 
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équation  que  l’on  vérifie,  soit  en  posant  y 
posant 

J’d/ïj-i  . , * r 

— — — — arc  tan"  = « i 

r o 

«3rf.r 

3".  bydx — = «J'y» 

ou 

y ( bdx  — ady)  = , rd  [bx  — a y) 


en  posant 

bx 

— ay  = «z» 

Féquation  qui  précède  devient 

bxdl  • 

a}  dx 

— (tzdl  — $ 

X 

faisons  encore 

- , . * 

a’  ds 

zdz  — — — , * 

il  viendra 

bxdl  = »7 3 

/ ils  dx'\  , d.xs 

— H =-«5  , 

S X ) xs 

ou  enfin  , en  posant 

SX  — V,  X - 

v bdz  , ê\> 

= v a ~r  =*°* 

S S t»* 

Puisque  s est  exprimée  en  fonction  de  z par  1 équation 

«’  ds 

Z<tZ  cr  ■■  , 


les  variables  z et  v peuvent  être  censées  séparées  dan,* 
cette  dernière  équation  qui  est  par  conséquent  intégrable. 

11  est  du  reste  impossible  de  donner  des  règles  géné- 
rales relatives  à cette  substitution.  Quelquefois  ou  laisse 
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o,  soit  en 


»idx 

■ ‘ 3 

.r 
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indéterminées  quelques-unes  des  nouvelles  variables  in- 
troduites , se  réservant,  dans  le  cours  des  opérations  , de 
leur  donner  des  valeurs  particulières  qui  facilitent  la  sé- 
paration des  variables  ou  qui  simplifient  les  équations  en 
faisant  évanouir  un  ou  plusieurs  termes. 

Exemple  : 

dy  4-  y¥[x)dx  =zf(x)dx-, 

posons  y = zt,  en  substituant  on  aura 

ait  4-  tdz  4-  u¥(x)dx  — f(x)dx: 

nous  pouvons  disposer  de  z et  de  t de  telle  sorte  que 
l’on  ait 

tdz  -f-  zt¥[y)dx  = o,  ou  — 4-  F [x)dx  = o. 

Z 

L’équation  qui  précède  se  réduit  alors  à 

zdt  — f(x)  (lx  , OU  lit  — rlx 

De  l’équation 

dz 

— 4-  F (x)dx  = o, 

1 

on  tire 

s = e~f  ?(*)<**-, 
en  substituant  ou  aura 

dt  = e/F(*)*r  f(x)dx,  t = C 4-  /Jt'^dx/(x)dx, 

et  l’intégrale  cherchée  sera 

y — e~JF(r)djc[c  4-  fcf  P^ix/[x)dx]. 

1 13.  Lorsque , pour  convertir  le  premier  membre  de 
l’équation  Mr/r  -f-  ÏNV/r  — o en  une  difl’érenlielle  exacte, 
il  suffitdc  le  multiplier  par  un  facteur  connue,  ou,  en 
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d’autres  termes , lorsqu'on  a identiquement 
«(M<ir  -+-  Nrf/)  = du> 

l’équation  proposée  peut  se  mettre  sous  la  forme 

i . y 

-du  = o, 

V 

et  l’on  y satisfait,  soit  en  prenant  du  — o,  u = C,  soit 
en  prenant  - =o.  I/équation  u — C est  1 intégrale  gene- 
rale , et  les  valeurs  de  yen  x , tirées  de  l’équation  - = o, 
seront  des  intégrales  particulières  ou  singulières. 
Exemple  : 

i®.  xdy  — ydx  = o, 

on  a 

xdy—ydx  — xy  (yy~  X r-  •*  ) = x3',lu- 


11  suffit  de  multiplier  l’équation  proposée  par  ^ pour 

rendre  son  premier  membre  une  différentielle  exacte; 
on  y satisfera  donc  en  posant , i°  u = ly  — lx  = C, 

ou,  ce  qui  revient  au  mème,^  = C,  y = Cx,  et  cette 

dernière  équation  sera  l’intégrale  générale  cherchée; 
2"  en  faisanty  = o:  mais  cette  dernière  valeur  ne  sera 
qu’une  intégrale  particulière,  car  elle  se  déduit  de  l’in- 
tégralc  générale^orsqu’on  y fait  C = o. 


a®. 


dy  \/ x — dx  = o, 


V' x l/Y 


(dr\fx  — rf.rh^r)  == :• 


dx 

’Vx 


~rz  du. 
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L’intégrale  générale  sera 

u = 2(7* — x')  z=  C,  on  y — (C-t-  \/ x ; 
la  valeur  j = o,  que  l’on  obtient  en  égalant  à o le  facteur 
— x V^V,  sera  une  intégrale  singulière  parce  qu’elle 
ne  peut  pas  se  déduire  (le  l’intégrale  générale. 

3°.  dy  — y 1 y rlæ  — c. 


Le  facteur  propre  à rendre  intégrable  est — 1 — et  l’é- 

vl  y 

quation  se  décompose  en  deux  autres. 
dy  dl  y 

— ; r "X  = — — : dx  = o et  ri»  ~ o. 

yiy  iy 

L intégrale  générale  est 


lly  = x -4-  C,  ou  1>-  = (>*, 

les  valeurs  y =0,  y — 1,  déduites  de  l'équation  yly  = 0, 
sont  des  intégrales  particulières. 

4”.  Enfin,  c(x)  X(y  )dx  -h  $,(x)  Xt(  y)dy  = o; 


le  facteur  — . sépare  les  variables  et  rend  inté- 

grable.  L’intégrale  générale  est 


• g (x) 


)*: 
J * 


’x.Çr) 

(.r) 


dx  z= 


les  valeurs  j — y»,  y»  =57»,  etc.,  y,,  yfi  y,,...,  étant  les 
diverses  racines  de  l’équation  7 (y)  — oc,  seront  des  in- 
tégrales particulières  ou  singulières. 

1 1C.  Quand  on  aura  trouvé  un  premier  facteur  e qui 
rend  intégrable  le  premier  membre  de  l’équation  diffé- 
rentielle M<£x  -)-  N dy  — o , de  sorte  qu’on  ait  identi- 
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i»  ( Mr/.r  N dy)  — du, 

on  en  pourra  déduire  une  iuiinilé  d'autres  qui  sei-onl 
tous  de  la  forme  vœ(u),  tp  désignant  une  fonction  arbi- 
traire quelconque.  F.n  clfet,  pour  qu'un  second  facteur  V 
jouisse  de  la  même  propriété  quec.  il  est  nécessaire  et  il 
s u Hit  que  le  produit 

V 

V ( M dx  4-  IWr)  = — du  ■ 

v * • 

soit  encore  une  différentielle  exacte //II;  or,  i“  celte  cou-  * 

dition  sera  remplie  si  l’on  pose  ' . 

j'TÊ!  V = •>:(«), 

puisque  alors  on  vérifiera  l’équation 

Y:(M d.r  -t-  \//r)  = —du  = t (u  du  — d\  , 


en  prenant 

F = f <?{u)  du. 

a°.  Réciproquement  si  le  nouveau  facteur  V rend  le  bi- 
nôme M dx  -+-  ’Sdy  intégrable,  il  sera  de  la  forme  v ?(■■)■> 
car  si  l'on  a 


V i M//.r  4-  Ndj  ) = - du  = d H, 


on  aura,  en  remarquant  que  U,  qiu  est  une  fonction  de  X 
et  de  jy,  devra  Être  considéré  comme  une  fonction  Je  x et 
île  u,  que  l’on  peut  substituer  à y. 


V J dV  , dV  , 

— du  ~ —— dx  4-  — — du. 
v _ dx  du 


Or  cette  dernière  équation  sc  partage  en  deux  autres, 
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l'autre 


V d U J 
— = — du, 
v du 


d U 


dr 


et  l’on  tire  de  cette  dernière 


u = 4.  («),  — = 4'(u)>  v = p4'(«)  = «’?(“)• 


Il  est  ordinairement  très-difficile  de  découvrir  le  fac- 
teur propre  à rendre  intégrable  l’expression 
toutefois,  pour  établir  l’existence  d’un  semblable  facteur , 
il  suffit  d’admettre  qu’il  existe  pour  l'équation 

M dr  -+-  N dy  — o, 
une  intégrale  générale  de  la  forme 

y = f(*,  C). 

Admettons  en  effet  cette  intégrale,  on  en  tirera  C — u, 
« désignant  une  fonction  des  seules  quantités  x,  y,  puis, 
en  dilfércntiant , on  trouvera 


du  du 

dx^  + T/-Y 


O. 


Il  en  résulte  que  la  valeur  de  ~ est  donnée  à la  fois  par 
les  deux  équations  du  premier  degré 

..  dy  du  du  dr 

= di  + Tr£^°’ 


et  si  l’on  élimine  entre  ces  deux  équations  , 011  en 
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U rera 

du  du 
dx  dy 

¥“  TT 

Or  cette  dernière  équation  ne  pourra  être  qu'une  équa- 
tion identique  et  non  pas  une  équation  qui  détermine  y 
en  fonction  de  x et  d’où  l'on  puisse  tirer  y = <f  (x)  ; en 
effet  elle  doit  être  vérifiée,  ainsi  que  les  deux  équations 

du  du 

Mrfj  -+-  îidy  — o,  —dx  H — — dr  — o, 

J dx  dy  ’ 

pour y=  f (jt,  C),  et  l’on  devrait  avoir,  quelque  soit  C, 
?(*)  = /(•*»  C), 

du 

dx 

ce  qui  est  absurde.  Donc  si  l’on  pose  — = t>,  on  aura 
identiquement 

du 

dÿ  _ 


du 


du 


N 


Âc="*'  * = "N’ 


...  j „ , . du  , du  . 
p ( M dx -+■  ydr)  = — dx  ■+■  —dy  — du, 

et  par  conséquent  il  existe  un  facteur  v qui , multiplié 
par  l’expression  M/ir  -f-  Ndy  = o,  transforme  cette  ex- 
pression en  une  différentielle  exacte. 

M.  Paul  Binet  démontre  rigoureusement  cette  propo- 
sition en  procédant  comme  il  suit. 

Puisque  la  valeur  y = f (x,  C ) vérifie  l’équation 

«>(x,  y)d. r -f-  yjx,  y)dy  — o, 

on  aura  identiquement 

f flP  V-  - W 

?(*»  f)dx  -f-  x(x,  f)df  = o, 

i\ 


T.  u. 
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en  représentant,  pour  abréger,  la  fonction  f (x,  C) 
par  /. 

Si  dans  cette  fonction  on  remplace  la  constante  C par 
une  valeur  variable  ou  fonction  de  x et  dej',  l’équation 
qui  précède  ne  sera  plus  vérifiée,  mais  on  aura  identi- 
quement 

Pi^f)dx  + x(x,f)d/=xtfi(x,/)dx-h  X(x,/)^dx 
D’ailleurs  la  première  partie 

<p(x,  f)dx  -+-  x (x,  /)  '~~dx 

du  second  membre  de  cette  dernière  équation  est  nulle 
parce  que  c’est  le  résultat  de  la  substitution  de  la  valeur 
y = f (x,  C ) dans  l’équation 

p(x,  y)dx  -+-  X(x,  y)dy  = o; 

quand  on  y considère  C comme  constant,  on  aura  donc 
identiquement,  et  quel  que  soit  C , 

*>(•*»  f)dx  H-  X(x,  f)df  = X(x,f) 

Donnons  à C , dans  cette  équation,  sa  valeur  u = F(x,y), 
déduite  de  l’équation  y = f (x,  C),  et  remarquons  que 
l’expression  f(x,  u)  est  identiquement  égale  ky,  puisque 
si , après  avoir  tiré  de  l’équation  y = f (x,  C)  la  valeur 
u de  6’,  on  l'y  substitue  ensuite,  l’équation  résultante 
y — f (x,  u)  doit  être  identique,  de  telle  sorte  que  le 
second  membre , comme  le  premier,  se  réduise  à y ; on 
trouvera  ainsi 

$>(*>  y)dx  y-  X(x,  y)dr  = x(x,  y)  du  = X(x,  y U u , 

au  du 
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et  par  suite 


, . dflx,  u) 

X(*,X> 


[ÿ(j,  y )dx  ■+■  x(x,  y)dy\  = du, 


4M 


X(*,  jr) 


df(x,  û^x,y')dx  + x(*,x)4r]  = 4 («)  du  = du. 


du 


Donc  le  facteur  e = ou  plus  générale- 

du 

ment  le  facteur  V =^(u),  jouit  de  la  propriété  de  trans- 
former l’expression  différentielle  Mdx  -f-  ÎStij  en  une 
différentielle  exacte. 

117.  Le  facteur  e,  en  vertu  même  de  sa  définition  , 
doit  être  tel  que  1 expression  v(Mdx  + ÏSdy)  devienne 
une  différentielle  exacte,  et  vérifie  par  conséquent  l’é- 
quation 

d M.'  __  rf.N, 
dy  dx  ’ 

d’où  l’on  tire,  en  développant, 

‘ vi dv  v dv  f dVL  dti\ 

Cette  dernière  équation , qui  renferme  les  deux  dérivées 
partielles  du  facteur  v,  est  presque  tou  jours  plus  difficile  à 
intégrer  que  l’équation  proposée  eile-mème,  de  sorte 
qu  elle  ne  peut  conduire  à la  connaissance  de  ce  facteur 
que  dans  quelques  cas  particuliers.  Supposons,  par  exem- 
ple , que  dans  celte  équation  mise  sous  la  forme 

l(*L_  i ( rfM  z/N\ 

»\dx  N dr) 

le  second  membre  soit  une  fonction  X de  a:  seul  il  en 

a3 . , 
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devra  être  ainsi  du  premier.  Or  c’est  ce  qui  aura  lieu  si. 
après  avoir  supposé  le  facteur  e fonction  de  x seul,  on  pose 


v = e 


tel  est  donc,  dans  ce  cas,  le  facteur  qui  rendra  l’expres- 
sion M dx  -J-  Ndy  une  différentielle  exacte  ; on  trouve- 
rait de  même  pour  v la  valeur  eS  , si  l'expression 

/rfN  _ r/M\ 

M \ dx  d r ) 


était  une  fonction  Y de  y seul. 

Quelquefois  aussi  l’on  parvient  à déterminer  le  far- 
teur  e en  partageant  l’expression  M<7x  -f-  Nrfy  en  deux 
autres  -f- N,r/j)  •+•  (M,rfx  -f-  tellement 

choisies,  que  l’on  puisse  connaître  immédiatement  deux 
facteurs  Vj  et  e,  propres  à les  rendre  des  différentielles 
exactes  en  vérifiant  les  équations 

(•.(M.rfr  N,rfy)  = du, , c,  (M,<£r  -+-  N ,dy)  = du,  ; 
alors  en  effet  les  facteurs 

V,  = p,  ?,(«,),  V,  = 

rendront  encore  ces  expressions  intégrables,  et  il  suffira 
évidemment  de  choisir  les  fonctions  <p,(f/,),  f>t  (««)  de 
telle  sorte  que  l’ou  ait 

».ç>,  («>)  = <’,?,(«,)  = 

pour  obtenir  le  facteur  e propre  à rendre  l’expression 
proposée  Mf/x-4-Nrfp  une  différentielle  exacte. 

Exemple'  : 

trtdr  ■+■  b.rdy  -f-  (■/  yd.r  -f-  hxdy)  ~ o ; 


Digitized  by  Google 


VINGT-T»0IS1EME  1.EÇON. 


357 


fa  isous 


M,  = ay,  N,  = bx,  M,  = hx-y’+‘,  N,  = kx~+‘y\ 
M.dx  -+-  X,dy  = aydx  -i-  bxdy, 

M,«/x  -+-  N ,dy  = xTy*(hydx  -+-  kxdy), 


ou  pourra  prendre 


x.  — — » «»» 

*y 


^»+*  r«+t  ’ 


on  trouve  en  cll’et  alors 


— ( aydx  -H  bxdy)  = a t-  b — rfl  x* y* , 

xy  * y 

u,  = 1.x*  yk, 

X 'T  - [hydx -H  kxdy)  — h — 4-  k — = «/1.x*  /*, 


y™+ 


* y 

u j = 1 x*  yt, 


.M- 


el  les  expressions 

= "«  »(«»)  = **>ÿ*T,  {**  -A 

deviendront  égales  si , après  avoir  posé 


fl  (x*/*)  — x*x/", 

?.(•**/*)  = Xe* 

on  a 

a»  — i = (h  — m — i , 

bcL  — i ~Ck 

d’où 

n/i  — mk 

an  — rnb 

ak  — bit  ' 

C ~ 7k~bb  ’ 

et 

«A  — knt 

v= 

ak  — bh 

K. 
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148.  Appliquons  les  principes  précédents  à l'équation 
linéaire  et  à l’équation  homogène  du  premier  ordre. 

L’équation  différentielle  linéaire  du  premier  or- 
dre est  celle  dans  laquelle  la  variable  dépendante  y , 
et  sa  dérivée^'  ne  sont  ni  multipliées  l’une  pàr  l’autre, 
ni  élevées  à des  puissances  supérieures  à la  première  ; ou 
celle  qui  a pour  premier  membre  une  fonction  linéaire 

des  quantités  et  y — La  forme  la  plus  générale 

de  cette  équation  est 


y'4>(x)  ■+■  y K[x)  -+-  p(x)  = o, 
ou 

p(x)dy  -+-  0*(x)  -+-  +(x)]<ir  = o. 


Si  l’on  pose 


x(x) 

*>(*) 


= F(x), 


'H*) 

p(x) 


=/(*)* 


elle  deviendra 

dy  -+-  yY(x)dx  = f(x)dx. 


Nous  l’avons  déjà  intégrée  sous  cette  forme,  en  posant 
y = zt.  On  y parvient  plus  simplement  peut-être  en  sup- 
posant d’abord  que  l’on  ait  f (x)  = o;  l’équation  réduite 
alors  à dy  yF (x) dx  — o,  se  décompose  en  deux  autres 


— -+-  F ( x)dx  — o,  y — o, 

et  a pour  intégrale  générale 

I y -f-  / F ( x)dx  = C, 
y = Ce~  S 

y = o est  une  intégrale  particulière  que  l’on  obtient  en 
posant  C — o. 

Faisons  C — i et  désignons  par  y,  l’expression 
r?  J , l’intégrale  générale  sera  alors  y — Cyt. 
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Pour  revenir  au  cas  où  f ( x ) n’est  pas  nul , remplaçons 
la  constante  C par  une  nouvelle  variable  a que  l’on 
choisira  de  telle  sorte  que  la  valeur 

« 

vérifie  l’équation  donnée 

dy  -f-  y¥  {x)dx  = f[x)dx. 

Or  si  dans  cette  équation  on  substitue  pour  y la  valeur 
zyu  et  si  l’on  remarque  que 

dy,  y , F (x)dx  = o, 

puisque  j",  est  une  intégrale  particulière  de  l'équation 
dy  •+■  y F (x)  dx  = o, 


on  trouvera 


d’où 


y ,dz  — f(x)dx, 

dz  =fMdx  = f Se{l)jy(x)djc, 

r. 


et  par  suite 

z=c+SeSn^f{x)dx, 
l’intégrale  générale  de  l’équation  linéaire  est  donc 
y=  f *(*)**[C+  f eS*Wdx  f{x)dx\, 
comme  nous  l’avions  déjà  vu,  ou  simplement 
y = e~  fF&i*fefF(x‘djcf{x)dx. 
Exemples  : Les  équations  différentielles 

dy  — ydx  = e*dx,  dy  ydx  = c"dx, 

ont  respectivement  pour  intégrales  générales 
y = (x  -f-  C)e%  /=jf*  + Ce~‘- 
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On  pourra  intégrer  cette  même  équation  linéaire  en  dé- 
terminant le  facteur  qui  rende  les  deux  membres  des  dif- 
férentielles exactes.  Si  l’on  considère  d’abord  l’équation 

dy  ■+-  y¥(x)dx  = o, 

comme  on  la  rend  intégrable  à l’aide  du  facteur  v = I 

r 

qui  renferme  la  seule  variable  y,  on  trouve  alors 

u = 1 y + / F (x)dx  = 1 [ yeS * «*]. 

En  conséquence,  les  divers  facteurs  propres  à rendre  le 
premier  membre  de  l’équation  dy  -+-  y p (x) dx  = o 
une  différentielle  exacte,  seront  de  la  forme 

"«P (“)  = -fUr  ■+■  /F(x)<£r]- 

Il  est  essentiel  d’observer  que  parmi  ces  facteurs,  il  en 
existe  un  qui  renferme  la  seule  variable  x;  savoir,  celui 
que  l’on  obtient  en  posant 

<p{u)  = c*  = yef  *<■***, 

et  qui  se  réduit  à Ce  facteur,  indépendant  de  y. 

rend  aussi  intégrable  l’équation  linéaire  complète 

dy  -f-  y F (x)dx  = f(x\dx. 

En  effet,  si  l’on  multiplie  ses  deux  membres pare-^*  M4*1. 
on  trouvera 

eSn*)dxdY  + rp(J.)t./F(x)<irrfx  __  cJvtf^fixyx, 

OU 

d[yeJ'*Wx]  = cfF^tU/(x)dx, 
yrfV(x)ds  _ jy  (jr)  eS  dx  > 

y =€~  S?  UJ\f  f(x)  c S F M*  ,U. 


J 

/ 

/ 


/ 
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111.  dy 


3tii 

* 

Exemples  : , 

I.  dy  -t-  ydx  — ajfdjCy 

n étant  un  nombre  entier: 

y—  «(/!-!>**“*—  i)x*_3-l-etc. , 

en  faisant  C—  o,  on  aurait  une  intégrale  particulière  al- 
gébrique. 

II.  (i — x*)dy  -H  xydx  = adx\  y — ax  -y  C\/  i — x1. 
y-^U=adx,  y xxC^x+x'-x'r+^yy 

\ZTÿ7‘  n ' 

L’équation 

dy  -y  y F(x)  dx  = /(x)  /*+■  dx 

se  ramène  immédiatement  à une  équation  linéaire , il 
suffit  pour  cela  de  poser 

i 

= *i 

r* 

on  obtient  en  effet  de  cette  manière 


-^  = dz>  aJL 


dz 
nz  ’ 


— dz  . v , f(x\dz 

— -y  F \x)dx  --  , 

nz  v ' 2 

dz  — tt¥(x)zdx  — — nf\x)d.v> 

= JL.  = _ ,*/*&**/ e-n SŸ'^/{x)dx. 


1 *9.  L'équation  différentielle  du  premier  ordre 
Mrfx  -t-  Nrfy  = o 

est  homogène  lorsque  les  fonctions  des  variables  x,  y , 
représentées  par  M et  N1 , sont  homogènes  et  du  même 
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degré,  en  sorte  qu’on  ait 

ilans  cette  hypothèse,  l’équation  devient 

r“p(^cLr  -+-  x“ x J dT  = 0 • 

et  il  suffit  de  la  diviser  par  le  produit  x‘%  pour  la  ra- 
mener à la  formule 


rfy  -f-  f(?-\dx  ~ O, 

que  nous  avons  intégrée  à l’aide  delà  substitutionj'=xz. 
On  peut,  au  reste,  appliquer  directement  cette  substitu- 
tion à l’équation 

qui  se  décompose  alors  en  deux  autres  , savoir. 


(£)4r=o. 


[tx  + x(zdz  . 

J p(zj  -+■  zx(z)  ' 


O,  x*+,[>(s)  ■+■  **(*)]  = <>’: 


de  ces  deux  dernières , l une  s’intégre  immédiatement,  et 
fournit  l’intégrale  générale 


I X 


/ 


x(z)dz 

<f  (*)-+-**  l») 


= c, 


I X • 


/ 


N djr 

Mx-t-Nr 


= C; 


de  l’autre  on  déduit  des  intégrales  particulières  ou  des 
intégrales  singulières  de  la  forme  z — m ou  y = mx. 
ni  étant  une  racine  de  l’équation 

p (z)  -h  tx(z)  = O. 


/ 

/ 
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Exemple  : Supposons  que  M et  N se  réduisent  à des 
fonctions  homogènes  du  premier  degré,  en  sorte  qu’on 
ait 

M = Ax  4-  Br,  N = Cx  -+-  Dr. 

L’équation  différentielle  sera 

(Ax  -+-  B y)dx  4-  (Cx  4-  Dr)  = o. 

Si  l’on  fait  y = xz,  elle  deviendra 

X*  | [A  -H  (B  4-  C)*  -h  D**]  ~ +(C  + Dr)  rfz  j = o; 

et  se  partagera  en  deux  autres. 


tLz  (C  4-  D i)dz  _ 

x A4-  (B  4-  C)  r 4-  Ds* 

x*[  A 4-  ( B 4-  C) r 4-  Ds’]  = o. 

•Soient  maintenant 


«=^[-B-C4-  V (B  4-  C)>  — 4ADJ, 
* = -'•[—  B — C — 4-  C)1  - 4 AÏ)] , 

9.U 

* ’ ’ ¥ 

les  deux  racines  de  l’équation 


A -f  iLË  ~h  C)  z 4-  Di*  — o, 


Dz 


et  concevons  que  la  fraction  ;^b  + c)j4_Dz, 
décomposée  en  fractions  simples  , on  trouve 


clant 


C4-D1 

A 4-  (B4»C)*4*  Dr* 


m u 
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les  quantités  m et  n seront  déterminées  par  les  formules 


ni  -t-  « = i , m b 4-  na  = — , 

<iont  la  seconde  peut  être  remplacée  par  l’une  des  sui- 
vantes : 

C— B 


m — n = 


l/(li+C)-  — 4A!)’ 
BC  — AD 
( B 4-  C)’  — 4AD' 


L’équation 


dx  (C  4-  D z)dz 

x A 4-  ( B 4-  C jz  4*  Dz‘ 


sera  réduite  à 


dx  mdz 
4 


ndz 


x z — a z — b 


et  aura  pour  intégrale  générale 

1 x 4-  m I (z  — a)  4-  n I (z  — b)-—  C, 
ou 

x (s  — df  (z  — by  = C ; 


en  remettant  pour  z sa  valeur^,  puis  ayant  égard  à l’é- 
quation m 4- « = i , on  obtiendra  l’intégrale  générale 
sous  la  forme  très-simple 

{y  — ax)~  ( y — bx f = C. 

De  plus,  ou  tirera  de  l’équation 

x*  [A  4-  (B  4-  C)  z 4-  DzJ  ] = o 

z = a,  z — h,  ou.  ce  qui  revient  au  même,  j — ax, 
y = bx.  Ces  deux  valeurs  seront  évidemment  des  inté- 
grales particulières,  à moins  que  Tune  des  constantes 
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m,  n s’évanouisse.  Dans^  dernier  ras,  la  formule 

BC  — AD 


;165 


• (B  + CJ1-  4AD 

donnerait  BC  — AD  = o,  et  l’on  en  eonelurait 

A-!-, 

C D ’ 


h désignant  une  nouvelle  eonstante.  Par  suite,  l'équation 
proposée  deviendrait  * 

(Cr  -+-  Dj)(rfr  -4-  Ad r)  = o, 

et  se  décomposerait  en  deux  autres,  savoir, 

dy  -t-  Adx  = o,  Cr  -+-  D/  = o. 

On  trouverait  alors  pour  l’intégrale  générale 

y Ax  = C, 

Q 

et  la  valeur^  = — - x serait  une  intégrale  singulière  , 
à moins  que' l’on  n’eût  identiquement 


ISO.  Si  l’on  prenait  pour  M et  N deux  fonctions  linéaires 
quelconques  des  variables  x,  y\  telles  (pie 

Ar  B>  -4-  E , 
et 

Cr  + Dr  + F, 
l’équation  différentielle  serait 

A.r  -|-  Br  -4-  F,  ) d.r  (Cr  -4-  Dr  -4-  F ) dr  — o, 
qui  sera  ramenée  à la  forme  • 

(Aï  -I-  BiW/$  + (C*  + nvw,  = 
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X — £ 4"  *,  y — »-+-»> 

£,  r,  désignant  deux  nouvelles  variables,  et  a,  6 deifx 
constantes  déterminées  par  les  équations 

Aa  4-  B£  4-  E = o, 

C*  -4-  Di  + F = o. 

Or  il  est  toujours possibledc  satisfaire  à ces  deux  dernières 
équations  par  des  valeurs  finies  desconstantes  a,  6,  à moins 
que  les  quantités  A,  B,  C,  D ne  remplissent  la  condition 

•=  ? = À\  Dans  ce  ras  particulier,  l’équation  proposée 

v U 

se  réduirait  à 

(Gr  4-  D_x)(<ir  -I-  iidjr)  4-  E dx  4-  Fdy  — o, 

et  il  suffirait  de  substituer  z à C.r  T)y  pour  obtenir  la 
transformée 

[(D  — XC)ï  -4- DE  — CF ]dx 4- [kz  4-  F )dt  = o, 

dans  laquelle  on  peut  séparer  les  variables,  en  divisant 
le  premier  membre  par  le  polynôme 

(D  — XC)s  4-  DF,  — CF. 

La  même  substitution  permet  d’opérer  la  séparation  des 
variables  dans  toute  équation  de  la  forme 

djr  = /(Cr  4-  D/  ' dx. 

Exemples  : 

I • xdx  4-  ydy  — mydx , 


m a,  ou  m = a 4-  - : 

a 


( ay  — a’x  a («*  — i ) 

{ay-x)  ^-mxy  + y^C; 
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a°.  m = a : 

i(j_r)  = c__L_. 

3°.  m a,  ou  m = a cos  a: 

y sin« 

/ l/x>  - mx/  + = c - cot  ï aie  tang 

II.  xdx  + ydy  = xdy  — ydx  : 
l\/x'  -+-J-1  = C 4-  arc  tang 

III.  xdy  — ydx  = dx\/ x*  4-  y *,  x*  = C*  -+-  aC>. 


Digitizod  by  Google 


CALCUL  INTÉGRAL. 


368 


VINGT-QUATRIÈME  LEÇON. 


Intégration  par  différentiation,  ou  par  la  substitution  de  la  dérivée  / à 
la  fonction  inconnue  y , 


1 SI  .Lorsqu'une  équation  différentieüedu  premier  ordre 
est  résolue  par  rapport  à y,  et  se  présente  sous  la  forme 

y = F(x,  y'), 

alors , pour  intégrer  en  substituant  à la  fonction  inconnue 
Y sa  dérivée  y\  il  suffit  de  différenticr  rette  même  équa- 
tion. En  opérant  ainsi  l’on  trouvera 

y'Ax  = D,F(x,  y')  tir  + Dr  F (x,  y')dy\ 
ou 

[D,F(x,  /'  ) — y'  ] dx  -+-  Dr,  F [x,  y')  dy  ' = o. 

Cola  posé , si  par  une  méthode  quelconque  on  parvient  à 
découvrir  l’intégrale  générale  et  les  intégrales  singulières 
de  cette  dernière  équation  , il  ne  restera  plus  qu’à  élimi- 
ner y'  entre  res  intégrales  et  l’équation  donnée 

.r  = F(x,  y'), 

pour  obtenir  l’intégrale  générale  de  celle-ci  et  ses  inté- 
grales singulières. 

152.  Parmi  les  différentes  formes  que  l 'on  peut  attribuer 
à la  fonction  F (x,  y ),  il  importe  de  distinguer  celles  qui 
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rendent  l'équation 

[DXF {*,- y')  — D,,F(*,  y')dy'  = o 

linéaire  et  homogène.  Or,  pour  que  cette  équation  de- 
vienne linéaire  relativement  à l’inconnue  y'  et  à sa  diffé- 
rentielle dy' , il  sera  d’abord  nécessaire  que  le  coefficient 
de  dy',  savoir,  D,.F  ( x , y '),  se  réduise  à une  fonction 
f(x ) de  la  seule  variable  x\  en  d’autres  termes,  il  fau- 
dra que  l’on  ait 

D/<  F (x,  y')  = /(*),  ou  lïÈLfljjr’  =f(x)dy'. 

Si  l’on  intègre  par  rapport  à y'  les  deux  membres  de 
cette  équation,  en  effectuant  l’intégration  à partir  de 
y'  = o,  et  désignant  par  F(x)la  valeur  de  F (x,  y')  cor-  . 
respondante  à une  valeur  nulle  de  y’,  on  trouvera 

F(x,  /)  -F(x)  = y'f(x), 

et  par  suite 

F(x,  y')=¥(x)  + y'  /(x). 

r 

Lorsqu’on  adopte  cette  valeur  générale  de  F ( x , y'),  la 
formule 

[ Dr  F (x,  y')  — y']dx  + DrF(x,  y')dy'=zo 

se  réduit  effectivement  à une  équation  différentielle  li- 
néaire; mais  on  doit  observer  que,  dans  cette  hypothèse, 
l’équation  proposée,  se  trouvant  ramenée  à la  suivante 

y = F (*)'+•  y'f{x), 
ou 

ydx  = F (x)dx  ■+■  f(x)dy, 

devient  elle-même  linéaire,  et  que  par  conséquent  la 
substitution  de  la  dérivée  y'  à la  variable  y est  inutile. 

Si  l’on  voulait  que  l'équation 

' 

[ I),  F(.r,  /')  — y'  ) dX  -+  D„  F (.r,  y')dy'  — o, 

T.  ii . . a4 
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.au  lieu  d’être  linéaire  par  rapport  à y'  et  dy',  fût  linéaire 
par  rapport  à x et  dx,  il  faudrait  d’abord  supposer 
Dx  F (x,  y1)  réduite  à une  fonction  y (y')  de  la  seule 
variable  jg':  on  obtiendrait  ainsi  l’équation 

Dx  F (x,  y')  = f(y'), 

puis,  intégrant  ses  deux  membres  par  rapport  à x,  à par- 
tir de  x = o,  et  désignant  par  F (y')  la  valeur  de 
F(x,  y')  qui  correspond  à une  valeur  nulle  de  x,  on 
trouverait 

*(■*  y')  - F(r')  = */(/'), 

F(x,  y')  = F (y')  + xf(y'). 

Lorsqu’on  adopte  cette  valeur  de  F(x,  y'),  l’équation 
[DxF(x,  y')  — /]dr+  Pr.F(x>  y')  = o 

devient  effectivement  linéaire  par  rapport  à x et  dx. 
Celte  même  équation,  qui  peut  alors  s’écrire  comme  il  suit, 

[/(/')  - y']d*  -h  *f'(y’W  + viy'W  - «* 

a pour  intégrale  générale  '• 

r /Xr'W  r r f\r’)iy'  l 

.1  SUr)-y\c-  jF'(y')c  J SW->'dy'l. 

Dans  la  même  hypothèse,  l’équation  proposée  deviendra 

y = F(/')  h-  */(/'). 

et  pour  obtenir  son  intégrale  générale  il  suffira  d’éliminer 
y'  entre  les  deux  dernières  équations. 

Dans  le  cas  particulier  où  l’on  prend  f (y')  — y , 
l’équation  donnée  et  l’équation  transformée  obtenue  par 
la  substitution  de  y'  à y se  réduisent  à 

y =5  xy'  .4-  F(j'),  o = [x  ■+•  F ' {y')]dyr. 

Pour  obtenir  la  seconde,  il  suffit  toujours  de  diflérentier 
la  première  par  rapport  à x.  Cette  seconde  se  décompose 
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de  plus  en  deux  autres 

dy'  = o,  x -H  F'(jr')  = o, 

qui  donnent  son  intégrale  générale/'  = C et  scs  inté- 
grales singulières.  La  valeur/'  = C , substituée  dans  l’é- 
quation donnée,  donne,  pour  l’intégrale  générale  cher- 
chée , 

y = Cx  -H  F (C). 

Si  l’on  élimine/'  entre  les  formules 

y = xyf  + F (y1),  x + F'  (/').=  o, 

on  obtiendra  les  intégrales  singulières  de  l’équation 
donnée. 

Exemple  : L’équation  / = xy  — y '*  a pour  intégrale 
générale  y — Cx  -4-  C* , et  pour  intégrale  singulière 
x* 

153.  Revenons  encore  à l’équation 

[D,  F(x,  yi)  — y']dx  -+-  D/F(x,  y')dy'  = o. 

Pour  qu’elle  soit  homogène,  il  est  nécessaire  et  il  suffit 
que  les  deux  fonctions  Dx  F(x,  /')  — y',  l)r.  F (x,  /'.), 
soient  homogènes  et  de  même  degré.  Si  l’on  désigne  ce 
degré  par  a , on  aura 

D/F(x,  y')  =««/(£} 

Si  l’on  intègre  par  rapport  à/'  les  deux  membres  de  cette 
dernière  équation,  et  si  l’on  désigne  toujours  par  F (x) 
la  valeur  de  F(x,  /')  correspondante  à une  valeur  nulle 
de/',  on  trouvera 

F(x,  r')=F M 

puis  ou  eu  conclura,  en  dilleientiant  par  rapport  à x, 
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et  par  suite 


p„  y)-y=,.p^+n^y9(t)  ] J 


d\ 


Cela  posé,  pour  que  la  différence  D*  F (x,y')  — y'  soit 

encore  une  fonction  homogène  du  degré  a,  il  faudra  que, 

dans  le  second  membre  de  la  dernière  équation , le  coeffi- 

■ « . 
cient  de  x“  dépende  seulement  du  rapport  — ; et  puisque 


l’intégrale 


satisfait  à cette  condition , il  faudra  que  le  terme  — 

y satisfasse  égalemeut.  Or,  pour  cela,  il  est  nécessaire  et 
' il  suffit  que  l’on  ait  à la  fois 

a = 1,  F'(.r)  = bx^ 


ou , ce  qui  revient  au  même , 

a = 1,  et  F (a-)  = •yè-r*  -+-  C, 

b et  C désignant  doux  quantités  constantes  qui  peuvent 
être  nulles.  Donc,  pour  que,  dans  l’équation  proposée,  la 
substitution  de  y'  à y conduise  à une  équation  homogène, 
il  est  nécessaire  que  la  valeur  de  F (x,  y')  se  réduise  n 


/)=[+»+/;  f(|-')£]*-+C, 


c’est-à-dire  que  l’expression  F (x,  y")  soit  équivalente 
ou  à une  fonction  homogène  du  second  degré,  ou  à une 
semblable  fonction  augmentée  d’une  quantité  constante. 
Réciproquement,  si  F(x,  y’)  est  déterminée  comme  011 
vient  de  le  dire,  1 équation  transformée  obtenue  par  la 
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différentiation  sera  homogène , et,  après  l’avoir  intégrée, 
on  en  déduira  immédiatement  l'intégrale  ou  les  inté- 
grales de  l’équation  donnée. 

' Exemple  : 

f(*,  r')  = *(**  +J*),  y 

en  différentiant,  on  obtient 

y'dx  =r  {(xrlr-h  y'dy'),  (x-iy')dx  -i -y'dy'  — a. 

En  intégrant  cette  dernière , on  trouve 

X 

(*—y,)e*=ÿ=  Ci 

par  suite,  l’intégrale  générale  de  l’équatipn 
y =■$(*«  + y-) 

sera 

’ ' ,< 

(x  ± 1/4  y — T%  ) fr±^“  x*  — c. 
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Méthode  par  laquelle  on  peut  déduire  certaines  intégrales  singulières  de 
l'intégrale  générale.  — Détermination  de  la  constante  que  renferme 
l'intégrale  générale. 


154.  Soit  F (x,  y,  C)  une  fonction  des  variables  x,y  et 
de  la  constante  C.  Si  l’on  veut  obtenir  une  équation  dif- 
férentielle qui  ait  pour  intégrale  générale  l’équation  finie 

F (■*•>  y,  c)  — o, 

il  faudra  éliminer  la  constante  C entre  cette  équation  et 
sa  dérivée 

— — — 
dx  dy  dx 

11  s’agit  de  savoir  si  cette  dernière  peut  admettre  des  so- 
lutions qui  ne  soient  pas  renfermées  dans  l’intégrale  gé- 
nérale. Or  toute  équation  entre  x et  y peut  se  mettre 
sous  la  forme 

F[*>  y ,«>(■*»  y)]  = o, 

<ji  (x,  y)  désignant  une  certaine  fonction  de  x et  de  y, 
et  F désignant  la  même  fonction  que  ci-dessus , mais  dans 
laquelle  on  a remplacé  la  constante  C par  la  fonction 
<f(x,  y).  On  peut  donc  admettre  que  les  solutions  singu- 
lières, s’il  en  existe,  sont  toutes  comprises  dans  la  for- 
mule 

F[*,  y,  <P {*,  > )]  = o, 

et  il  reste  à déterminer  ce  que  doit  être  pour  cela  la  fonc- 
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lion  y.  Eu  diüérentiant  cette-  dernière  équation , on  trouve 

dF  dF  dy  dF  dp ^ 

dx  dy  dx  dp  dx 

Pour  que  la  valeur' de  tirée  de  celte  équation,  soit 

identique  à celle  que  donnerait  l'équation 

rfF  dF  dy  _ 
dx  dy  dx  ’ 

c’est-à-dire  pour  que  l’équation 

F[**  y,<p(*,  y)]  = » 

soit  elle-môme  une  intégrale  singulière  ou  particulière 
de  l’équation  • 

JF  JF  dy_ ’ 

dx  dy  dx  ’ 

il  suffit  évidemment  que  l’on  ait 


d F dp 

dp  dx 


dy 


ce  qui  peut  avoir  lieu  de  plusieurs  manières  : 

i°.  Si  — o,  mais  alors  <p  est  une  constante , et  l’é- 
quation 

y,<f>{*>  /)]  = o, 

ii  étant  qu’un  cas  particulier  de  l’équation 
*’(*>  y,  C)  = o, 

est  tout  simplement  une  intégrale  particulière; 
dF 

2°.  Si  ~ = o,  équation  à laquelle  on  satisfait  enpo- 
ah 

dr 

saut  ou  = o,  ou  ' - — t».  On  pourra  donc  obtenir 
dtp  dr  * 
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des  intégrales  singulières  en  éliminait  la  fonction  ç entre 
' les  équations 


F[x,  y,<p(x,  y)]  = Ot 


djF 

r/f)  ' 


F[.r,  y,  $ (x,  .y)]  = O, 


dF 

dy 


— oc, 


ce  qui  revient  à éliminer  C entre  les  équations 

dF 

f(*>  r»c)  = °i  jc~0’ 


F(x,  y,  C)  = o, 


dF 

rfy 


Toutefois,  pour  qu’une  équation  résultant  de  .cette  élimi- 
nation soit  réellement  une  intégrale  singulière,  il  faudra, 
i°  que  la  valeur  trouvée  pour  <f  annule  l’expression 
dF 


^ = o,  c’est-à-dire  satisfasse  à l’équation  différentielle 
dr 

dy 

proposée;  a°  que  cette  équation  ne  puisse  pas  se  déduire 
de  l’intégrale  générale  F(x,^,  C ) = o,  en  donnant  à la 
constante  C une  valeur  particulière. 

1 35. L’intégrale  singulière  a une  liaison  géométrique  très- 
remarquable  avec  l’intégrale  générale.  En  comparant,  en 
effet,  la  méthode  qui  donne  les  intégrales  singulières  avec 
celle  qui  conduit  aux  lignes  enveloppes  (t.  I,n°220), 
on  verra  immédiatement  que  l’intégrale  singulière  repré- 
sente la  courbe  enveloppe  des  intégrales  particulières. 
Exemples  : i°  Considérons  l'équation 

riy  =z±  a y'tLc, 


' • .rstT 
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OU 

dr  -±x 

’ 

son  intégrale  générale  est = (ar  -+-  C )’,  on  aura 
dV 

dC=X  + ’ 

«•t  en  éliminant  C entre  les  deux  équations 

y = (j  -+-  C)‘,  * -+•  £ = o , 

on  trouvera^  = o,  et  celle  dernière  équation  sera  1 in- 
tégrale singulière  de  l’équation  donnée.  On  ne  peut  pas 

cette  fois  égaler  ^ à l'infini , parce  que  — = i. 

a°.  L'équation^  = C (x  -H  C )*  satisfait  à l’équation 

(ÉT  = 8-r>  ” 4x7 

et  est  son  intégrale  générale  ; or  on  a 
rfF 


dC 

d’où  l’on  tire 


= (x  -+-  C)’  -+-  a(x  -t-  C)C=o, 


C=-*>  c = - T 


La  première  de  ces  deux  valeurs,  substituée  dans  l’é» 
quation  J — C (x  - f-  C)*,  fournit  l’intégrale  particulière 
y = o,  qui  correspond  aussi  à une  valeur  nulle  de  la 
constante.  La  seconde  conduit  à l’intégrale  singulière 

y — 

3°.  Considérons  enfin  l'équation  différentielle 

y ==  xy'  + f(y'), 

qui,  comme  nous  l’avons  vu,  a pour  intégrale  générale 
y = Cr  4-  /(C), 
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on  a 

g = *+/'(C)  = o. 

L'élimination  de  C entre  ces  deux  équations  fournira 
év  idemment  des  intégrales  singulières.  En  effet,  la  dérivée 
y'  de  Tune  quelconque  de  ces  valeurs,  étant  déterminée 
par  le  système  des  équations 

y = Cx  +/(C),  x +f'(C)  = o, 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  par  l’équation  unique 

*+f  (y')  = o, 

sera  nécessairement  une  quantité  variable  ou  fonction 
de  x,  tandis  que  la  dérivée  de  chaque  intégrale  particu- 
lière sera,  en  vertu  de  l'équation jf'  = C,  une  quantité 
constante. 

156.  Pour  déduire  de  la  méthode  précédente  les  intégra- 
les singulières,  il  faut  connaître  l’intégrale  générale; 
cependant  ces  solutions  ont  des  caractères  qui  les  font 
dériver  immédiatement  de  l’équation  différentielle  sans 
aucune  intégration.  Euler,  Laplace,  Lagrange  , Poisson  se 
sont  tour  à tour  occupés  de  cette  question.  Ils  avaient 
essayé  de  prouver  en  particulier  que  le  caractère  propre 
des  solutions  singulières  était  de  rendre  infini  ou  indé- 
terminé le  coefficient  différentiel 

djr 

Cette  propriété  est  moins  générale  que  ne  l’avaient 
cru  ces  illustres  géomètres;  d’ailleurs  les  démonstrations 
qu’on  en  a publiées  jusqu’ici  dépendent  de  développe- 
ments en  séries  dont  rien  ne  prouve  la  convergence, 
et  sont  loin  par  conséquent  de  la  rigueur  dont  nous  nous 
sommes  fait  une  loi  dans  cet  ouvrage. 

On  verra,  dans  une  des  leçons  suivantes,  comment 
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M.  Cauchy  est  parvenu  à définir  rigoureusement  le  ca- 
ractère des  solutions  singulières  et  à les  séparer  des  inté- 
grales particulières. 

157.  La  valeur  que  l’intégrale  générale  F (x,  y,C)=o 
fournit  pour  y',  renfermant  avec  la  variable  x une  cons- 
tante arbitraire C,  il  en  résulte  que  l’inconnue  y ne  peut 
pas  être  complètement  déterminée  en  fonction  de  x par 
la  seule  condition  de  vérifier  l’équation  proposée 

Mrfx  4-  N rfy  = o. 

La  constante  C , de  laquelle  on  peut  disposer  à volonté , 
donne  le  moyen  d’assujettir  l’inconnue  y à une  seconde 
condition , par  exemple , à prendre  une  certaine  valeur 
particulière  ya  pour  une  valeur  donnée  x0  de  la  variable 
x.  En  eftct,  cette  seconde  condition  sera  remplie  si  l’on 
détermine  la  constante  C par  l'équation 

F(*o,  y o,  C)  = o. 

Si  maintenant  on  élimine  C entre  les  deux  équations 
F(x,  y,  C ) = o,  F(x0,  y0,  C)  = o, 
l’équation  résultante  ne  renfermera  plus  que  les  variables 
x,  y avec  leurs  valeurs  particulières  xQ,  ya,  et  donnera 
pour  y une  fonction  de  X propre  à remplir  à la  fois  les 
deux  conditions  ci-dessus  énoncées. 

Lorsque  l’intégrale  générale  se  présente  sous  la  forme 
ii  = C , u étant  une  fonction  des  variables  x,  y,  la  se- 
conde équation  devient  ua  = C , uQ  désignant  la  valeur 
particulière  que  prend  la  fonction  u quand  on  v suppose 

= xc,  y = y p -,  . 

et  l’élimination  dç  la  coustante  C produit  la  formule 

« = «o, 

qui  satisfait  effectivement  aux  conditions  requises.  Pour 
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obtenir  directement  cette  formule,  il  suffit  d’observer 
(|ue  si  l’intégrale  générale  u = C appartient  à l’équation 

M(ir  -|-  Nrf/  = o, 

cette  équation  multipliée  par  un  facteur  convenable  de- 
viendrait du  = o.  En  considérant  dans  cette  dernière  y 
comme  une  fonction  de  x,  puis  intégrant  les  deux  mem- 
bres à partir  de  x = x„,  y = y„,  c’est-à-dire  de  manière 
qu’ils  s’évanouissent  pour  la  valeur  xn  de  x,  et  pour  la 
valeur y„  de  y on  trouvera 

U — «0  = 0, 

et  par  suite 

« = «„. 

Exemple  : i°.  L’équation 

$(x)dx  4-  %{y)dy  = o 
a pour  intégrale 

/ 1>{x)dx  4-  f'  z(y)dy  = o. 

a°.  En  opérant  sur  les  deux  membres  de  l'équation 
dy  4-  X F (*)  dx  -=  f(x ) dx, 


multipliée  par  le  facteur  f F (x)r/x,  on  en  tirera 
J i0 

f1  F(x)<tr  /•*  f'e'tfd* 

ye  J x a —y„=  I r J * o f (x)  dx, 

J XD 

et  par  suite 

— f F (jp)  dx  I / f F ( r)  àx  I 

y —c  J to  j cj  r„  f(x)dx  j. 

Si  f (x)  = o,  on  trouverait  simplement 

— f*  F{*)dr 

y — y o1’  J x® 
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Considérons  encore  l’équation  différentielle 

r = *r'+f(r,)i 

son  intégrale  générale  se  déduira,  comme  on  l’a  vu,  de 
la  formule  dy'  = 0}  or,  si  l’on  désigne  par  y'a  la  valeur 
dey'  qui  répond  à la  valeur  x0  de  x,  on  tirera  de  l’équa- 
tion dy'  = o,  en  intégrant  les  deux  membres  à partir  de 
x — x„,  y'  — y,  — o,  °u » ce  qui  revient  au  même, 
dy  = y'0  dx.  En'  opérant  de  la  même  manière  sur  cette 

dernière  équation , on  trouvera 

* 

y — Xo  = y ro(x—Xa), 

d’où 


et , en  substituant  pour./'  sa  valeur  dans  l’équation 


y = V-t-ZCr')» 


Pour  transformer  les  diverses  intégrales  que  nous  ve- 
nons d’obtenir  en  intégrales  générales,  il  suffit  de  conce- 
voir que  l’une  des  quantités  x0,  y0 , étant  réduite  à un 
nombre  fixe,  à zéro,  par  exemple,  ou  à l’unité,  l’autre 
se  change  en  une  constante  arbitraire.  On  simplifie  or- 
dinairement ccs  intégrales  en  supposant  x„  = o.  Ainsi, 
en  adoptant  cette  hypothèse,  on  réduira  l’intégrale  de 

l’équation  j = xy'  -hf(y')  k y„  = f 

Tout  ce  qui  a été  dit  ci-dessus  relativement  aux  inté- 
grales générales  des  équations  différentielles  ne  sau- 
rait s’appliquer  à leurs  intégrales  singulières,  attendu  . 
que  celles-ci  ne  renferment  point  de  constantes  arbitrai- 
res dont  on  puisse  disposer  de  manière  à remplir  des 
conditions  nouvelles. 
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158.  Si  l’on  fait  — = — f (xi  j)i  l’équation 
Mrfx  -+-  N rfy  = o 

devient 

dy  — /(x,  y)dx. 

Soit  d’ailleurs  y — F(x ) une  valeur  de  l’inconnue  y qui 
remplisse  la  double  condition  de  vérifier  l’équation 

dy  = /(x,  y)dx, 

et  de  se  réduire  à j'o  pour  x = xQ,  on  aura 

F'(x)=/[x,F(x)],  7o=F(x0). 

De  plus,  F(x)  étant  une  fonction  déterminée  de  la  va-  . 
riable  x,  si  l’on  attribue  à cette  variable  une  nouvelle  va- 
leur particulière  X , la  valeur  correspondante  de  y sera 
une  quantité  déterminée.  En  désignant  cette  quantité 
par  Y,  et  par  6 un  nombre  inférieur  à l’unité,  on  trou- 
vera Y = F(X), 

Y~ya  = F(X)-F(x0)  = (X  - x0)F'[x0  + 6(X  - x0)]. 

= (X  — x0)/{x0-f-6(X  — x„),  F[x„  -f-  0(X— x0)]}. 

« 

De  même,  si  l’on  désigne  par  xt,  xt,...,  X„_i,  n va- 
leurs de  x qui  forment  une  suite  croissante  entre  les  li- 
mites x — x0 , x = X , et  par  J, , y, , . . . , y„_t , les  va- 
leurs correspondantes  de  y,  on  aura 

Xt  —yo=(x,  — *o)f{xo-X0o{x,  — xo),  F[x0-+-Ô0(x, — x0)]}, 
r.— r«  = (x>  — )/{•*,  -M,(x,  — x,),  Ftx.-f-O.fx,— x,)]}  , 


^ ~y*—\  — (X— *_.}/•  | x„_,  -+■  d„_,(X  — x„_,),  F[x„_,  -s-0,_,(X  — x„_,l]  J , 

0O,  0,,...,  0„_,  étant  encore  des  nombres  inférieurs  a 
l’unité.  Dans  les  seconds  membres  de  ces  dernières  équa- 
tions, les  divers  éléments  de  la  différence  X — x„ , savoir, 
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se  trouvent  multipliés  par  des  coefficients  qui  diffèrent 
très-peu  des  quantités 

f[x o,  ê’(x0)],  f[x„  F{x, /[*»_„  ^(x.,,)], 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  des  suivantes 

*/*(x0,  ? y*(Xf,  X i)t  • • ' I X a— i), 

lorsque  ces  éléments  ont  des  valeurs  très-petites , et  que 
la  fonction  f[ x,  F (x)]  demeure  finie  et  continue  entre 
les  limites  x0 , X ; on  aura  donc  à très-peu  près,  si  ces 
conditions  sont  remplies , 

y*  — r«  = (x,  — x0)f{x0,  y„), 
y»  — y,  = (x,  — x,)/(x„  y ,), 

Y — y„_,=  (X  — x^,)/(xn_nyn_,). 

Dans  cette  hypothèse,  la  véritable  valeur  de  Y diffé- 
rera très-peu  de  celle  qu’on  déduit  de  ces  équations  ap- 
prochées quand  on  élimine  entre  ces  mêmes  équations 

les  quantités  y,,  y,, , Cette  proposition  peut 

être  rigoureusement  établie  à l’aide  des  principes  que 
nous  exposerons  dans  la  prochaine  leçon.  Quant  à pré- 
sent, nous  nous  bornerons  à en  vérifier  l’exactitude  dans 
le  cas  où  l’équation  différentielle  se  réduit  à 

dy  a = y¥(x)dx. 

Dans  ce  cas  particulier,  en  effectuant  l’intégration  de 
manière  qu’à  la  valeur  x„  de  la  variable  x corresponde 
la  valeur  ya  de  la  variable  y,  on  trouvera 

Ç F (x)dx 

y — y*rJ  ; 

on  aura  par  suite 
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t . 

et 

y » — 3 ~ (x,  x0)  F (x0)  3» 

x,  = r«t'  + (*.  — *-)T(*>)]y 

Y = r«_,[i+(X -*+.')¥  (*_,)]. 
et  en  éliminant  j,,  j„ . . . 

Ÿ=.r,,[H~(x,  — J0)F(r0)][i-f-(xJ  — x,)F(x,)]. . .[i  -4-(X—  x„_,)F  (x„_.)  ], 

1 Y =lj04- 1 [i  + (x,— x„) F (*„)]  -t-  I[t -H (x,— x,)F (x,)]...-t-l[i  -+-  (X—  x„_,) F(x._ .)]. 

D’ailleurs,  si  l’on  représente  par  a une  quantité  finie , 
para,  e deux  quantités  infiniment  petites,  et  par  0 un 
nombre  inférieur  à l’unité,  on  aura 

1(.  +«*)=“ -=.(a±.), 

i[,4-(xl— x„)F(x0)]-+-l[n-(x,  — x,)F(x,)]...  +l[i  + (X-iM)F(x,.,)] 

= (x,  — Xo)f  F(x0)-1-|0]  +(i,  — x,)[F(x,)4-tl  (X  — x«_,)[Flx„_,)-H  ], 

e0,  e,,  e,,.  . . . , eh_,  désignant  des  nombres  très-petits. 

Comme  le  second  membre  de  cette  dernière  formule  dif- 

fère  très-peu  de  l’intégrale  définie  / F (x)dx , il  en  ré- 

J r„ 

suite  que  la  valeur  de  1 Y se  réduit  sensiblement  à 

I Y = If  o ■+•  I F (x)  dx, 

dT„ 

et  la  valeur  correspondante  de  Y,  à 
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Imposition  d'une  méthode  rigoureuse  h l'eide  de  laquelle  on  peut  démon- 
trer l'existence  d'une  valeur  de  r propre  à vérifier  une  équation  diffé- 
rentielle du  premier  ordre,  et  calculer  cette  valeur  avec  un  degré  d'ap- 
proximation donné. 


159.  Toutes  les  fois  que  l'équation  diflérentielle 

dr  ~ /(*>  ?¥* 

est  intégrable  par  l’une  des  méthodes  exposées  dans  les 
leçons  précédentes,  on  en  conclut  aisément,  comme  on 
l'a  fait  voir,  pour  l'inconnue  y,  une  fonction  de  x propre 
à vérifier  cette  équation  différentielle,  et  de  plus  à pren- 
dre une  valeur  particulière,  mais  arbitraire,  yB , dans  le 
cas  où  l’on  attribue  à la  variable  x une  valeur  donnée  .r0. 
Réciproquement  il  sera  certain  que  l'équation 

dy  = f(x,  y)dx 

sera  intégrable  et  qu’elle  admet  une  intégrale  générale 
, comprenant  une  constante  arbitraire  si  l’on  démontre 
qu’il  existe  une  valeur  générale  de  y propre  à remplir  les 
deux  conditions  énoncées  ; or  on  parvient  à cp  but,  dans 
un  grand  nombre  de  cas,  à 1 aide  des  principes  que  nous 
allons  établir. 

Concevons  que,  X étant  une  nouvelle  valeur  particu- 
lière de  x,  on  désigne  par  x„  x,, . . . . x„_,  des  quantités 
intermédiaires  entre  les  limites  x„,  X,  et  qui  aillent  tou- 
jours eu  croissant  ou  en  décroissant  depuis  la  première 
limite  jusqu’à  la  seconde.  Supposons  de  plus  qu’on  calcule 
1 . il.  z5 
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n valeurs  correspondantes  de  jr,  jrt, . . . , Y,  à l'aide 

des  équations 

r.  — y°  = (*.  — xo)f{x0,y«), 
y*  ' y » — — (x,  x,)  f (xi,  yi)y 

Y y n_i  “ (X  y*—t)t 

en  éliminant^,,  j',,...,  on  obtiendra  une  valeur  de 

Y de  la  forme 

Y — F(xor  Xgj  j|j. . •)  rn.it  y o , 

qui  jouira  de  propriétés  fort  remarquables.  Et  d’abord,  en 
ajoutant  toutes  ces  équations,  on  trouvera 

Y — y o (xj  ■ x0 j f (xol  y 0)  -f-  (r,  x \)  f (•**,»  y t)  • 

H-  (x  — xic—i)f(xt—u  y n—  i)- 

Or  la  somme  du  second  membre  est  égale  au  produit  de  la 
somme  des  différences  x,  — xoî  x,  — x,, . . . , X — x„_,. 
ou  X — x0,  par  une  moyenne  entre  les  coefficients 

/{«..  ya),  /{xr,  r.).*-  - ; 

et  si  l’on  désigne  par  A la  valeur  absolue  du  plus  grand  de 
ces  coefficients,  cette  moyenne  sera  nécessairement  ex- 
primée par  une  expression  de  la  forme  ±.  © A,  0 dési- 
gnant un  nombre  inférieur  à l'unité  ; on  aura  donc 

Y- — y,  = ± ©A(X  — xa ), 

Y = y o ± t)A(X  — r,), 

d’où  l’on  conclut  que  la  valeur  de  Y'  se  trouvera  nécessai- 
rement comprise  entre  les  limites^',,  ± A (X  — x0).  En 
raisonnant  de  la  même  manière,  on  ferait  voir  que  les 
quantités  sont  respectivement  comprises 

entre  les  limites 

y0  ± A (r , — xa),  r„  ± A (.r,  — y „ i A , 
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donc  toutes  ces  quantités  se  réduisent  aussi  bien  que  Y à 
des  expressions  de  la  forme 

ya  ± ©A(X  — x„). 

On  doit  en  conclure  que  les  coefficients 

/(* o»  x»)y  /(•*■..  .T X-~.) 
sont  des  valeurs  particulières  de  l’expression 

/O o ■+■  0(\—xo),  Xo±QA  (X  — x„)] 

qui  correspondent  à des  valeurs  de  6 et  0 comprises  entre 
les  limites  o et  i.  Or  concevons  que  le  plus  grand  et  le 
plus  petit  des  coefficients  dont  il  s’agit  correspondent  res- 
pectivement aux  systèmes  de  valeurs 

1 t;  :•  \ i ’ i i . * 2 .*  ‘ » r*  *•.%  f • f.hj1  , 

4 =6».  ±©  = «0;  0=6o+t,  ±&  = Q0  + 

toute  quantité  comprise  entre  ces  coefficients,  ou,  ce 
qui  revient  au  même,  entre  les  quantités 

f[xv  -t*  ( X Xa),  X»  "t-  ®oA  (X  X„)  ] , 

/[•*•  *+*  ( ®o  -H  •)  (X  — x.J,  X » -t-  (<=>0  -t-  |')A(X  — X.)], 

sera  évidemment  une  valeur  particulière  de  l’expression 

' /[*.  + (e.-h«{)(x  — xa),  Xo+{$o  +/,Ç)A(x  — 

correspondante  à une  valeur  de  £ comprise  entre  les  li- 
mites o et  i,  et  par  conséquent  à une  valeur  particulière 
de  l’expression 

f\x0  -+■  ®(X  — x„),  r<,±©A(X  — x.jj, 

correspondante  à des  valeurs  de  0 et  de  0 comprises  entre 

les  mômes  limites.  Donc,  puisque  la  différence  Y yQ  est 

équivalente  au  produit  de  X — t„  par  une  moyenne  de 
cette  espèce,  on  pourra  poser 

y “ r°  = < X — X0)f\x0  + 0(  X — x„),  yu±:  fc>A  (X  — x„)]i 

25-  . 
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et  par  conséquent 

Y = y o -+-  (X  — *.)  /[•*.  -t-  » (X-  x„\  j'.  dt  9A  (X  — *<,)], 

0 et  0 désignant  deux  nombres  inférieurs  à l’unité. 

Corollaire  icr.  Si  l’on  supposait  tous  les  élémens  de  la 
différence  X — .r0,  c’est-à-dire  les  binômes  xt  — x0, 
x , — x,, . . . , X — x„_,  réduits  à un  seul  qui  serait  cette 
différence  elle-même,  on  aurait  simplement 

Y y o — ~ lX  ——  x0)/  (*To  » o)* 

En  comparant  cette  équation  à celle  qui  précède,  on 
reconnaît  que  la  division  de  X — xQ  en  éléments,  a pour 
effet  de  modifier  le  second  facteur  du  produit  qui  repré- 
sente la  valeur  de  Y — y„  en  y faisant  croître  les  quanti- 
tés xQ,  y0  de  manière  que  les  valeurs  numériques  de 
leurs  accroissements  soient  inférieures  d’une  part  à la  va- 
leur numérique  du  premier  facteur,  de  l’autre  à celte 
valeur  numérique  multipliée  parla  constante  A. 

Corollaire  am<\  Soit  m un  nombre  entier  inférieur  à n, 
et  faisons  x,„  = £,  y„  = on  obtiendra 

Y-,  =(X -{)/[{+  6(X-{),  ,±0A(X-f)]. 

160.  Après  avoir  reconnu  la  forme  de  Y,  déterminons  de 
quelle  manière  cette  quantité  varie  avec  y0,  ou  calculons 
l’accroissement  o„,leY,  correspondant  à un  accroissement 
S„dc  ya.  Désignons  par  H = ±.  (X  — xa)  la  v aleur  numé- 
rique de  la  différence  X — xD.  Supposons  d’ailleurs  que 
pour  toutes  les  valeurs  de  x renfermées  dans  les  limites 

x„,  X,  la  fonction  dérivée—-^-—-  reste  continue  par  rap- 
port aux  variables  x,  y,  et  demeure  comprise  entre  les  li- 
mites ±:  C,  C représentant  une  quantité  positive.  Cela 
posé,  soit 

*(x,  y)dx  X(x,  v)iiy 
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la  différentielle  totale  de  la  fonction  J (x,  y),  en  sorte 
qu’on  ait  identiquement 


7)  _ 


fit 


9(*i  7>» 


4f(x,  y) 
dy 


7); 


soient  de  plus  ë, , ë„ . . . , S„  les  accroissements  respectifs  que 
prennent jq,  y Y lorsqu’on  attribue  â ya  l’accroisse- 
ment 6„,  et  représentons  par  0,  ©„■,  ©,,..., 0„_,  des 
nombres  inférieurs  à l’unité. 

L’équation  yt  —yQ  = (x,  — x0)/(x0,  ya)  devant 
subsister  encore  quand  on  y fera  croîtrej'0de  ë0,  et  j',  de 
ê,,  on  en  conclura 

J i 4-  ».  — (/o  4-  £»)  = (x,  — x0)/(xo,  /„  4-  ff„), 
et  par  suite 

».  — = (•*.  — *«)  [/(*.,  7 o 4-  C.)  —/(xi,  y..)];  ' 

on  aura  d’ailleurs,  en  vertu  d’une  formule  connue  et  de 
l’hypothèse  admise, 


/(■*.,  7.  + »%)  ■ /(Jo>  ^ = x(xMy.  ± OC.)  = ± «„C, 

/*  (a^o»  7 o 4-  C.)  —y(Jo)  7 °)  — -L  ©o»oC  i 


et  par  conséquent 

Cf  — »o  [ I — i—  ©oC  (x,  — XB)  ], 

on  trouvera  de  même 


Gt  — ».[*  ^.tj(xa  x,)], 


['  dte»_,C(X  — x„_,)], 

C,=Qi±w0C(x1-x0)](i±o1C(x1-xl)]...firL©>,_1C(X-x«_,)]. 


Or,  si  la  différence  X — X„  est  positive,  la  valeur  numé- 
rique du  binôme  i ±.  ©0C(x,  — x„)  sera  inférieure  h la 
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somme  i -f-  C(xt  — x0)  et  par  suite  à l’exponentielle 


C’(x,  — .r0)> 

- H-  etc. 

I .2 


^-^=I+C(x,-  -c0)+^ 

1 

Par  la  même  raison , les  valeurs  numériques  des  binômes 

i ± <\C(x,  — .r.) , ± 0„_,C(X 

seront  respectivement  inférieures  aux  exponentielles 


C(x,  — X,) 


..C'X  • 


donc  le  produit  de  tous  les  binômes  qui  entrent  dans  la 
valeur  de  §„  aura  une  valeur  numérique  inférieure  au 
produit  de  toutes  les  exponentielles,  c’est-à-dire  à 
e ' et  se  réduit  par  conséquent  à une  expression 

de  la  forme 


±0fc(x-'O), 


0 représentant  toujours  un  nombre  compris  entre  les  li- 
mites o et  i.  Il  faudrait  évidemment  remplacer  cette  ex- 
pression par  la  suivante  , 

± &ec  ~ XK 


si  la  différence  X — x„  devenait  négative.  Cela  posé . 
on  aura 

C„  =±&C0e±:C^-x^  =±®C0eCa. 

Voilà  donc  l’accroissement  §„  de  Y,  correspondant  à l’ac- 
croissement ë0dey0.  Si  l’on  fait,  pour  abréger,  K = e<11 , 
R sera  une  constante  positive  et  finie,  et  l’on  aura  sim- 
plement 

• G*  = dt  ©Kb„. 


Corollaire  i"'.  Lorsque  les  éléments xt — X,„  x, — x,,..., 
•le  la  différence  X — .r„,  obtiennent  tous  des  valeurs  nti- 
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1 _L  w„C  (x ( — x0),  1 _L  ©,  C (/,  x ,), . . . , 

sont  tous  positifs,  et  l'on  a nécessairement 
CK  — eKC„ . 

Corollaire  2mc.  La  valeur  de  6„  — ±l  0K.oo  devient 
infiniment  petite  en  môme  temps  que  60 ; donc,  à un  ac- 
croissement infiniment  petit  de  la  quautité  ya , corres- 
pond toujours  un  accroissement  infiniment  petit  de  la 
quantité  Y,  et  par  conséquent  la  seconde  de  ces  deux 
quantités  est  une  fonction  continue  delà  première. 

Corollaire  3mc.  Si  l’on  considère  seulement  les  équa- 
tions 

y'm+i  y *1  ”(,r«4.,  Xm\f{xm , y m)  I 

y fli+ï  y 1 — - (Xm+2  , y '■4.1)9 

Y — y,_x  =(X  — x._,)/(x._,, 


elles  suffiront  pour  déterminer  Y en  fonction  des  quan- 
tités jr,„,  xm+I,. . T„_, , X,  jm,  et  l’on  prouvera  en- 
core que  si  l’on  attribue  à ym  un  certain  accroissement  6m, 
l’accroissement  correspondant  de  Y sera  de  la  forme 

±ef.e±c!x--r->, 

Donc  ce  dernier  accroissement  aura  une  valeur  numé- 
rique inférieure  à celle  du  produit 

Cme±  C(X-^ 

et,  à plus  forte  raison,  à celle  du  produit 

f 

;«e±c  <x  - 

ÎHI.  La  quantité  Y dépend  évidemment , i°desvalenrs 
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extrêmes  dex  représentées  par  x0,  X ; iu  delà  quantité^,,; 
3°  du  nombre  n et  des  valeurs  mêmes  des  éléments  dans 
lesquels  011  a divisé  la  différence  X — x„,  ou,  en  d’autres 
termes  , du  inode  de  division  adopté.  Mais  il  est  facile  de 
montrer  que,  si  l’on  fait  décroître  à l'inüni  les  valeurs 
numériques  des  éléments  de  la  différence  X — xD,  la 
valeur  de  Y dépendra  uniquement  des  trois  quantités 
.ru,  X et  j0.  Pour  le  prouver,  il  suffit  dé  faire  voir  que 
si  le  nombre  n devient  très-considérable,  le  mode  de  dÎ7 
vision  n’aura  plus  sur  la  valeur  de  Y qu’une  influence  in- 
sensible; or  c’est  ceque  l’on  peut  démontrer  comme  il  suit. 

Lorsque  les  éléments  de  la  différence  X — xQ  se  ré- 
duisent k un  seul  qui  coïncide  avec  cette  différence  elle- 
même  , la  valeur  de  Y est  simplement  déterminée  par 
l’équation 

Y — Vo  = ( X — x„)/(x0,  y*). 

Lorsqu  au  contraire  la  différence  X — x„  est  partagée  en 
n éléments  x,  — x0,  x,  — x,,.  . . , X — on  a 

Y — y0=(X  — — x0),  .r»±©A(X—  x„)]. 

Pour  passer  à un  second  mode  de  division,  il  suffit  de 
subdiviser  chacun  des  éléments  du  premier  en  nouveaux 
éléments.  Or  011  peut  calculer  d’une  manière  approchée 
le  degré  d’influencc  que  chaque  subdivision  aura  sur  la 
valeur  de  Y.  En  effet,  lorsqu'on  partagera  , par  exemple, 
l’élément  x,  — xc  en  plusieurs  autres,  l’équation 

y 1 y o — (xt  * x„)  y**} 

se  trouvera  remplacée  par  plusieurs  équations  de  la 
même  forme  ; mais,  en  procédant  comme  nous  l’avons  déjà 
fait,'  on  trouvera 

y,—  y„  = (x,  — x0)/[.i„4- 0, (x,—  x„),  jr0d=e,A(x,  — x„)], 
fi,  W,  désignant  deux  nombres  inférieurs  à l’unité.  En 
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posant 

/[i« -4- 81  (*.  — •*■■).  ,r.±:fc>.A(x,  — x„)]  =/(x0, 

on  aura 

y,  — y o = (x,  — xa)f{x0,  y0)  ± tjx,  — xv). 
Avant  la  subdivision  de  l’élément  or,  — x„,  on  avait 
y « y o — (x,  j,o)y(‘Koy  y o)* 

Cette  subdivision  fait  donc  croître^,  du  produit 
± 'o  (x,  X,). 

Si  d’ailleurs  les  autres  éléments  de  la  différence  X — x0, 
conservent  leurs  valeurs  primitives,  tandis  que  la  quan- 
tité^, reçoit  l’accroissement  ±.  tu  (x,  — xQ),  Y,  en  vertu 
de  ce  que  nous  avons  dit,  prendra  un  autre  accroissement 
de  la  forme 

± fciK,„(x,  — x„). 

Donc  l’accroissement  de  Y produit  par  la  seule  subdivi- 
sion de  l’élément  x,  — xQ  aura  une  valeur  numérique 
inférieure  à celle  de  la  quantité 

— I — Kt0  (x,  x,,)* 

On  prouverait  de  la  même  manière  que  l’accroissement 
de  Y,  produit  par  la  subdivision  de  l’élément  xm+1  — x„, 
aurait  une  valeur  numérique  inférieure  à celle  de  la 
quantité 

-t  tv  — x^, ) , 

le  nombre  e,„  étant  déterminé  par  une  équation  de  la 
forme 

-i-  i xm)t  y m “i—  e>A(xM^.,  xM^ — -j~{xmi  y „}, 

Donc,  si  l'on  subdivise  l’un  après  l’autre  tous  les  élé- 
ments, Y prendra  une  suite  d'accroissements  dont  la 
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somme  est  inférieure  à 

K«„  (-r,— .r,,)  ■+■  — /,) -t-  . ( X— x,_i)=Ri  (X— x0)t 

e désignant  une  moyenne  entre  les  nombres  ea , e„et,... 
Si  les  différences  x,  — x0,  X,  — x,,  etc. , obtiennent  des 
valeurs  infiniment  petites,  on  pourra  en  dire  autant  des 
(Quantités  tQ,  s,,  s»,...,  ainsi  que  de  l’expression 

K,(X  - x0); 

et  par  conséquent  on  n’altère  pas  sensiblement  la  valeur 
de  Y , correspondante  à un  mode  de  division  dans  lequel 
les  éléments  de  la  différence  X — x„  ont  des  valeurs  nu- 
mériques très-petites,  si  l’on  passe  à un  second  mode 
dans  lequel  chacun  de  ces  éléments  se  trouve  subdivisé 
en  plusieurs  autres. 

Concevons  à présent  que  l’on  considère  à la  fois  deux 
modes  de  division , tels  que  les  éléments  du  second  ne 
soient  plus  des  subdivisions  des  éléments  du  premier.  On 
pourra  coin  [tarer  ces  deux  modes  à un  troisième  tellement 
choisi,  tjue  chaque  élément,  soit  du  premier,  soit  du  se- 
cond , se  trouve  formé  par  la  réunion  de  plusieurs  élé- 
ments du  troisième.  Pour  que  cette  condition  soit  rem- 
plie, il  suffira  que  toutes  les  valeurs  de  x,  interposées 
dans  les  deux  premiers  modes,  soient  employées  dans  le 
troisième  ; et  on  prouvera  quel’on  altère  très-peu  la  valeur 
de  Y en  passant  du  premier  ou  du  second  mode  au  troi- 
sième, et  par  conséquent  en  passant  du  premier  ausecond. 
Donc,  lorsque  les  éléments  de  la  différence  X — x„  de- 
viennent iufiniment  petits,  le  mode  de  subdivision  n’a 
plus,  sur  la  valeur  de  Y,  qu'une  inllucnce  insensible,  et 
si  l’on  fait  décroitre  indéfiniment  les  valeurs  numériques 
de  ces  éléments  en  augmentant  leur  nombre , la  valeur  de 
Y convergera  vers  une  certaine  limite  qui  dépendra  uni- 
quement de  la  forme  de  la  fonction  f (x,  r).  des  valeurs 
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extrêmes  x0,  X,  attribuées  à la  variable  x,  et  de  la  quan- 
tité y„. 

Corollaire  i er.  Comme  la  limite  vers  laquelle  cou- 
verte y,  tandis  que  les  éléments  de  la  différence  X — x0 
deviennent  infiniment  petits , dépend  uniquement  des 
trois  quantités  x„,  X , yu , nous  désignerons  cette  limite 
par  la  notation  F (j„,  X,  r0),  que  nous  réduirons  même 
à 1’uuc  des  suivantes  F (X,  y0 ),  F(X),  quand  nous  uohs 
proposerons  de  faire  varier  les  deux  seules  quantités 
ou  la  seule  quantité  X. 

162. 11  estfacilededémontrer  main  tcnantqu’ilexiste  tou- 
jours une  fonction  de  x propre  à vérifier  l'équation  diflé- 
rentielle  dy  — (or,  y)dx , et  de  plus  à prendre  une  va- 
leur particulière,  mais  arbitraire  y„ , daus  le  cas  où  l’on 
attribue  à la  variable  x une  valeur  donnée  xB.  En  effet, 
désignons  par  F(x)  ce  que  devient  F(,X)  quand  on  y 
remplace  X par  x;  puisque  F(X)  est  ce  que  devieut  Y 
quand  les  éléments  de  la  différence  X — x0  deviennent 
infiniment  petits,  de  l’équatiou 

Y — * = ( X — £)/[ î -f- S ( X — f ),  ,±0A(X-f)] 

on  tirera 

F(X)-Ftf)  = (X-f)/[?  +6(X-f),  F(?)±eA{X-l}], 
et  en  faisant 

£ — x , X — x -h  h , 

x et  x y-  h étant  renfermés  entre  les  limites  x0,  X , on 
aura  à la  fois 

F (x)  = y o -H  (x  — x„)  f\x„  y-0(x~  x0),  y „±®A  (x  — x„)] . 
F(j-f-/i) — F (x  )=;  lif[x-h  Oh,  F (.r)dh0A/j]. 

Or  il  est  facile  de  voir,  i°  que  pour  x = x„  F (x)  sc 
réduit  à yn  ; 2°  que  si  l'accroissement  h devient  infi- 
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niment  petit,  l’accroissement  correspondaut  de  la  fouc- 
tiou  F (x) , savoir , F (x  -i-  A)  — F (x),  sera  lui-même 
une  quantité  infiniment  petite;  3°  que  de  cette  équation, 
divisée  par  A,  on  tirera 

F'(x)  =/[x,  F (*)]; 

ce  qui  exprime  que  la  fonction  F (x)  vérifie  l’équation 
différentielle  dy  = f(x,  y)dx. 

Donc  enfin,  lorsque  la  fonction  f (x,  y)  et  la  dérivée 

restent  finies  et  continues  entre  les  limites  xoî  X , 

il  existe  une  fonction  de  x propre  à vérifier  l’équation 
différentielle  dy  = f (x , j)dx,  et  de  plus  à prendre 
une  valeur  particulière,  mais  arbitraire y0,  dans  le  cas 
où  l’on  attribue  à la  variable  x une  valeur  donnée  x0. 

Corollaire.  Si  l’on  désignait  la  limite  de  Y par  la  no- 
tation F (x,  y0),  la  fonction  y se  présenterait  sous  la 
forme  y — F(x,  y0)  et  serait  l’intégrale  générale  de  l’é- 
quation proposée , puisque^,,  est  une  constante  arbitraire. 
Ajoutons  que  cette  intégrale  est,  comme  Y,  une  fonction 
continue  de  ya. 
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VINGT-SEPTIÈME  LEÇON. 


Application  de  U méthode  exposée  dans  la  Leçon  précédente  h l'intégra- 
tion d’une  équation  différentielle  quelconque  du  premier  ordre  entre 


deux  variables  x,  j . 


163.  Nous  avons  supposé  jusqu'ici  que  les  deux  fonc- 
tions f (x,  y)  et  x(x>  j)  — demeuraient  li- 

nies  et  continues,  quelle  que  fût  y pour  toutes  les  va- 
leurs renfermées  entre  les  quantités  x„,  X ; mais  il  est 
facile  de  démontrer  que  les  propriétés  énoncées  dans  la 
leçon  précédente  subsisteront  encore  toutes  les  fois  que 
ces  fonctions  seront  finies  et  continues  par  rapport  aux 
variables  x,  y dans  le  voisinage  du  système  de  valeurs 
particulières  x =x0,  y = ju,  pourvu  que  l’on  choisisse 
convenablement  la  quantité  X.  En  effet , concevons  que 
les  expressions  f(x„ , ya),  x(x0,  J'o)  étant  des  quanti- 
tés finies , on  désigne  par  A,  C deux  nombres  supérieurs 
à leurs  valeurs  numériques,  et  par  a une  quantité  posi- 
tive ou  négative  choisie  de  telle  manière  que  pour  des 
valeurs  de  x renfermées  entre  les  limites  xoJ  x„  — (—  , et 

pour  des  valeurs  de  y renfermées  entre  les  limites 
y0  — A a,  y a -+■  A a,  les  deux  fonctions  f{x,  y),  x (•*'.,  v) 
restent  continues  par  rapport  aux  variables  x.  y,  et  de- 
meurent comprises,  la  première  entre  les  limites  — A, 
-j-  A,  la  seconde  entre  les  limites  — C,  -4-C;  les  pro- 
priétés mises  en  évidence  dans  la  leçon  précédente  suh- 
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sisteront  encore  si  l'on  a pris  prtur  X une  moyenne  entre 
les  deux  quantités  x0  et  x„  -+-  a.  Pour  le  démontrer,  il 
suffit  de  faire  voir  que,  dans  l’hvpothèse  admjse  les  quan- 
» lités  y„  yt,....,  y„_j , Y,  déterminées  par  les  équations 
y 1 ~y«  — ( r,  *r0)^"  xQ , yn}, 

/)  y*  I ==lJ’a"  Xlîf'yi  j y',), 

^ y._.  = {X  y„_i), 

étant  toutes  comprises  entre  les  limites  yQ  — Au, 
-|-  An,  les  fonctions  J (x,  y),  /(x,  y)  resteront  fi- 
nies et  continues  pour  toutes  les  valeurs  y,,  y,, . . . . , Y 
correspondantes  à des  valeurs  de  x comprises’ entre  x0  et 
x„  -1-  a.  Or,  si  l'on  ajoute  entre  elles  celles  de  ces  équa- 
tions qui  renferment  les  quantités  y„,  y,,...,  ym . on 
obtiendra  la  formule 

y»  — y o = (x,  — xa)f(x„,  y„)  -+-  (x,  — x,)/(x„  y,)... 

-t-  («r*  — , . Vjw — 1 )> 

dont  le  second  membre  est  équivalent  au  produit  de  la 
différence  Xm  — xa  par  une  moyenne  entre  les  coefficients 

/{*■>,  y0)i  /t-c„  y,),. . , /(x„_,,  y«_,). 

De  plus,  la  différence  .r„,  — x„  ayant  une  valeur  numé- 
rique inférieure  à celle  de  X — xu,  et  par  conséquent 
inférieure  à a.  il  est  clair  que  la  valeur  uumérique  de  ym 
sera  comprise  eutre  les  limites  ya  — A a,  y0  4-  A a.  Si 
chacune  des  expressions 

/(*..  ïo),  /(*.,  y.)».--.  y(r«_,,  y„_,). 

a une  valeur  numérique  inférieure  à A,  ce  qui  arrivera 

nécessai renient  si  les  quantités  yoi  y,, , y.m_,  se 

trouvent  elles-mêmes  renfermées  entre  les  limites 
— A a,  ya  -H  Au.  Donc,  puisque  cette  condition  se 
vérifie  à l’égard  de  y„,  elle  sera  pareillement  satisfaite 
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à l'égard  de  y,  : étant  vérifiée  pour  y„  et  y„  elle  ^era 

encore  satisfaite  à l’égard  de  y , et  ainsi  de  suite. 

Enfin  elle  sc  vérifiera  pour  y,„,  m désignant  un  nombre 
entier  égal  ou  inférieur  à h,  et  par  conséquent  pour 
tous  les  termes  de  la  suite  y„,  jrt,  y„  ■ • • , J„-n  Y. 

Corollaire  1".  Soient  0 et  0 deux  nombres  qui  varient 
entre  les  limites  o et  1 ; et  indiquons  par  la  caractéris- 
tique M uue  moyenne  entre  plusieurs  quantités  données. 
Comme  le  nombre  désigné  par  C peut  être  pris  arbitrai- 
rement pourvu  qu  il  surpasse  la  valeur  numérique  de 
y(xo,y0)  , il  est  clair  que  la  quantité  a deviendra  propre 
à vérifier  les  conditions  du  théorème  précédent,  si  l’on  a 
choisi  a et  C de  telle  manière  que  les  deux  fonctions 

f(x0  -t - Üfl,  y o ± ©A  a),  X ixo  •+■  y o ± ©A  fl;, 
restent  continues  entre  les  limites 

6 r=  o,  0 = 1 ; 0 = o,  © = 1 , 

et  que  l’on  ait  toujours  entre  ces  limites 

f(x0  -t-  Ou,  y0  ± ©A a)  — M ( — A,  -+-  A). 

Corollaire.  amc.  Supposons  que  parmi  les  valeurs  de  la 
quantité  a , pour  lesquelles  les  conditions  énoncées  dans 
le  corollaire  i*r  peuveut  être  remplies,  on  choisisse  celle 
qui  est  la  plus  grande,  abstraction  faite  du  signe  : dans 
cette  hypothèse,  l’équation  de  la  leçon  précédente 

y = F(x),  ou  y = F (a-,  y<,)> 

fournira  une  intégrale  particulière  de  l’équation 

rfy  = /(-c.  yjrf-c, 

pourvu  qu’on  assujettisse  la  variable  x à demeurer  com- 
prise entre  les  limites  x0  et  xQ  -+-  a. 

Corollaire  3”e.  I.a  quantité  a étant  déterminée  comme 
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ou  vient  de  le  dire,  si,  dans  l'équation  y — F (x,  ya) 
on  remplace  y0  par  une  constante  arbitraire  C,  la  for- 
mule y = F(x,  C ) représentera  l’intégrale  générale  de 
l’équation  dy  = f (x,  y)  dx,  du  moins  pour  certaines 
valeurs  de  x comprises  entre  certaines  limites  qui  dé- 
pendront elles-mêmes  de  la  valeur  attribuée  à la  con- 
stante arbitraire.  Concevons  en  effet  que  l’on  désigne 
par  a.  une  quantité  affectée  du  même  signe  que  a,  mais 
douée  d’une  valeur  numérique  moindre;  soit  de  plus  s 
un  nombre  inférieur  à l’unité  , et  supposons 

C = /0±iA«  = M(/0  — A«,  Yo  4-  A«). 

Comme  on  aura  évidemment 

y o — Aa  — C — A (a  ± i«),  /„  + Aa  = C + A (a  qr  ■#), 

on  en  conclura  qu’c  les  deux  quantités^,,  — A a ,y„-{-ka 
comprennent  entre  elles  les  deux  suivantes,  C — A (a  — a), 
C -F  A (a  — a),  et  l’on  prouvera,  en  raisonnant  comme 
ci-dessus,  que  la  valeur  j-  = F ( x , C)  est  une  fonction 
continue  de  x et  vérifie  l’équation  dy  = f (x,  ÿ)dx , 
tant  que  la  constante  C demeure  comprise  entre  les  li- 
mites y„  — A a,  ya  -f-  A «,  et  la  variable  x entre  les  li- 
mites x0  et  X0  -f-  (a  — a). 

On  démontrerait  de  la  même  manière  la  proposition 
suivante.  Supposons  que  les  expressions 

/(*«  y 0)1  yo)* 

ayant  des  valeurs  finies , on  choisisse  le  nombre  A et  la 
quantité  a,  de  telle  sorte  que  : 

i°.  Si  x(x„,  y0)  est  positif  ou  nul , les  deux  fonctions 

f (x o 4-  6 a,  y0  ©A  a),  x (xa  -f-  6a,  y0  -f-  ©A  a), 

restant  continues  entre  les  limites 

6 = o,  6 = t , © = o,  « =-.  i , 
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on  ait  toujours  entre  ces  limites  * « 

/(■r„  4-  6a,  ya  4-  ©Aa)  = M (o,  A); 

• A . » 

2°.  Si  x(x„,  ya)  est  négatif  ou  nul , les  deux  fonctions 

/(x„  4-  6a,  ya  — ©Aa),  K(x„  4-  Qa,  ya  — ©Aa), 

restaut  continues  entre  les  limites 

9 = o,  6=i,  ©=o,  0=i, 

on  ait  toujours,  entre  ces  limites, 

/(x„  4-  6a,  y o — ©Aa)  = M (o,  — A), 

les  théorèmes  de  la  leçon  précédente  subsisteront  entre 
les  limites  x„ , x„  -4-  a. 

1(54.  Parmi  les  valeurs  de  a qui  remplissent  les  condi- 
tions énoncées,  il  est  avantageux  de  choisir  celle  qui  est 
la  plus  grande , abstraction  faite  du  signe.  Pour  montrer 
par  un  exemple  comment  ou  peut  déterminer  cette  va- 
leur, supposons  (pie l’équation  dillërentielle  donnée  soit 

ily  = tang  (x  -P-  y)  ilx, 

et  que  les  quantités  xn,  y0  s'évanouissent.  Pour  que  l’é- 
quation 

/(*.  4-  6a,  y„  4-  ©A a = tang (6a  4-  ©Aa)  = M (o,  A) 

soit  toujours  vraie  pour  des  valeurs  positives  de  “ , tandis 
que  6 et  0 varient  entre  les  limites  o et  t , il  est  néces- 
saire que  l’are,  a 4-  A a reste  compris  entre  les  limites 

o,  -,  et  que  l’on  ait  tarig(«  -|-  Aa)  = M (o,  À).  Pour  dé- 
duire de  cette  dernière  équation  la  plus  grande  valeur 
possible  de  l’arc  a , l’arc  a -f-  A a demeurant  inférieur  à 

il  suffit,  i°  de  remplacer  le  second  membre  M(o,  A) 

T.  ii.  26 
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par  A ; 20  île  joindre  à la  formule  tang  (a  -+-  A a)  A, 
ou  a — ^-ta~r’— , celle  qui  fournit  le  maximum  de  a 
considéré  comme  fonction  de  A , savoir, 


du 

rfÂ 


o, 


ou 


arc  tang  A 
i +A 


i -+-  A' 


or  on  satisfait  aux  deux  équations  ainsi  obtenues  en 
prenant 

a = 1,220...,  A = o,3q83. 

Ainsi,  dans  l’hypotbèse  admise,  la  quantité  positive 
a = 1,229.  . . est  la  plus  grande  des  valeurs  de  a pro- 
pres à vérifier  la  formule 

/(x„  4-  5a , jr0  ©A a)  = M (o,  A). 

V 

On  prouverait  de  même  que  la  quantité  négative 
a = — 1 ,229. . . 

est  la  plus  grande,  abstraction  faite  du  signe,  de  celles 
qui  sont  propres  à vérifier  la  formule 

f(x0  -+-  Oa,  r0  — ©An)  = M (o,  — A). 

On  en  conclurait  que  la  méthode  d’intégration  exposée 
dans  la  leçon  précédente  fournira  la  valeur  générale  de  y 
qui  satisfait  à l’équation 

<ir  — tang(x  jr)dx. 


et  s’évanouit  avec  la  variable  x,  du  moins  tant  que  cette 
variable  restera  comprise  entre  les  limites 


a = — 1,229...,  a — '>229.-. 

Pour  l’équation  dy  = tang(x*  -+-yt)dx,  en  supposant 
toujours  xQ  = o,  y0  = o,  on  trouverait  que  la  plus 
grande  valeur  de  a ’ serait  déterminée  par  le  système  des 
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deux  équations 


arc  tane  A . i 

, arc  tang  A = — , 

i H—  A*  ’ b aA 


desquelles  on  conclurait 

A =0,7654..  -,  a1  = o,c)653,  «=±0,9824..., 

et  la  méthode  exposée  fournirait  la  valeur  de  y qui  Véd- 
rine l'équation 

djr  — tang  (r*  -f-  y ’)  dx , 

et  s’évanouit  avecx,  tanlque  la  variable  x resterait  com- 
prise entre  les  limites 

— 0,982.4..,,  -+-0,9824. 

Considérons  encore  l'équation  différentielle 

dx 

lir=  — — , 

x-hy 

et  supposons  x0  = 1 , ya  = o,  ou  aura 
/(•*■«  -+-  Oa,  ya  -+-  ©A a)  =t  • 


1 -f-  6a  -+-  ©Ao 


= M (o,  iA), 


et  cette  équation  sera  toujours  vraie  entre  les  limites 
0 = o,  6 = 1,  0 = o,  0=i,  si  l'on  prend  A = 1,  et 
si  l’on  attribue  à la  quantité  a une  valeur  positive  quel- 
conque. Par  suite,  la  plus  grande  des  valeurs  positives  de 
a sera  a = ao,  et  si  l'on  désigne  par  y = F (x)  celle  des 
intégrales  particulières  de  l'équation 


dy  = 


dx 

x -h  Y 


qui  s’évanouit  pour  x = 1,  la  méthode  exposée  détermi- 
nera la  valeur  de  F(x)  tant  que  la  variable  x sera  com- 

26.  . 
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prise  entre  les  limites x = i,  .r  — oc..  L'équation 


■ 6a  • 


■ fc)Aa 


= M (o,  A) 


sera  encore  satisfaite  si , A étant  un  nombre  supérieur  à 
l’unité,  on  attribue  à a une  valeur  négative  comprise 
A—  l 

entre  o et  — , — -, 

A(A  -t-  i) 


^ or,  parmi  les  valeurs  négatives  de 


a que  fournit  l’équation  a — — - y celle  qui  est 

la  plus  grande,  abstraction  faite  du  signe,  se  trouve  dé- 
terminée par  la  formule 


Ha 

— =ro,  ou  A* — 2A=i,. 
a A 

«le  laquelle  on  tire,  A devant  être  supérieur  à l’unité, 

A =1+1/2,  a — — (3  — af/a)  = — 0,1715. 

La  méthode  d’intégration  suffira  donc  encore  pour  fixer 
la  valeur  de  F (x)  tandis  qu’on  fera  varier  x entre  les  li- 
mites o et  — o,  ijiS. 

165.11  est  essentiel  d'observer  que  les  quantités 
y,,...,  Y,  déterminées  comme  nous  l’avons  dit, 

resteront  comprises  entre  les  limites  y„  -f-  A a,  — A a , 

ot  formeront,  ou  une  série  croissante,  on  une  série  dé- 
croissante , toutes  les  fois  que  X sera  renfermé  entre  x„ 
et  .r0  + a , les  quantités  « et  A étant  choisies  de  manière 
à vérifier  les  conditions  énoncées  ci-dessus.  Il  est  aisé 
d’en  conclure  que,  dans  le  cas  dont  il  s’agit,  la  fonction 
Y — F ( x ) croitra  ou  décroîtra  toujours  depuis  x — x„ 
jusqu’à  x = X . sans  pouvoir  dépasser  la  limite yn  -+A«?, 
ou  Ko  — Art.  Concevons  maintenant  que,  a satisfaisant 
toujours  aux  mêmes  conditions , la  quantité  X varie  entre 
les  limites  x„,  xQ-f-rt,  et  s’approche  indéfiniment  de  cette 
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dernière  limite.  La  valeur  dey.=  F(X)  s’approchera 
elle-même  indéfiniment  d’une  certaine  limite  411  on 
pourra  désigner  par  F (x0  -fi-  fl),  et  qui  sera  comprise 
entre  les  deux  quantités  jr„  — A a,  yQ  -fi-  A a.  Un  prou- 
vera dès  lors , par  des  raisonnements  analogues  à ceux 
dont  nous  avons  déjà  fait  usage,  que  les  théorèmes  de  la 
leçon  précédente  subsisteront  non-seulement  lorsque  là 
quantité  X variera  entre  les  limites  x,„  x,,  -+■  a,  mais 
encore  tandis  que  cette  quantité  s’approchera  indéfini 
ment  d’une  nouvelle  limite  x0-fi-  Par  suito,  on  pourra 
calculer,  avec  tel  degré  d’approximation  qu’on  voudra, 
les  valeurs  de  F(X)  correspondantes  à des  valeurs  de  X 
comprises  entre  xa  et  x„  -fi-  at.  Si  d’ailleurs  les  fonctions 
f (x,  y),  yXx'  y)  res,C1'1  continues  dans  le  voisinage  du 
système  des  valeurs  particulières  .» 

x = z<,  -t-  a„  jr  ~ F(x„  H-  «,), 

ou  déterminera  encore  une  valeur  de  x située  au  delà  de 
la  limite  x0-\-au  et  vers  laquelle  ou*pourra  faire  conver-  • 
ger  la  quantité  X dans  la  fonction  fi  (X).  Désignons  par 
x„  4-  a,  cette  nouvelle  limite,  et  continuons  de  inèinc; 
lesquantités  . ’ . 

x„  -H  a,  xa  -b  fl,,  x„  -b  a, , 

formeront  une  série  croissante  ou  décroissante,  et  leurs 
valeurs  numériques  finiront  par  surpasser  tout  nombre 
donné,  ou  par  s’approcher  indéfiniment  d'une  certaine 
limite-  Dans  le  premier  eas,  la  quantité  X pourra  croître 
et  décroître  indéfiniment,  de  manière  a devenir  supé- 
rieure ou  inférieure  à toute  quantité  donnée.  Dans  le 
second  cas,  la  quantité  X pourra  s’approcher  indéfini- 
ment de  la  limite  vers  laquelle  convergeront  les  différents 
termes  x„  -fi-  at,  x0  -fi-  «t, . . . Soit  X cette  môme  li- 
mite et  t’ (X  ) la  valeur  correspondante  de  F(X),  pour 
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qu'on  ne  puisse  plus  faire  passer  la  quantité  X au  delà 
de  la  limite  X dans  la  fonction  F(X),  il  sera  nécessaire, 
on  que  la  quantité  F(A~)  soit  infinie,  on  que  l'une  des 
fonctions  f [x,  F(x)],  y_[x,  F(x)]  devienne  infinie 

pour  la  valeur  particulière  x = X,  ou  enfin  que  l’une  de 
ces  fonctions  devienne  discontinue  dans  le  voisinage  de 
la  valeur  particulière  dont  il  s'agit. 

16(3.  AfirtdcmontrejTapplicalionde  ces  principesgéné- 
raux  à un  exemple,  concevons  que  F (x)  représente  celle 

des  intégrales  particulières  de  l’équation  dy  = — — — qui 

s’évanouit  pour  x = i ; et  cherchons  les  valeurs  qu’on 
devra,  dans  ce  cas,  attribuer  aux  constantes  a,  at,  a.,..., 
en  les  supposant  négatives,  et  les  plus  grandes  possibles 
(abstraction  faite  du  signe).  Ces  valeurs  seront  propres  à 
vérifier  des  équations  de  la  forme 


i -f-  On  + fc)A a 


= M(o,  Al, 


c’est-à-dire 


- F (x„)  -f-  (»-t-0A)/ï 

t 


x„-f-  a 4- F \x*  a)  -+■  (0  ■+-  <aA,)(«, — a 


- = M(o,  A), 

— M(°> 


x<>  ■+-  a , -t-F  (xa-ha,)  (6  uA,J(rt,  — *,) 


= M(o,  A,),  etc., 


tandis  que  les  nombres  0 et  0 resteront  compris  entre  les 
limites  o et  i.  Or  on  satisfait  à ces  conditions  en  prenant 


A [x„  -+-F(x0)] — i 
A (A -Ht) 

A,  [a„-+-  a -t-  F {.c0-f-  <t)]  — 1 
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a a — a, 


A,[-r0-t-rt,-+-F(x„+q,)] — 1 
A,(A,4-  1) 


et  plus  généralement 

A„[x0-i-a„_  1 “H  I*  (^u“^  q« — 1 )J  1 
°*  “ = A„(A„4-  1) 

Ajoutons  que  la  valeur  de  am  deviendra  la  plus  grande 
possible  , abstraction  laite  du  signe,  si  l’on  choisit  Am  de 
manière  à vérifier  l’équation 

2A„  4-  1 


Ai 


x0  -f-  a«_,  4- F (x0  4-  ««_,) 
et  si  l’on  prend  en  conséquence 


A. 


I -H  \/  1+I«4-  Om-l  ~t~  F ;XU  + dm-  fj  ^ 
x0  4-  a»_.  4-  F(x»  4-  a.-,) 


«„  = —a — x0 — F(x04- F(x„-t-a«_,J, 
comme  on  a d’ailleurs,  par  hypothèse,  x0=i,'F(x0)  = o, 
on  aura  successivement 

— 3—  F(H-a«_,)4-aV/5i  4-  «m-,  4-F(i  4- ««_,), 


et  l’on  en  tirera  simplement 

a = — 3 4-  al/â, 

a,  = — 3 4-F  (1  4- a)  4-î1/î4-«  + F(i  4-  «),  etc. 

Si,  à l’aide  de  ces  dernières  équations  et  de  la  méthode  ex- 
posée dans  la  leçon  précédente , on  détermine  l’une  après 

l’autre  les  quantités  1 +a,  1 4-  t 4-  a«» > qni 

remplacent  xa  4 - <*>  x0  4-  at,  x„  4-  a»,... on  obtien- 
dra une  série  de  termes  qui  décroîtront  sans  cesse,  et 
qui  convergeront  vers  une  certaine  limite.  Désignons 
par  X cette  limite;  on  aura  sensiblement,  pour  de  très- 
grandes  valeurs  de  m , 

I 4"  am  — 1 4“  flm-1  A , 

et  par  suite 

3 4-  X 4-  F ; X)  ~ 3 l/ 1 4-  X 4-  F( X)j 
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OU 

X 4-  F(X)  = o, 

donc  la  valeur  particulière  x = X rendra  infinie  la  fonc- 
tion 


/[*,  PW]  = 


r + F ( j)  ’ 


ce  qui  s’accorde  avec  la  remarque  générale  que  nous 
avons  faite  ci-dessus. 

On  ne  doit  pas  s’étonner  de  voir  que  dans  certains  cas 
la  méthode  d’intégration  ne  fournisse  le  moyen  de  cal- 
culer des  quantités  réelles  propres  à représenter  les  va- 
leurs successives  d’une  intégrale  particulière  d’une  équa- 
tion différentielle  donnée,  qu’autant  qu'on  suppose  les 
valeurs  correspondantes  de  la  variable  indépendante  x 
renfermées  entre  certaines  limites.  En  effet,  parmi  les 
équations  différentielles  qui  peuvent  s’intégrer  par  des 
méthodes  rigoureuses  , il  en  existe  beaucoup  dont  les  in- 
tégrales particulières  11e  sauraient  être  étendues  à des 
valeurs  quelconques  de  la  variable  x,  en  demeurant  tou- 
jours réelles.  Telle  est.  par  exemple,  l’équation 


Si,  après  l’avoir  présentée  sous  la  forme 


dx-\-dy  ^ 

x -+-  r -t-  1 • 


on  intègre  ses  deux  membres  en  assujettissant  t à s'éva- 
nouir pour  x — 1 , on  trouvera 


et  par  suite 


1(*  -f-  _r  -+-  1)  — 1?.  = y, 

■r  ~ irJ  — y — 1 . 
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Or  il  est  aisé  de  voir  que  le  second  membre  de  eette  der- 
nière équation  admet  une  valeur  minimum  déterminée 
par  la  formule  ae7  = i de  laquelle  on  tire 

y — — la  =.  — 0,693 1 . . . , 

et  par  suite 

x = h = o,6g3 1 — 

Donc  si  l’on  désigne  par  y — F ( x ) l’intégrale  particu- 
lière que  fournit  l’équation 

x = le?  — y — 1 , 

* 

celte  intégrale  ne  pourra  pas  s’étendre,  sans  cesser  d’èlre 
réelle , à des  valeurs  de  x plus  petites  que  la  limite 
x = la,  à laquelle  correspondent  une  valeur  nulle  de 

x -+-  y = x -|-  F (x), 

« 

et  une  valeur  infinie  de 


r)  = ‘ .. 

' x -t-  F(x) 

Ces  considérations  directes  nous  ramènent  donc  aux  con- 
clusions précédemment  établies. 
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Limite  des  erreurs  que  Ton  peut  commettre  én  se  servant  de  la  mé- 
thode exposée  dans  les  leçons  précédentes  pour  le  calcul  numérique 
des  intégrales  particulières  d'une  équation  différentielle  du  premier 
ordre. 


167.  La  fonction  j étant  assujettie  à vérifier  l'équation 
différentielle  dy  = f(x,y)dx , et  à preudre  pourx=  xQ 
la  valeur  particulière  j0,  si  l’on  demande,  non  pas  l'inté- 
grale générale,  mais  une  nouvelle  valeur  particulière 
de  j,  par  exemple  celle  qui  correspond  à x = X ; cette 
valeur  différera  très-peu  de  la  quantité  Y,  déterminée  par 
les  équations  . 

y.-: r.  = 

y,  — y.  — (*,  — •*.)/(%  y.), 
y — r«_.=  (x  — /«_,), 

pourvu  que  l’on  attribue  aux  éléments  de  la  différence 
X — x„,  c’est-à-dire  aux  quantités  x,  — x,„  x, — x,,..., 
X — x„_j,de  très-petites  valeurs  numériques,  et  si  l’on  a 
d’ailleurs 

* m 

X = M (xc,  x„  ■+■  a), 

la  quantité  a étant  choisie  de  manière  .à  remplir  les  con- 
ditions énoncées  dans  la  leçon  précédente.  De  plus, 
comme  pour  passer  de  la  quantité  Y ù la  valeur  cherchée 
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de  y , il  suffira  de  subdiviser  les  différences  x,  — xa, 
x,  — x,,. . . en  éléments  infiniment  petits,  il  est  clair 
que  si  l’on  remplace  cette  valeur  par  Y,  l’erreur  commise 
en  plus  ou  en  moins  sera  représentée  (n°  461)  par  une  ex- 
pression de  la  forme  . 

ifc  wKt  (X  — x„)  : « 

cette  erreur  sera  dpnc  inférieure  à KHe , H désignant  la 
valeur  numérique  de  X — x0,  K l’exponentielle  el'H,  et  s 
une  moyenne  entre  les  nombres  eD,  déter- 

minée par  des  équations  de  la  forme 

ii«=  f\xm+  6(x„+, — x„),  y x*)]  f\xm,  y m). 

Cela  posé,  concevons  que  chacun  des  éléments  de  la  dif- 
férence X — xG  soit  renfermé  entre  les  limites  h h , h 
étant  une  quantité  positive.  Les  nombres  e„, 
ne  surpasseront  jamais  la  plus  grande  valeur  numérique 
que  puisse  recevoir  la  quantité 

f\x  dfc  Oh,  y ± ©A/i]  — f{x,  y), 

tandis  que  l’on  fait  varier  x etx  dr  Oh  entre  les  limites 
xu,  X;  y et  y dr.  0A h entre  les  limites  y0-,yo  — ®A a\ 
enfin  0 et  0 entre  les  limites  o et  i.  Donc,  si  l’on 
nomme  D cette  plus  grande  valeur,  e restera  toujours  in- 
férieur à D et  l’erreur  commise  an  produirKHD. 

Ajoutons,  i°  que  le  produit  Oh  devra  être  affecté  du 
signe  +011  du  signe — , suivant  que  la  différence  X — x0 
sera  positive  ou  négative;  2°  que  le  double  signe  placé, 
devant  le  produit  0A h devra  être  réduit  au  signe  + ou 
au  signe  — , suivant  que  la  quantité  a vérifiera  la  pre- 
mière ou  la  seconde  des  équations  ■' 

f(x.,-+-0a,  y„  4-  ©A a)  — M(o,  A), 
f (x„  4-6(7,  y„  — ©A a)  =r  M(o  — A). 
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168.  Il  est  très-facile  d’obtenir  un  nombre  plus  grand 
que  D quand,  pour  toutes  les  valeurs  des  variables  x,  y 
comprises  entre  leslimites  x0,x0-f-n,  y„ — A a,  y0+A  a, 

la  fonction  <p(.r,  y)  = — J ' reste  finie  et  continue 


aussi  bien  que  les  fonctions  f (x,  y ) et  y_  (x,  y).  Admet- 
tons en  effet  cette  supposition  et  désignons  par  B,  C deux 
nombres  égaux  ou  supérieurs  aux  pins  grandes  valeurs 
numériques  que  puissent  obtenir  les  fonctions  y(x,  y). 
X(x,  y),  tandis  que  x cl  y varient  entre  les  limites  dont 
il  s'agit.  La  dérivée  de  la  fonction 


f(x±0h,  y ±©AA)  — /{x,  y) 
par  rapport  à h,  savoir, 

± 0?(x  ± Oh,  y ± 0A/i)  ± 0A;k(*  ± Oh,  y rfc  ©A4), 

aura  évidemment  une  valeur  numérique  inférieure  à la 
somme  B -f-  AC , et  l’on  doit  en  dire  autaut  de  toute  ex- 
pression dans  laquelle  se  changerait  cette  dérivée  si  l’on 
y multipliait  le  nombre  h par  un  coefficient  plus  petit 
que  l’unité.  Or,  en  vertu  de  l’cquation 


rm), 

h 


1 fl*  i:  y ± ©A4) — /{x,  y)  , . , 

le  rapport  — — ^ est  égal  a une 

expression  de  cette  nature*,  donc  la  plus  grande  valeur 

numérique  de  ce  rapport  ou  la  fraction  ^ sera  inférieure 


elle-même  à la  somme  B -(-AC.  et  le  nombre  D ne  pourra 
pas  surpasser  le  produit  (B  *4-  AC) //.  On  trouvera  dès 
lors,  pour  limite  de  l’erreur  commise, '(B -f-  AC)K.H/i  ou 
(B  -f-  AC)Hcf:,Vt.  En  supposant  toujours  que  la  quan- 
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tité  a vérifie  l’une  des  deux  équations 

f(xa  H-  fia,  r o 4-  ©Aa)  = M (o,  A), 
f(xa  fia,  /„  — OA)  = M(o  — A), 

on  pourra  prendre  pour  B et  C les  plus  grandes  valeurs 
numériques  que  reçoiventles  fonctions  <p(x,  y)  et  x(x,y), 
taudis  qu’on  y fait  varier  x entre  les  limites  x,„  x0  -+-  a, 
et  y entre  les  limites  y„,  y0  -+-  A a,  ou  y0  et  ya  — A a. 

Si  la  fonction  <j.(x,  y)  devenait  infinie  pour  x = X„, 
la  quantité  B étant  alors  infinie,  on  ne  pourrait  plus,  à 
l’aide  de  l’expression  qui  précède,  évaluer  l’erreur  com- 
mise , "quelque  petite  que  fût  d'ailleurs  la  différence 
X — xa ; mais,  dans  ce  cas  même,  il  sera  ordinairement 
facile  de  déterminer  un  nombre  supérieur  à D,  par  la 
méthode  que  nous  allons  indiquer. 

Si,  après  avoir  remplacé  h par  t dans  l'expression 

±fi(p(x±fi A,  y ± ©AA)  ± OA^(x  dfcêA,  /±©AA), 

et  multiplié  cette  expression  par  dt , on  intègre  le  pro- 
duit entre  les  limites  t = o,  t = A,  l’intégrale  qui  en  ré- 
sultera, 

C A 

I [±0p(x±Üt,  y±QAt)±@Ax(x-±:0t,  y ±OAt]dt, 

1/  O 

sera  précisément  équivalente  à 

/(*  J ± ©AA)  —/(x,  y), 

9 et  0 étant  pris  avec  le  signe  -+-  ou  avec  le  signe  — , sui- 
vant que  l’une  ou  l’autre  des  conditions  dont  nous  avons 
déjà  parlé  sera  satisfaite.  Soient  maintenant  f(t)  la  fonc- 
tion comprise  sous  le  signe  f dans  l’intégrale  , et  T une 
autre  fonction  de  t qui  reste  constamment  positive  et  su- 
périeure à la  valeur  numérique  de  f(f)  entre  les  limites 
t=  o,  t = h.  Comme  entre  ces  limites  les  deux  binômes 
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T — f(/),  T+f(t)  conserveront  toujours  des  valeurs 
positives,  on  pourra  en  dire  autant  des  deux  intégrales 

fh[T  — fit)]dt=  fhTdt—  fh((t)dt, 

J O J O J O 

f ‘ [T  + *(')>*  = fhTdt- h fh((t )dt, 

%r  O J O O 

et  par  conséquent  l’expression  I f (t)dt  aura  une  valeur 

rk 

numérique  inférieure  à la  quantité  positive  J T dt\  il 
sera  donc  permis  de  substituer  au  nombre  D l’iqlégrale 

JT  (II,  et  la  recherche  de  ce  nombre  se  trouvera  ré- 

o « 

duite  à celle  de  la  fonction  T. 

1(39.  Lorsque,  pour  des  valeurs  des  variables  x,  y renfer- 
mées entre  les  limites  xa,  x -f-a,  ya — A a,  ya-{-Aa,  les 
deux  fonctions  f(x,  y'),  '/Xxi  j)  conservent  toujours  des 
* valeurs  finies  et  inférieures  aux  nombres  B et  C , la  va- 
leur numérique  de  f(/)  ne  surpasse  pas  la  somme  B-(- AC, 
et  en  substituant  cette  somme  à la  fonction  T,  on  réduit 

l’intégrale  / TW/  à l’expression  (B  -+-  AC)  h. 

Lorsque  cj>(x,  y ) devient  infinie  pour  x = x„,  la 
fonction  T ne  peut  plus  être  remplacée  par  la  somme 
B-f-AC,  ni  même  par  une  quantité  constante.  Supposons, 
par  exemple , 

/(*,  y)  = /.  (x,  y)  ■+■  (*  — xay/,(x,  y), 


u représentant  un  nombre  inférieur  à l’unité,  et  j\  (x,y), 
J\(x,y ) deux  fonctions  nouvelles  qui  conservent,  ainsi 
que  leurs  dérivées  du  premier  ordre , des  valeurs  finies 
pour  x = x„.  Soient  en  outre  f,  (x,  y),  y), 

/,(x,  y),  y, (x,  y)  les  dérivées  des  fonctions  fi  (x,  r), 
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y,  (Xf  y)  par  rapport  aux  (leux  variables  x,y,  et  A,.  A»; 
B,,  B,  ; C,,  C,  des  nombres  égaux  ou  supérieurs  aux  plus 
grandes  valeurs  numériques  que  ces  fonctions  ou  leurs 
dérivées  puissent  acquérir  entre  les  limites  x = x„, 
x = x„  -f-  a;  y = r0 — An,  y = y„  -4-  An  ; on  aura 

ç (x,  y)  ==  Ç,(x,  y)  + (x  — xaf^,(x,  y)+  — ^-r— — f,(x,  y)  , 

X (x,  y)  — Xi  (x,  y)-y(x  — x0Yx,  (x,  y), 

f(t)  = dzO?,(x±tt,  y±&At)±QA.x,(x±Qt,  ydb'^At) 

+ (x— Xodzfi/^fztSç ,(x±6r,  y±&\t)zk&Ax,(x±Ct,  y±BAt)] 

—, v-J' (x±it’ r±eXt)- 

(x— x„±  K)1 

11  reste  à trouver  une  fonction  T qui  demeure  constam- 
ment positive  et  supérieure  à la  valeur  numérique  de 
f(/),  tandis  que  l’on  fera  varier  t entre  lés  limites  o,  h ; 
6 et  0 entre  les  limites  o et  i,  x et  x 9l  entre  les  li- 
mites x„ , X ; eulin  y et  y ± 0A<  entre  les  limites 
yn  — A a , ya  A a ; en  plaçant  devant  le  nombre  0 le 

signe  qui  appartient  à la  dillërence  X — x„,  et  considé- 
rant par  conséquent  x — x„  et  ±.  Ot  comme  deux  quan- 
tités de  même  signe.  Or  il  est  facile  de  voir  qu'on  ob- 
tiendra une  fonction  de  t propre  à remplir  toutes  ces 
conditions  si  l’on  remplace  dans  la  valeur  de  f(t)  les  po- 
lynômes 

dtz  bp,  (x  ± Ot,  y ± HA/)  ± HA*;,  ( x ±6/,  y ± HA  t), 

± (■<?,(  x ± Ot,  y et  BA/j  =h  HA#,  (x  ± Ot,  y ± HA  t), 

par  les  deux  sommes  B,  + A,C,  B,  -(-  A,C;  la  fonction 
J,  {x±.0t,y  ±L<d\t)  par  A,  ; la  puissance  (x  — x„±:9/).« 
par  la  valeur  numérnpe  de  (X  — x0),u,  c’est-à-dire  par 

H'  ; enfin  le  rapport  ±. — — — par  l’expression 

(«*’  — ** 
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^ ',  à laquelle  on  peut  substituer  le  pro- 

duit p/**- 1 . En  conséquence,  on  pourra  prendre 
T = B,  + AC,  -h  (B,  + AC,)HV 
et  l’on  en  conclura 
rh 

/ Trff=[B,  -hAC.-f  (B,-)- AC.) H'*] A -+-  A.A*. 

J O 


Si  l’on  avait  supposé 

/(*>  y)  =/.  (■*>  r)  -M*  — x«)  U*  — *■>)/»  (x>  r)> 

on  aurait  trouvé 

$>(*,  .r)=P.(x,  r)+(*  — x.)l(x— x„)?>,(x,  y) 

H-  [ I -l-l(x  — x„))/,(x,  y), 
*(•»»  y)  — *•(*,  7) (x  — x0)  1 (x—xa)x,  (x,  j'), 

et  en  raisonnant  comme  ci-dessus,  on  serait  parvenu, 
pour  de  très-petites  valeurs  du  nombre  h , aux  équations 

T = B,  + AC,  -+-  (B,  + AC,) H/*  -+-  A,(l  -+■  1 A), 

j\dt=  [ B , AC,  -4-  (B,  + AC,) H ] A + A, A/A. 

Supposons  enlin 

/(x,  y)  = «/.  (x,  y)  + "/.(x,  y)  + «’/j(x,  r)  -+-  etc. , 

fi  (x»  jOt  /«  (*»  /a  (*»  j)i  • • • «tant  des  fonctions 
nouvelles  qui  conservent,  ainsi  que  leurs  dérivées  du 
premier  ordre,  des  valeurs  finies  pour  y — xn,  et  u , v, 
tv,. . . .,  désignant  des  fonctions  de  la  seule  variable  x. 
Si  l'on  représente  par  u,  v,  w les  plus  grandes  valeurs 
numériques  que  puissent  acquérir  u,  I»,  u- , entre  les  li- 
mites X = xc,  x=X;  par  f,  (f) , f,(z),  f,(/), ce 

que  deviennent  1/,  e,  w, . . . quand  on  y remplace  x par 
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x ±0t,  et  par  T,,  T,,  Ts, . . , . . des  fouctions  posi-  * 
tives  de  t qui , entre  les  limites  t — o,  t — h , surpassent 
constamment  les  valeurs  numériques  de  f,  (/),  f,  (t) , 
f,(t), . . on  trouvera,  eu  conservant  d'ailleurs  des  nota- 
tions semblables  à celles  dont  nous  avons  déjà  fait  usage, 

T= ( B,  -t-  AC,)U  -t-  ( B,  -+-  AC,)  V . .-t-A1T,-+-A,T,-f-..., 
et  par  suite  ■ • 

Jh Tdt=[(B,  -+-  AC.)  U -t-  (B,  -f-  AC,. . .)V]A 

-f-  Ai  r T A,  i "1 1dt  -f- . , . 

J o J O 

Si  l’on  fait  en  particulier 

“ = >’  = r*> 

i,  fi,  v étant  des  nombres  inférieurs  à l’unité,  on  aura 

J \<A=[(B1-HAC1)Hx+(B,-HAC,)Br..]A-HA1Ax-|-A1A>,H-... 

170.  Concevons  maintenant  qu’on  se  propose  de  calcu- 
ler la  valeur  dej^  correspondante  à x = X avec  un  degré 
donné  d’approximation,  par  exemple,  de  manière  que 
l’erreur  commise  soit  inférieuie  à une  unité  décimale  de 

l’ordre  m , c’est-à-dire  à f — j . Pour  y parvenir,  il  suf- 
fira d’attribuer  au  nombre  h une  valeur  telle  que  l’ex- 

• . / | \ « 

pression  K.HD  ne  surpasse  pas  J , et  par  conséquent 
telle  que  l’ort  ait 

c_CH 

D<fT^rS; 

puis  de  prendre  pour  éléments  de  la  dillerence  X — x0  des 
quantités  qui  soient  inférieures,  abstraction  faite  du  signe , 
T.  il.  77 
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à ce  même  nombre.  Dans  le  cas  où  il  sera  permis  de  sub- 
stituer au  nombre  D l’expression  (R-f-AC)/i,  on  vérifiera 

,,-CH 

l’inégalité  qui  précède,  eu  supposant  A < R + A£  — 

171.  Pour  fairemieux  comprendre  lesprincipes  que  nous 
venons  d’établir , appliquons-les à quelques  exemples;  et 
d’abord  supposons  que  la  variable  y doive  vérifier  l'é- 
quation différentielle 


dy  = cos- 


dx . 


<p(.r,  jr)  = x(x,  r)  = — isin- 


Commc  on  aura 
/(*>  /)  = cos— 5 — < 


il  est  clair  que  les  trois  fonctions 

* 

•/(■*»/)>  <p(*,  y),  *(•*»/)> 

resteront  finies  et  continues  pour  des  valeurs  quelconques 
des  variables  X,  y . De  plus , les  valeurs  numériques  de 
la  fonction  f(x,  y)  et  de  ses  dérivées  étant  toujours 
égales  ou  inférieures  aux  deux  nombres  1 et  j , on  pourra 
prendre  A = 1 , B = C = j , quelles  que  soient  d'ail- 
leurs les  quantités  représentées  par  x0,  X et  ya.  Cela 

posé,  on  conclura  que,  pour  réduire  au-dessous  de  1 ^ 

l'erreur  commise  dans  le  calcul  d’une  valeur  particulière 
de  y,  il  suffira  de  choisir  h de  manière  que  l’on  ail 

H 

n — 

h<- 


5 c"* 


' 2(io)*H 

Concevons,  pour  fixer  les  idées,  qu'on  assujettisse  la 
variable à s’évanouir  avec  x,  et  que  l’on  veuille  obte- 
nir, à un  dixième  près,  la  valeur  de  y correspondante  à 


# 
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x = 1 , on  aura  dans  ce  cas 

m = I , x„  = o,  jra  = O,  X = 1 , X — xa  = H = I , 
h <C.  r ('*>’]  1828. . .)  — * = 0,2046..., 

et  l’on  pourra  affirmer  que  l’erreur  commise  sera  infé-  , , 
rieure  à ^ si  chacun  des  éléments  de  la  différence  X — x. 
est  inférieure  à o,  2046. . . . Cette  condition  sera  remplie 
si  l’on  partage  X — x„  = 1 en  cinq  cléments  dont  cha- 
cun soit  égal  à 0,2.  Faisons , en  conséquence, 

^■1  — — 0,2,  Xt  0,4,  XJ  — 0,6,  JTj  - — O,  8,  . , . J 

les  formules  établies  ci-dessus  nous  donneront 


y%  = 0,2  -t-o,2cos(5®,  09)  =0,399..., 

T3=  0,399...— I-o, 2cos(io°,  1 7)=  o,5g6..., 

fi  = o,5g6  ,.-f-o,2cos(i5°,23)=  0,791..., 
Y =0,791... -+-o,acos(2o°,25)=o, 980. 


— ' —0,08  =(0,0509...)^, 

g — = o,  1 5g8  =(o,  1 01 7...)  - , 

— T 'ri  =o,23g3..  = (o,i5a3..  ) - , 
o 2 

-AI^-ZA  — 0)3i8t...  = (o,aoa5...)- , 

mi 


Donc  la  valeur  cherchée  de  y différera  très-peu  du  nom- 
bre 0,980. . . .,  et  si  on  la  suppose  égale  à ce  nombre, 
1 erreur  commise  sera  au-dessous  d’un  dixième.  Il  est  fa- 
cile de  vérifier  cette  conclusion.  En  effet , • on  tire  de  l’é- 
quation dy  = cos— 


, , , x -+-  y rlx  10 

dy  4-  dx  = a cos1 — dx,  — = • 


10  '5  x -j-  y 

cos1  - 


puis,  en  intégrant  les  deux  membres  de  manière  que  > 

27.. 
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s’évanouisse  avecx, 


y — tane*  +— -,  y = — x -4-  loarctang^. 
5 i o 3 


Si  maintenant  ou  pose  x = i , on  trouvera 


•r  s 

y = io arc tangi  — i = o,g73<)5a. . . 

,1  • *t«'  ■ < '»'  •• 

Par  conséquent,  l’erreur  que  l’on  commettrait  en  pre- 
nant 0,980...  pour  valeur  approchée  de  y serait  infé- 

. *\  \ . . . 

ricure  h — et-  meme  a . 

10  100 

Si  l’on  considère  l’équation 


- ■ >1  ■ -..-f 


rfr=- 


dx 


/(x»  y)  = 


on  aura 

♦ V*  * 

• >-  « 

*>(*.  ?)—  (,  +i‘+/)’’ 

* v _ 

V 


* 

w 


X(x,  y)  (, 

. 1 2X 

Or  les  valeurs  maxima  des  rapports  ( - - 

3l/3 

étant  représentées  par  les  deux  nombres  1 et — g—,  il  est 

clair  que  ces  deux  nombres  seront  toujours  supérieure,  le 
premier  à la  valeur  numérique  de  la  fonction  f (.r,  y), 
le  second  aux  valeurs  numériques  des  deux  fonctions  dé- 
rivées <f(.r,  y),  x(x,  y)-,  on  pourra  donc  prendre 


3\/3 

B — C = - , B-1-AC=  . -, 


3l/3 

'8  ’ 


iptelles  que  Soient  d'ailleurs  les  Quantités  xQ,  X et  ytf  011 
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en  conclura  que,  pour  réduire  au-dessous  de  l'erreur 

commise  dans  le  calcul  d’une  valeur  particulière  de  y, 
il  suffira  de  choisir  A de  manière  à vérifier  la  formule 


dx 


y' 


est 


On  doit  remarquer  que  l'équation  dy  — — - 

du  nombre  de  celles  que  l’on  ne  sait  pas  intégrer  par  des 
méthodes  rigoureuses. 

Considérons  encore  l'équation  dilféreutielle 

dy  = tang(jr*  -+-  y')dx,  , 

et  supposons  que  la  fonction^  doive  s’évanouir  avec  x : 
on  [joui  ra , par  la  méthode  qui  précède , calculer  les  va- 
leurs particulières  de  y qui  correspondent  à des  valeurs 
de  x renfermées  entre  les  limites 

l 

y o — — o,  Y = ± o, 7519.  • 

Par  suite,  les  valeurs  numériques  des  deux  fondions 

0 (x,  y)  — 2j:[  i 4-  tang'(x*  4-  r')]. 
et  • 

*(■*>  X)  — vl'  tang ’(x’  4-  /*)] 

ne  surpasseront  pas  les  nombres 

B = 3,1157,...,  et  C = a, 3847-.- 

Cela  posé , on  conclura  que  l’erreur  commise  dans  le  cal- 
cul d’une  valeur  particulière  de  y sera  inférieure  à 


« V 


1 si  I on 


prend 


A <^o,aoa3...e_1'3,,‘7,“M 

( 1 o)"1  H 
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Considérons  enfin  l'équation  difiérentielle 

dy  — (xi  y^Xix, 

et  supposons  que,  la  fonction  j-  devant  se  réduire  à l’unité 
pour  x — o , on  veuille  calculer  les  valeurs  de  y cor- 
respondantes à des  valeurs  positives  de  x.  Dans  cette  hy- 
pothèse, la  formule 

/(x„  -+-  6a,  ya  -4-  ©A a)  = M(o,  A) 

' donnera 

6a>  -f-  (1  -H  ©An)*  = M(o,  A), 

et  l’on  y satisfera  quel  que  soit  A,  pourvu  que  l’on  déter- 
mine la  quantité  positive  a par  le  moyen  de  l’équation 

<j!+-  (i-f-Aa)’  =■  A. 

Cette  condition  étant  remplie,  il  est  clair  que  si  l’on 
prend  X = a ou  X<n,  la  valeur  de  j"  correspondante  à 
x = X se  trouvera  comprise  entre  les  limites  i,  i An 

et  la  valeur  de  la  fonction  x(x’  j)  = — 7=  entre  Ie® 

îl/r 

limites  o et  j.  Cela  posé,  les  quantités  désignées  par  B, , 
Ci,  B, , C,  dans  la  formule 

* r~CH 

[B,  -+-AC,  + (B,  -+-  AC,)H.“]A-t-  AA/‘<~— 

(,0rH 

se  réduiront  à 

B,  ~ o,  C,  — - y,  B,  — o,  C,  — o. 


et  l'on  tirera  de  cette  formule 


\h  + A*.< 


(ioV-AH’ 
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ou  , ce  qui  revient  au  même , 


4*3 


(A*  + »)*  < 


ae 


i H 


(io)*AH 


et  par  suite 


T * 

(io)"AH  ' J 

ae—  r ie~ lH  "ji 

< * + (io)"AH  ” *L(io)-AH  + ‘ J ' 


, ^ r ae-+H 

/O  4-  I < ,—^T^  + I 

L ( i o 


-in 

(«oT 

Si,  pour  fixer  les  idées,  ou  suppose  a ,=  X = H,  l’é- 
quation 

a*  ■+■  (i  -f-  Aa)i  = A 

deviendra 

H*  -f-  (i  -f-  AH)*—  A, 

OU 

[(t  -4-  AH)*  — |H]i  = I + H<  - J-H', 


et  l’on  en  conclura,  en  extrayant  les  racines  positives 
des  deux  membres , 

(i  -f-  AH)*  — -jH  = [ i -H  H*  — * jH*]*, 

A = i-H  + H*  + (i  + Hl  - iH>)*; 

à l’aide  de  cette  valeur  de  A , on  obtiendra  la  condition 
à laquelle  il  suffit  d’assujettir  le  nombre  h pour  que  l’er- 
reur commise  sur  la  valeur  de  y correspondante  à 
x = X s=  Hne  dépasse  pas  (— )m. 

172.  La  méthode  que  nous  venons  d’exposer  a l’avantage 
de  démontrer  que  y„  converge  vers  une  limite  fixe  lorsque 
x croit  indéfiniment,  et  qu’il  y a une  fonction  y qui  sa- 
tisfait à l’équation  différentielle.  Si  l’on  admettait  à 
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priori  que  la  fonction  y existe,  l'erreur  commise  peut 
être  réduite  à moitié.  En  effet,  la  valeur  de  y correspon- 
dant à J'„+i  peut  être  mise  sous  la  forme 

y*+,  = x « +/(Jn.  y») h +/'(*.  + M,  y.dhBA/i)^  ; 

or  la  valeur  approchée  de  y , d’après  la  méthode,  est 
donnée  par  l’équation 

y *+ 1 — y » y*) 


Ainsi  la  seule  sous-division  à l’infini  de  la  différence 
jr„+,  — xn  fait  varier  yn  de  la  quantité 

/'(x  L/l,  y ± LAJi)  ~ , 
h* 

qui  est  iuférieure  à (B  -f-  AC)  — ; c’est  la  moitié  de  ce 

qu’on  avait  adopté  par  la  marche  précédente;  ou  peut 
doue  poser  en  général , en  désignant  l’erreur  par  e , 


, b + ac  rii  ± .«)•  - « 

' 2 L c 

173.  On  peut,  à l’aide  d’autres  méthodes,  effectuer,  par 
approximation,  l’intégration  des  équations  différentielles 
du  premier  ordre.  Ces  nouvelles  méthodes  méritent 
même  la  préférence,  parce  qu’elles  resserrent  les  limites 
entre  lesquelles  les  valeurs  des  inconnues  se  trouvent 
comprises.  Concevons  toujours  que,  la  fonction  y étant 
assujettie,  i°  à vérilier  l’équation  différentielle 

ily  — f[x,  y)d. r; 

2U  à prendre  la  valeur  particulière  yn  pour  x — X„, 
on  demande  une  autre  valeur  particulière  de  y,  savoir, 
celle  qui  correspond  à x — X.  Supposons  d’ailleurs  que 
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X soit  renfermé  entre  les  limites  x„ , xu  <i  \ enfin 
désignons  par  y = F (x)  la  fonction  inconnue  de  x 
propre  à remplir  les  deux  conditions  ci-dessus  énoncées. 
Cette  fonction,  ainsi  qu’on  l’a  déjà  remarqué,  croîtra 
ou  décroîtra  toujours  depuis  x — x„  jusqu’à  x = X sans 
pouvoir  dépasser  la  limite  y0  -+-  An,  ou  yQ  — A a.  De 
plus,  comme  on  aura 

d F (x)  — f [x,  F (x)  ] dx, 

on  en  conclura,  en  intégrant, 

F(X)-F(x0)  = fV [x,  F(x)]rfx. 

L’intégçale  du  second  membre  est  équivalente  à la  diffé- 
rence X — x0  multipliée  par  une  movenue  entre  les  diver- 
ses valeurs  que  reçoit  la  fonction  f[x , F(x)] , tandis  que 
l’on  fait  varier  x entre  les  limites  xu,  X,  ou,  ce  qui  revient 
au  même,  par 'une  moyenne  entre  les  diverses  valeurs 
que  reçoit  la  fonction  f (x,  y),  tandis  que  l’on  fait  va- 
rier x entre  les  limites  x0,  X,  et  y entre  les-  limites 
F(x„),  F (X);  comme  cette  moyenne  peut  être  repré- 
sentée par  une  expression  de  la  forme 

/[*„  -f- 1 (X  - x0);  F (x„)  -H  0[F(X)-  F(x„)] , 

G et  0 désignant  deux  nombres  inférieurs  à l imité,  on 
aura  , en  écrivant  yD  au  lieu  de  F(xc), 

F(X)-Jo=  (X-x0)/{x0-i-S(X-x0),  v„+  ü[F (X) — F (x„)  } . 

Cette  équation , sans  donner  lu  valeur  exacte  de  la  quan- 
tité inconnue  F(X),  fournil  le  moyen  de  substituer  aux 
limites  y„  ±.  A «,  d’autres  limites  souvent  très-rap- 
procliées  entre  lesquelles  cette  quantité  se  trouve  com- 
prise. Admettons,  par  exemple,  que  la  fonction  F(.r) 
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étant  assujettie , i°à  vérifier  l'équation  différentielle 


2U  à s’évanouir  avec  x;  ou  demande  la  valeur  de  F (a.') 
correspondante  à x ==  t : on  aura 

r î ■+■  ©F(t)-i 

F(t)  = COS[ J. 

Les  nombres  9 et  0 devant  rester  compris  entre  les  li- 
mites o et  i , on  reconnaîtra  facilement  que  la  valeur  de 
F(i)  est  positive,  qu’elle  diminue  tandis  que  l’on  fait 
croître  les  nombres  6 et  0,  enfin  qu’elle  est  comprise 
•entre  les  valeurs  de  Y fournies  par  les  équations 

Y = coso,  Y = cos 

La  première  de  ces  équations  donne  immédiatement 

F(.)  - 

quant  à la  seconde,  on  la  résoudra  facilement,  et  l’on 
trouvera 

Y = 0,926. 

La  demi-somme  de  ces  quantités,  savoir  0,963.  . . , est 
donc,  à moins  d’un  dixième,  la  valeur  cherchée  de  l’in- 
connue F (1). 

Si  dans  le  calcul  de  F (X)  on  veut  augmenter  le  degré 
de  l’approximation , il  suQira  de  substituer  à l’équation 

F (X) — y o=(X — *a)f{  *0+  6 (X— r'0),  /.+  e[F(X)-F(*0)]} 

un  système  d’équations  de  même  forme.  Entrons  à ce 
sujet  dans  quelques  détails. 

Si  l’on  désigne  par  x,,  j„. . .,  , n — 1 valeurs 

différentes  comprises  entre  les  limites  xa,  X,  on  tirera 
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successivement  de  l’équation  ii¥(x)  = J [x,  F (x)  ] dx , 

F (x,  ) — jra  = (x,  — x„)f  { x„  ■+■  6„(x,  — x„),  ;-0  + e0[F(x,)  — /«] } , 

F(x.)  — Ffr.)  = (x,  — x,)f  { x,  + 0,  (x,  — x,),  F (x,)  + ©,  [F  (x.)  — F (x,)]J , 


F (X)-F(x„_I)  = (X-x._1)y{x._1-t-5,_,(X-x._1),F(x^I)-+-^l[F(X)-F(x._,)j)  - . 

En  raisonnant  sur  la  première  de  ces  équalions  comme 
on  l’a  fait  sur  l’équation 

F(X)  -ya  = (X  - x.)/  {x.  + 6 (X  - x„),  Xo  + ©[F  (X)  - F(x0)]}, 

on  obtiendra  facilement  deux  limites  entre  lesquelles  sera 
renfermée  la  quantité  F (x,);  ces  limites  obtenues,  on 
tirera  de  la  seconde  des  équations,  de  nouvelles  limites 
qui  comprendront  entre  elles  la  quantité  F(x,),  et,  conti- 
nuant de  la  même  manière,  on  finira  par  déduire  de  la 
dernière  équation  deux  limites  de  la  quantité  cherchée 

F(X). 

Si  l'on  applique  celle  méthode  générale  à l'exemple 
déjà  cité,  et  que  l’on  partage  la  différence  X — xQ  = i 
en  cinq  éléments  dont  chacun  soit  égal  à 0,2,  on  aura 


F (0,2 


1)  — 0, 2. cos 


o,2eo  -t-0oF  (0,2) 


]■ 


F(o,6)  — F (0,4)  = o,  2.  cos  | 


I- 


0,4  -4- F (o,4)  + 0,29,  -hO,[F(o,6)  — F(n,4)] 

5 

Fi (0,8)  — F (0,6)  = o,2.cos{  ^.+1(0,6)4-0,263  +03[F(o,8)-F(o!6)]j> 
F( . ) — F (0,8)=  o, 2. cos | ?^±F(?>8)+°,a-e4+et[F(t)  -F(o,8)]  j _ 


Comme  les  nombres  0, , 6„ . . . , 0,,  0„ . . . . sont  tous  in- 
férieurs à l’unité,  on  s’assurera  facilement  que  les  valeurs 
des  quantités  F(o,2),  F(o,4),  F(o,6),  F(o,8),  F(i), 
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fournies  par  les  équations  qui  précèdent  sont  renfermées 
entre  les  valeurs  de/,,  /,,  y,,  y4,  Y,  données  par  les 
deux  systèmes  d’équations 


y,  = o,3.cos(o,2). 


, 0,3 -KrA 

X,  = 0,2. COS ( j: j , 


f 0,2  4-7  A fo,£-hr>\ 

V,— /t  = 0,3.cos^ g j,  y,  y,  —0, 2. COS  ( — — ~ I, 

/o,4  +y,\  /o,6-f-y3\ 

, = 0,2.COS^ g J,  I I— y, ^=0,2. COS [ — I , 


/J— r 


/0,6-+-y3\  „ /0,8-t-yA 

y*— y 3=0,3.COS^ g J,  7,— 7i  =0,2.  COS; , 

Y — y4  = o,2.cos^ g j,  Y— y4  = 0,2. cos;  — - j. 

On  tirera  successivement  du  premier  système 

Xi  — 0,2,  y,  = 0,39936,  75  = 0,59681, 

y4  = 0,791 10,  Y = 0,98106; 

du  second 

yt  = 0,19936,  y,  = 0,39682,  73  = 0,59117, 

74  = 0,78125,  Y =0,96598. 

Si  l’on  prend  la  demi-somme  des  nombres  0,98106  et 
0,96598,  savoir  0,9735  pour  valeur  de  l’inconnue  F(i), 
l’erreur  commise  sera  inférieure  à la  demi-différence 

0,98106 — 0,96598 ^ 

3 ’ 

174.  Reprenons  encore  l’équation 
dX  = /(*>  X )•**> 

et  supposons  que  la  fonction  J(x,  /)  croisse  ou  dé- 
croisse constamment , tandis  qu’en  attribuant  à x une  va- 
leur fixe  comprise  entre  les  limites  x„ , X,  on  fait  varier 
y depuis/  =/D  jusqu’à  / =/„  4-  An. 
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Désignons  d’ailleurs  par  F(x,  y)  -+-  C la  valeur  de 
l'intégrale  indéfinie  / /(x,  y)  dx , dans  laquelle  la  va- 
riable y est  considérée  comme  constante  : observons  en- 
fin que  , dans  le  cas  où  trois  fonctions  de  X représentées 
par  u,  c,  sv , vérifieront  les  conditions  v>  u et 
pour  toutes  les  valeurs  de  x comprises  entre  les  limites 
x — jr0,  x — X;  la  seconde  des  trois  intégrales  ftidx, 
fvdx , fwdx  obtient  une  valeur  moyenne  entre  celles 
de  k première  et  de  la  troisième.  Comme  entre  les  li- 
mites dont  il  s’agit,  la  fonction  f \x , 1'  ( x ) ] resta  con- 
stamment inférieure  à l’une  des  expressions 

/[x,F(X)].  /'[x,F(x0)], 

et  constamment  supérieure  à l’autre,  l’intégrale 

/ X/[x,  F(x)<ir 

J x0 

aura  uue  valeur  moyenne  entre  celles  des  expressions 

/ V [x,  F (X)]dx  = F[\,  F(X)]  - ^[x.,  F(X )], 

F (xô) ] dx  = /■’[  X,  F(x0)}  - F[tq,  F (x„)  ], 

J* O 

d’où  il  résulte  qu’elle  pourra  être  représentée  par  une 
autre  expression  de  la  forme 

jy{x,  F(x„)  -t- &[F(X)-F(x„)]}  dx 
= X,  F (x„)  (i  [F  (X) — F (x„)] } — x0,  F(x»)4-©[F(X)  — F(x„)]  } . 

Donc,  l’équation 

F(X)  — /„  = (X  — x0)/  jï0  ■+*  ®(X  —x.),  Xo  + ®[F(X)  ya  1} 

pourra  être  remplacée  parla  suivante 
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F(X)— *F.(*,)  = F{X,  F(xo)+0[F(X)-F(xo)]} 
-F{x„,  F(xo)4-0[F(X)-F(xo)]}  ; 

on  trouverait  de  môme 

ÎF(xt) — F (x„) = F { x„  F (x.)  -+-  0.  [ F<x.) — F (x„)] } 

— F { x„,  F (x0)  ~h  0,  [ F (x,  ) — F (xB)]  f , 

• 

F (X)  — F(x«_j)  = F{  X,  F(x_,) + Q„_,[F  (Xj  -F(x„_,)]  } 

— F’{x„_I(  F(x._,)-f-0«_,[F(X) — F(x„_,)]J  . . 

à l’aide  de  ces  équations  on  déterminera  des  limites  sou- 
vent très-rapprochées  entre  lesquelles  la  valeur  de  F(X) 
se  trouvera  comprise.  Concevons , pour  fixer  les  idées , 
que  l’on  considère  de  nouveau  l'équation 

dy  = cos(— 

on  aura,  dans  ce  cas, 

/(•*>  y)  = cosfJ-^-J-), 
fcos(^Jiy  = 5sin(^^)  + C; 

on  pourra  prendre  en  conséquence 

F(x,  y)  = 5sin  (j ~|r  -X  ), 
et  l’on  aura,  en  vertu  de  l’équation  («), 


43o 

(«) 


F(i)  = 5sin 


t -H  ©F(i) 
5 


— 5sin 


0F(i) 
5 * 


ou  , ce  qui  revient  au  même , 

F(i)  = îo  sin^  cos 


i -+-  2©F(i) 
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Or,  le  nombre  H devant  toujours  rester  inférieur  à l’u- 
nité , on  reconnaîtra  .facilement  que  la  valeur  de  F(i) , 
déterminée  par  l'équatiou  qui  précède,  diminue  à mesure 
que  ce  nombre  augmente  et  demeure  comprise  entre  les 
valeurs  de  Y fournies  parles  équations 


■ osin 


. , / 1 H-  aY\ 

£111-!“  ens , 


17,  Y = sinfycosl 


c’est-à-dire  entre  les  quantités  0,9984,. . . , et  0,9564,-.. 

Si  l’on  prend  la  demi-somme  de  ces  deuyf  quanti  tés,  sa- 
voir 0,977  pour  valeur  de  l’inconnue  F(i),  l'erreur 
commise  sera  inférieure  à la  demi-différence 

, o,q()8  — o,q56 

— — — — — = 0,0a  1 . 

2 

Si,  au  lieu  de  calculer  directement  F(X)  ouF(i)  par 
une  seule  équation  , on  voulait  passer  par  les  valeurs  in- 
termédiaires F(o, 2),  F (o,4), , on  aurait  tiré  des 

équations  (b) 

, . , , ro,2+*©.F(o,în 

F(o,t)=  iosm(o,oa)cos  I — |, 

, 5o,6-4-2F(o,2)-4-30,[F(o,4)  — F(o,a)]j 

F(o,^)— F(o,a)=  iosm(o,o2)cos  I — J . 

, 5 1 -t-aF(o,4)-f-20.[F(o,6)  — F(o,4)]( 

F (o,6) — F(o,4)=  iosin(o,o2)cos  j — — j , 

o,  1—  / c\  • / , (.1 ,4 -t- aF (0,6) -f- 203[Ffo3)  — F (o,4)] j 

F(o,8)  — F (0,6)=  losm (0,02) cos  J — — - — 1 — — s 


F(i)  — F(o,8)=  io»n(o,o2)cos  j - 


,8+  2F(q,8)  + 2Q4[F  ( 1 ) — F(o,8)] 
10 


r 

!■ 


On  s’assurera  facilement  que  les  valeurs  de  • 

. F (0,2),  F(o,4),  F(o,6),  F(o,8),  F(.),- 
déterminées  par  ces  équations , croissent  tandis  que  les 
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nombres  0O,  0,,  0f,  0,,  04,  diminuent  et  se  trouvent, 
par  suite,  compris  "entre  les  valeurs  de  yx,  y,,  yz,  yx, 

Y,  fournies  par  les  deux  systèmes  d’équations 

/.=  iosin(o,02)coso,oa),  y,  = iosin(o,o2)  cos  (0,02  + 0, 2/,), 

y, — y,  = iosin(o,o2)cos(o,o6  + 0,2 y,),  y, — /,=  10510(0,02)005(0,06+0,2/,), 
/3  — y j — 1 °sin  (0,02)  cos(o,  1 o + 0,2/,),  y3  — y,  — 1 o sin(o,o?)  cos(o,  1 o + 0,2/3) , 
/«— ’ yi=  tosin (0,02) cos(o,i 4 + 0,2/3),  Xi  — y 3 = «osin (0,02)005(0,14+0,2/4), 
Y — /4=  iosin(o, 02)005(0,18  + 0,2/4),  Y — y4  = iosin(o, 02)005(0,18  + 0, 2Y1. 

Le  premier  système  donne 

y,  = 0,19994,...,  /,  3=  0,39892,.  /3=r  0,59568...., 

/4  = 0,78899,  — , Y = 0,97765,...  ; . 

. le  second 

/,.=  0,19962,...,  /,  = 0,39766,...,  /}  = 0,59289,..., 

Xi  = 0,78413,...,  Y = 0,97029,..., 

* - 

et  en  prenant  la  demi-somme  des  valeurs  de  Y , on  ob- 
tiendra, pour  valeur  approchée  de  F(i),  le  nombre 
0,9739,...,  avec  la  certitude  que  l’erreur  11e  surpassera 
pas  la  demi-différence 

0^66^0*7029  = 36 

2 

L’emploi  des  nouvelles  formules  a notablement  dimi- 
nué les  limites  des  erreurs  commises.  En  effet , celte  li- 
mite, qui  était  d’abord  , a été  successivement  réduite  à 
0,008,  o,oo36. . . 

Pour  montrer  une  nouvelle  application  des  dernières 
formules,  considérons  l’équation  différentielle 

dy  — (*■•  + /*)  dx, 

et  supposons  que.  l’inconnue  y — F (.r)  étant  assujettie  à 
s’évanouir  avec  x,  011  demande  la  valeur  de  y corres- 
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pondante  à x ='r.  Comme  la  fonction  dérivée 

dy  , , 

^ + y"  = *’  + [ Ff»]* 

sera  positive  tant  qu’elle  conservera  une  valeur  réelle, 
on  peut  assurer  que  la  fonction  F (.r)  sera  toujours  crois- 
sante avec  x.  De  plus,  il  est  clair  que  si  l’on  fait  croître 
y sans  faire  varier  x , la  fonction  -+•  y*  croîtra  elle- 
même.  Cela  posé,  l’équation  (a)  donnera 

F(O=*i  + [0F(.)l*V 
ou,  ce  qui  revient  au  même, 


{[0F(t)]r  — i0}>  = i©  -f-X0.; 
puis,  en  extrayant  les  racines  positives  des  deux  membres, 
et  observant  que  la  quantité  y/'  — I-  | 0,  supérieure  à 
j 0,  ne  peut  devenir  égale  à \ 0 — [0F(i)]{,  on  trouvera 


[0F(i)]i 


Or,  le  nombre  0 devant  être  compris  entre  les  limites 
o et  i,  la  valeur  de  F(i)  déduite  de  l’équaüon  qui  pré- 
cède, restera  elle-même  comprise  cnlre  J es  limites  cor- 
respondantes 


* = o,666  et 


6 


Pour  resserrer  les  limites  de  F(i),  il  suffira  de  substi- 
tuer les  équations  (b)  à l’équation  (a).  Si , pour  fixer  Jfes 
idées,  on  partage  la  différence  X — = i en  io  élé- 

ments dont  chacun  soit  égal  à o,i  , on  tirera  des  équa- 
tions ( b ) les  valeurs  des  quantités 

ff0»1)»  F(o,g),  F(i), 

T.  ii.  , 28 


« 
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et  l’on  reconnaîtra  facilement  qu'elles  sont  comprises 
entre  les  valeurs  de  y,,  y . . , yt,  Y,  fournies  par  les 
deux  systèmes 

r«—  !(«*•)*>  r.— — f lK»)*  w-  («»')*]  -+-  o,  1 v'ÿt 

Y — Xg  — j[«  — (°>9)1  ] + °»|V/y9> 

% = o,oo5 -+-  l[(o,  |)1]  -+-o,i\/«',oo25  -h  7(0,1), 

y,  = o,oo5-+-7[(o,a)'  — (o,1)*] 

-f-O,  lVo,0025+/,  -+-t[(«,2)ï—  (0,1)'  j, 

Y — /9  = o,oo54-}[i  — (0.9)*] 

+ 0,  i\/o,oo25-f-/3  4-}[i  —(0,9)’  ], 


ou , ce  qui  revient  au  môme,  entre  les  valeurs 


y.  — <*,oaio8, 
y s — 0,36624  , 

J#  = °>99'"5» 

et 

y,  — 0,0443, 
= 0,46041 , 

r,  = 


y,  = 0,07413, 
yt  = 0,60089, 

Y = 1,18879, 

y,  = 0,17368, 
y6  = 0,61275, 

Y = 1,37687. 


Ji  = 0,15127  , 
yn  = 0,65226, 


yi  = 0,20935, 

y 7 = 0,78176, 


y*  = 0,14297, 
y,  = 0,80961, 


yt  = o,3®55i , 
y g = 0,96667, 


Si  l’on  prend  pour  valeur  approchée  de  F(i)  la  demi- 
somme  entre  les  valeurs  précédentes  de  y,  savoir, 
1,28.  ..,  l’erreur  commise  sera  inférieure  à la  demi- 
différence  0,09.  Ainsi  l’emploi  des  équations  (/>)  avec 
la  division  de  la  différence  X — x0  en  dix  éléments  a 
suffi  pour  déterminer,  à moins  d’un  dixième  près,  l’une 
des  intégrales  particulières  de  l’équation 

, , 

dy  = (xi  4-  y')dx, 


dont  l'intégrale  générale  en  termes  finis  ne  peut  se 
déduire  d’aucune  des  méthodes  connues. 
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Revue  de  toutes  les  intégrales  particulières  ou  singulières  qui  peuvent 
appartenir  a une  équation  différentielle  du  premier  ordre.  — Pro- 
priétés de  quelques-unes  de  ccs  intégrales 


170.  Toutes  les  fois  que  les  deux  fonctions  f (x,  y)  et 
X(x->  j)  — Dr  / (*,  j)  restent  finies  et  continues  dans 
le  voisinage  des  valeurs  particulières  x — x0,  y =y„, 
les  méthodes  exposées  dans  les  précédentes  leçons  four- 
nissent une  valeur  de  y en  x , savoir,  y = F(:r),  la- 
quelle étant  fonction  continue  de  x,  au  moins  entre  cer- 
taines limites,  l’une  inférieure  , l’autre  supérieure  à x„  , 
satisfait  à la  double  condition  de  vérifier  l’équation  dif- 
férentielle dy  = f(x,  y)dx,  et  de  se  réduire  à y„  pour 
x = x„.  Cette  valeur  de  y est  une  intégrale  particulière 
de  l’équation  proposée  et  elle  est  de  plus,  dans  l’hypo- 
thèse admise,  la  seule  fonction  continue  de  x qui  puisse 
remplir  à la  fois  les  deux  conditions  énoncées.  Effective- 
ment, si  une  autr*  fonction  F (x)  -f-  <f(x)  jouissait  des 
mêmes  propriétés,  on  aurait  non-seulement 

F'(*)  = f[x,  F (x)  ],  F(xü)  = .ro, 

mais  encore  F (xQ)  -+-  ?(x0)  =y0,  <p(x0)  = o, 

F'  (x)  + <p'  (x)  = /[x,  F (*)  -+-  p (x)] 

= /[x,  F (jt)]  + ç(x)  z [x,  F,»  4-  0$  (.rjj , 

28.  . 


+ 
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ô désignant  un  nombre  inférieur  à l'unité,  et  par  suite 


1 = F (x) + ®?(x)]>  = °- 

D’ailleurs,  si  après  avoir  posé  x = x0  -+■  i on  attribue  à 
la  quantité  t’une  valeur  infiniment  petite,  ou,  ce  qui  re- 
vient au  même,  si  l’on  fait  converger  x vers  la  limite  xn, 

, „ . <P  (xl  c(*o  + I)  f ■ , . 

la  traction  — r—  = -77 A bmra  par  obtenir,  comme 

p(x)  <p'(x„-4 -')  1 

son  numérateur,  des  valeurs  sensiblement  nulles,  tan- 
dis que  la  fonction  ^{x,  F (x)  -+•  convergera  vers 

la  limite  )r(x0  1 Jro):>  ou  aurait  donc 

t — - ® Xu\ro,  (ïn), 

OU 

X (*•»  Xo)  = », 

ce  qui  ne  saurait  s’accorder  avec  l’hypothèse  admise. 

17*7.  Ou  peut  cependant,  même  dans  cette  hypothèse, 
concevoir  diverses  fonctions  de  .r  qui,  étant  également 
propres  à remplir  les  conditions  énoncées,  coïncident 
dans  le  voisinage  de  la  valeur  particulière  x = x„,  et  di- 
vergent pour  certaines  valeurs  de  x sensiblement  diffé- 
rentes de  x„.  Î1  peut  même  arriver  que  plusieurs  de  ces 
fonctions  restent  continues  pour  toutes  les  valeurs  de  x. 
Ainsi , par  exemple,  si  l’on  assujettit  la  variable  y,  1“  à vé- 
rifier l’équation  différentielle  (x-+-i)*/y — (<y-t-i)//x=o  ; 
■j°  à s’évanouir  avecx  , les  deux  fonctions  continues 

X = x,  y = j[x  — 1 + \/{x  -t-  i)’] 

satisferont  l’une  et  l’autre  aux  conditions  prescrites. 
Comme  le  radical  K (x  -f-  t)1  est  censé  représenter,  dans 
tous  les  cas,  une  quantité  positive,  il  est  clair  que  la  se- 
conde valeur  de  y coïncide  avec  la  première  tant  que  l’on 
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suppose  x -|-  1 positif,  et  se  réduit  à y = — 1 dans  le 
cas  où  x -+-  1 devient  négatif. 

Lorsqu’on  permet  à la  variable  y,  considérée  comme 
fonction  de  x,  de  varier  d’une  manière  brusque  pour  cer- 
taines valeurs  de  x , il  devient  facile  de  la  faire  coïncider 
successivement  avec  plusieurs  intégrales  particulières. 
Soient  en  effet 

« 

y — F„(x),  y — F„  (x),  . . , y — F.  (x), 

plusieurs  intégrales  de  cette  espèce.  Si  l’on  veut  que  y 
coïncide  avec  la  première  de  ces  intégrales,  depuis 
x — — 00  jusqu’à  x — x,  ; avec  la  seconde  depuis  x = x, 
jusqu’à  x — x, entin  avec  la  dernière,  depuis 
x — xm  jusqu’à  X = -+-  00 , il  suffira  de  supposer 

V = F-(J)  J.  F,  (x)  — F(xa)  x —x, 

3 2 

f-  F«(j)  — F,_,(x)  x — xm 

3 \/{x— xmy 

Ou  pourrait  admettre  que  les  fonctions  F„(x),  F,(x),... 
représentent,  les  unes  des  intégrales  particulières,  les 
autres  des  intégrales  singulières  de  l'équation 

‘‘y=f[x,  y)dx, 

auquel  cas  la  valeur  précédente  de  coïnciderait  succes- 
sivement avec  des  intégrales  de  ces  deux  espèces.  Ainsi, 
par  exemple,  étant  proposée  l'équation  différentielle 

on  reconnaîtra  sans  peine  que  la  fonction 

r = 7 (x  -f- 1 /x*  ) 

coïncide,  pour  toutes  les  valeurs  positives  de  x , avec 
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l'intégrale  particulière  y — x , et  pour  toutes  les  valeurs 
négatives  de  x avec  l’intégrale  singulière  y — o. 

Dans  le  cas  où  les  fonctions  F„  (x)  , Fi  (x), . . . repré- 
sentent des  intégrales  particulières , la  fonction 

F„(x)  4-  F,  (x)  _ F,  (x)  — F„(x)  x — x, 

Y — ~ i ‘r  — r = "T*  • • • 

2 2 V/(X-X,)* 

doit  être  censée  comprise  dans  l’intégrale  générale  de 
laquelle  on  la  dédùit,  en  attribuant  à la  constante  arbi- 
traire une  valeur  plus  étendue.  Soient  en  effet 

I 

.y  = F(x,  C) 

l’intégrale  générale  de  l’équation  dy  ==  f (xy  y)dx , 
et  c0,ctyct....,cm  les  valeurs  particulières  de  la  con- 
stante arbitraire  C qui  font  coïncider  celte  intégrale  gé- 
nérale avec  les  formules  y = F0(x),  y = F,  (x), 

Pour  réduire  l'équation  j-  = F (x,  C)  à la  formule 

_ F,  (x)  4-F„  (x)  F,  (x)  — F„  (x)  x — x, 

7 2 a V/(x— x.)» 

il  suffira  de  prendre 

c _ Co+Cm  4 C»— C X — Cm—  Cm-,  x — X, 

2 2 l/(x xJ*  2 v/(x-x«)* 

178.  Soit  maintenant  j-  = F(x)  une  fonction  quel- 
conque dex  propre  à vérilier  l’équationrf^xr/^x,  y)<Ix. 
Si  chacune  des  fonctions  f[x,  F(x)],  ^[x,  F(x)] 

reste  finie,  et  continue  pour  toutes  les  valeurs  possibles 
de  x,  ou  du  moins  pour  toutes  les  valeurs  comprises 
cotre  certaines  limites,  on  pourra  prendre  à volonté 
l’une  de  ces  valeurs  pour  celle  que  nous  avons  représen- 
tée par  x„,  et,  en  conséquence,  y = F (x)  coïncidera,  au 
moins  pour  des  valeurs  de  x comprises  entre  certaines 
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limites,  avec  l'une  des  intégrales  particulières  que  nous 
avons  déjà  considérées.  Donc  y — F(x)  ne  pourrait 
être  une  intégrale  singulière  ou  une  intégrale  particu- 
lière toujours  distincte  de  telles  dont  nous  venons  de 
parler  que  dans  le  cas  où  l’une  des  deux  fonctions 

F'(*)  =/  [*,  F(x)],  x[x,  F (*)] 

cesserait  d’ètre  finie  ou  continue  pour  toutes  les  valeurs 
possibles  de  la  variable  x.  Or  cette  condition  ne  peut  être 
remplie  que  dans  le  cas  où  ces  fonctions  deviennent 
constamment  infinies  ou  indéterminées;  et  comme  la 
fonction  F'(x)  = J '[x,  F(x)]ne  saurait  être  constam- 
ment infinie  sans  qu’il  en  fût  de  même  de  F (x) , nous 
devons  conclure  que  si  l’intégrale  y = F (x)  est  toujours 
distincte  de  celles  que  l’on  a considérées  dans  les  der- 
nières leçons,  et  si  l’on  n’a  pas  F(x)  = rfc  00,  quel  que 
soitx,  la  fonction  F(x)  vérifiera,  pour  toutes  les  va- 
leurs de  x,  l’une  des  conditions 

/(X,  /)  = 5»  x[x,  *’(*)]  = *,  x[x , F(x)]=i; 

en  d’autres  termes,  l’intégrale  y =F  (x)  vérifiera  l’uncdes 
équations 

/(x,  = z(*,  jr)  = r,  -(~ÿ)  = 

Si  l’intégrale  F(x)  ne  devait  demeurer  entièrement  dis- 
tincte de  toutes  celles  que  nous  avons  considérées  dans 
les  dernières  leçous  quuutant  que  la  valeur  de  x reste- 
rait comprise  entre  certaines  limites,  011  pourrait  encore 
affirmer  que  cette  intégrale  vérifie  l’une  de  ces  trois  équa- 
tions, mais  seulement  pour  des  valeurs  de  x0  renfermées 
entre  les  limites  dont  il  s'agit. 

Si  l'on  applique,  ces  principes  généraux  aux  deux 
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équations  différentielles 

(y 

dy  = {-)  dy,  dy  = y \ydx , 

on  trouvera  successivement 

/{*>  /)  = - i— V . 

V*/  2J‘  y 

/(•*»  y)=y'y,  x{ *,  y)  = *+iy- 

Les  quatre  fonctions  qui  précèdent  ne  deviennent  indé- 
terminées pour  aucune  valeur  de  la  variable  y considérée 
comme  une  fonction  dex,  mais  la  seconde  et  la  qua- 
trième deviennent  infinies,  et  par  conséquent  l’équation 

î -s=  o se  trouve  vériliée  quand  on  attribue  à cette 

x(*,  y)  , 

variable  la  valeur  y = o,  laquelle  est  une  intégrale  sin- 
gulière de  l’équation  dy  = f - jdx,  et  une  intégrale  par- 
ticulière de  l’équation dx  = y\ydx.  Supposons  encore 


sin  - 

y 


dans  cette  hypothèse,  les  équations  de  condition  de- 
viendront 


y' 


sin- 

y 


I I 

a y sin  — t-  cos  - 

y y 

I 

sin*  - 

y 


sin  * - 

y 


■ i 

s>  sin — j-  cos- 

y y 


==  o. 


Les  deux  premières  ne  peuvent  être  vérifiées  qu’autant 
que  l’on  aura  - = dt  oo,  y — o.  D’ailleurs,  si  l’on  pose 


/or  -+- 
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n désignant  un  nombre  entier  quelconque  et  <:  une  con- 
stante indéterminée,  on  aura,  à très-peu  près,  pour  des  i 
valeurs  considérables  de  n, 

y'  _ ' i 


.1  . c 

sin-  «V*  sin 

y n‘  tt1 


donc  la  valeur  de  y correspondante  à n = oo,  savoir, 
y — o,  produira  effectivement  une  valeur  indéterminée 

| v * 

- du  rapport . Il  serait  également  facile  de  prouver 

sin  - 

y 

que  cette  valeur  y = o vérilie  la  formule 

. i i 

. arsin — h cos  - 

y r __  o 

■ 

sin*— 

y 

Ajoutons  qu’elle  satisfait,  comme  intégrale  particulière,  à 
l’équation  dy  — — — -,  qui  a pour  intégrale  générale 


sm- 


y 


± i 


x ->r  C — cos  - . ou  r . . 

y nn*  ± arc  cos  (j:  — C) 


u désignant  un  nombre  entier  quelconque. 
Quant  à la  formule 


sin*  - 

y 


. i i 

2rsin — |-  cos- 

y y 


= o,  on  en  tirera 


*in-  = o,  - = dfc  »jr,  y — ± —, 

y y n » 

% 

Les  valeurs  de  y fournies  par  cette  dernière  équation 

seront  des  intégrales  singulières  de  l’équation  dy  = — — . 

sin 

y 


Digitized  by  Google 


CALCUL  INTÉGRAL. 


On  doit  seulement  excepter  la  valeur  y — o,  qui  corres- 
pond à /<  = côk 

Si  l’on  avait  considéré  l’équation dy  = Zjff. f 


la  formule  f (x , y)  = ; serait  devenue 


i i 

r’  sin cos  - 

y y 


. i i 

v*  sin cos- 

y y 


On  y satisfait  encore  par  la  valeur  y = o considérée 
comme  limite  d’une  valeur  de  la  forme 


(„  + 1),  + — 

mais,  dans  le  cas  présent,  la  valeur  y — o est  une  inté- 
grale singulière  de  l’équation  diflérentiellc  proposée,  qui 

a pour  intégrale  générale  jy  sin-  = x -f-  C. 

179.  Quoique  bien  différente  des  intégrales  particu- 
lières que  nous  avons  considérées  dans  les  précédentes 
leçons,  la  formule  y =o  peut  se  déduire  de  la  méthode 
fondée  sur  l’emploi  des  équations 

yt  — y a ~ (■*.  — *..) /(•*»>  yo)‘  ■ • etc. 

En  cflct,  si  l’on  suppose  généralement  que  J (x,  y)  s’é- 
vanouisse quel  que  soit  x pour  une  valeur  nulle  de  y,  on 
tirera  de  ces  équations,  en  prenant  y0  = o, 


y,  = y°  = o,  y,  = y , 


U,  ^ — O, 


puis,  en  écrivant  y au  lieu  de  Y,  on  obtiendra  l’inté- 
grale cherchée  y = o.  Ajoutons  que  cette  intégrale  se 
trouve  comprise  dans  la  formule  y = |,  à laquelle  on 
parvient  en  opérant  toujours  de  la  même  manière  dans 
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le  cas  où  une  valeur  nulle  de  y rend  indéterminée  la 
fonction  f (x,  y). 

Il  est  essentiel  d’observer  que  la  fonction  représentée 
pary  (x,  y)  est  précisément  ce  que  devient  le  coefficient 

dy  ' 

différentiel-^—  quand  on  y considère^'  comme  une  fonc- 
tion de  x et  de  y déterminée  par  la  formule 

y = /(*.  y)- 

De  cette  observation , jointe  à ce  qui  précède,  on  conclut 
le  fait  énoncé  par  d'autres  géomètres,  que  l’un  des  ca- 
ractères des  fonctions  singulières  était  de  rendre  infini 

dy' 

ou  indéterminé  le  coefficient  différentiel  y- . 

dy 

Remarquons  enfin  que,  dans  le  cas  où  l'équation 

dy  =/(■*.  y)dr 

a pour  intégrale  singulière  la  formule  y = o , et  pour 
intégrale  particulière  une  autre  valeur  de  y qui  s’éva- 
nouit avec  x — xu,  sans  être  constamment  nulle,  on 
peut  déduire  ces  deux  valeurs  dey  des  équations 

y>  y o — {xi  x0)  ./"(-ru  i y v)> 

y,  — y.  = (x,  — *,)/(•*.,  y,), 

etc., 

savoir , la  première  valeur  en  prenant  pour  y„  une 
quantilé  rigoureusement  nulle,  et  la  seconde  valeur  eu 
prenant  pour^o  une  quantité  infiniment  petite. 

180.  Si  l’on  proposait  d’intégrer,  non  plus  l'équation 

dy  = /(x,  y)dx, 


mais  la  suivante  f j x,  y,  ^ ) = o,  il  suffirait,  pour  ob- 
tenir la  fonction  y(x,  y),  de  tirer  la  valeur  de  y en  x de 
l'équation  j (.r,  y,  y')  ==  o.  D'ailleurs,  si  l’on  désigne 
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♦(**  r.  x'}>  X(.f,  y,  ylJ,  *(.r,  /,  y') 


les  trois  dérivées  partielles  de  f(x,  y,  y' ) par  rapport 
aux  trois  variables  x,  y,  y' , les  valeurs  de  y'  et  de 
dy' 

J—,  tirées  de  l’équation  f(x,  y,  y')  = o,  vérifieraient 
évidemment  l’équation 

X(x.  y-  y')  + +(*.,  y,  y')%^  — °< 

dy  X(x,  y,  y')  , . 

ou  -T-,  = — — — .rar  conséquent,  si  I on  passe 

ay  v (x,  y , y ) 

de  l’équation  dy  —f  ( x , y)dx  à l’équation 


» 

les  formules 


*(*.  y)  = °> 


I 

*(*.  r) 


devront  être  remplacées  par  les  suivantes 

♦ (•g.  y . r')  _ . r , y')  __ 

X(x,  /')  r’  X(x,  y,  y') 


dans  lesquelles  il  faudra  considérer  y'  comme  une  fonc- 
tion des  variables  x et  y déterminée  par  l’équation  . 

/(*,  r.  y')  — o- 


Concevons,  pour  fixer  les  idées,  que  cette  dernière 
équation  se  réduise  à y — xy'  +f(y  '),  on  aura 


djr'_  t 
*y  x+/'(r)’ 


la  condition 

dy 


— oc  deviendra 


x -t-  f'(y')  = o, 
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et  l'élimination  de  y entre  cette  équation  et  l’équation 

*y’  + /(y')  = y 

donnera  les  intégrales  singulières  de  l’équation  proposée. 

181.  D’après  ce  que  nous  venons  de  dire,  pour  ob- 
tenir les  intégrales  singulières  de  l'équation  différentielle 

dy  = /(x,  y)dx, 

il  suffit  de  chercher  les  valeurs  de  y en  x qui  auront  la 
propriété  de  rendre  l’une  des  fonctions  J (x,  y),  x(x,y) 

indéterminée  ou  de  vérifier  la  formule  — . ; = o,  et 

x(f,  y) 

qui  satisferont  en  même  temps  à l'équation 

dy  — /(x,  y)dx.  <■  . 

De  plus,  comme  les  valeurs  de  y en  x qui  rempliront 
cette  double  condition  pourront  être,  ou  des  intégrales 
singulières,  ou  des  intégrales  particulières,  il  faudra 
trouver  un  moyen  de  distinguer  ces  deux  espèces  d'inté- 
grales., Cette  distinction  ne  présente  aucune  difficulté 
dans  le  cas  où  l'intégrale  générale  est  connue  ; dans  le 
cas  contraire  on  peut  l'effectuer  à l'aide  des  propositions 
suivantes  : # 

1er  Théorème.  Pour  décider  si  une  valeur  y = F (x) 
est  une  intégrale  particulière  ou  singulière  de  l’équation 

dy  = /(x,  y)dx, 

il  suffit  d'examiner  si  z = o est  une  intégrale  particu- 
lière ou  singulière  de  l’équation 

dz  — {/[x,  F{x)  -+■  z]  — /[x,  é'(x)]  } dx. 

En  effet, y = F(x)  devant,  par  hypothèse,  vérifier  l'é- 
quation r/y  = f\x,  y) dx , on  aura 

d . F(x)  = / [x , F(x)  ] dx. 
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Soit  d'ailleurs  F(x,  y)  — C l’intégrale  générale  de  l’é- 
quation donnée;  si  l’on  pose  dans  cette  équation 

....  r — F(x)  -h 

et  si  l’on  a égard  à la  formule 

tl  F[.r)  — f\x  ; é’(-r)]  ilx , 

on  obtiendra  réquation  , 

dz  — {/[*>  Fix)  ■+■  *]  — /[•*»  F(x)]}  dx, 

à laquelle  ou  satisfait  en  prenant  z — o,  et  qui  aura  pour 
intégrale  générale 

F[j,  F(x)  -4-  s)  = C. 

Or  il  est  clair  que  y = F (oc)  vérifiera  l’équation 

F(»,  /)  = C 

t 

lorsque  s — o vérifiera  l’équation 

F(x)  -+-  *3  = Çi 

• 

c’est-à-dire  lorsque  la  fonction  F [x,  F(x)  -+-  z)  se  ré- 
duira d’elle-mème  à une  quantité  constante.  En  d’autres 
termes,  y = F(x)  sera  une  intégrale  particulière  de  l'é- 
quation (t)  lorsque  z = o sera  une  intégrale  particu- 
lière de  l’équation 

dz  — {/[x,  F{x)  -+•  z]  — /[x,  F(x'j\}dx, 

et  réciproquement.  Donc , etc. 

Corollaire.  Comme  il  est  indifférent  de  représenter  la 
fonction  iuconnuc  de  x propre  à vérifier  cette  dernière 
éqxiation  par  la  lettre  z ou  par  la  lettre  y,  il  résulte  évi- 
demment du  théorème  qui  précède,  que,  pour  détermi- 
ner la  nature  de  l’intégrale  y = F(x)  appartenant  à une 
équation  du  premier  ordre  entre  les  variables  X et  y , il 
suffit  de  déterminer  la  nature  de  l'intégrale  y = o appar- 
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lenant  à uuc  autre  équation  différentielle  du  premier 
ordre  entre  les  mêmes  variables.  Ainsi  , la  question  peut 
toujours  être  ramenée  au  cas  où  l’on  aurait  identique- 
mont  /',(x)  = o ; ajoutons  que,  dans  ce  dernier  cas,  elle  se 
résout  immédiatemeut  à l'aide  des  théorèmes  que  nous 
allons  énoncer. 

amr  Théorème.  Soient  a et  6 deux  quantités  infini- 
ment  petites  dont  la  seconde  est  tellement  choisie  que  la 
fonction  f(pc,  y)  conserve  constamment  le  même  signe 
entre  les  limites  y = «,  y = S,  si  la  valeur  y = o vé- 
rifie comme  intégrale  singulière  l’équation 

dy  — /(*»  ... 

, /'S  dy  . 

l’intégrale  définie  I prise  par  rapport  à la  seule  ■ 

J a j * y) 

variable  y entre  les  limites  dont  il  s'agit  aura  elle- 
même  une  valeur  infiniment  petite. 

Démonstration.  Représentons  toujours  par 

F (*,  y)  = C 

l’intégrale  générale  de  l’équation  dy  — f (.r,  y)dx, 
et  soient  d’ailleurs  4>(.r,  y),  X(x,y)  les  deux  dérivées 
partielles  de  la  fonction  F (a:,  y)  par  rapport  aux  deux 

du  du 

variables  a:  ct^.  De  l’équation  connue^  ==f^,eny  rem- 
plaçant «par  F(x, y), N par  l’nnité,  et  M par — f(x,y), 
on  tirera 

__  »(■*•,  y) 
f{*.  y)' 

Cette  dernière  formule  étant  identique , si  l’on  intègre 
ses  deux  membres  par  rapport  à la  variable  y entre  les 
limites  y =a  a,  y = S,  on  trouvera 

dy 


X(x,  y)  = • 


F(x,  S)  — F(x,  «)=—  J*  <t(x,  y) 


/(■*.  r)' 
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si  d'ailleurs  on  représente  par  6 un  nombre  inférieur  à 
l’unité , on  aura 

<iy 


/.*♦**• 

et  par  suite 


H* 


/[*,  y)' 


A S dy  _ F(x_,  a)  — F(x,  S) 

J e /(*,  y)  <t>[x,  «-+-&(£  — a)]‘ 

De  plus,  y — o étant,  par  hypothèse,  une  intégrale  sin- 
gulière de  l’équation  dy  — J'(x,  y)  dx , ne  pourra  véri- 
fier l’équation  F (or,  y)  = C;  en  d’autres  termes,  l’ex- 
pression F(x,  o)  ne  pourra  obtenir  une  valeur  finie  et 
constante , ou  bien  une  valeur  constamment  infinie. 
Donc  F (x,  o)  devra  être  nécessairement  une  fonction 
finie  de  la  variable  x,  et  sa  dérivée 


•'►(x,  o)  = 


d F(o,  x) 


dx 


se  réduira  elle-même  à une  fonction  finie  dex  ou,  tout  au 

plus, si  la  fonctiouF(x,  o)estlinéaire,  à une  constante  finie 

i - r.  -1  F(X,  «)  — F(.r,,*l 

diilereute  de  zéro.  Par  suite,  le  rapport  — — ~~ — - , 

1 <t>|x,  « + 0 (C  — «)J 

s’évanouira  pour  S = a = o ; d’où  l’on  conclut , en  ad- 
mettant la  continuité  des  fonctions  F(x,  y),  (1>  (x,  y) 
dans  le  voisinage  dej’  = o,  que  le  rapport  dont  il  s’agit 

et  l’intégrale  f y.~- — r équivalent  à ce  rapport , obtien 
J*  j xi  f) 

dront,  en  même  temps  que  les  quantités  a,  6,  des  va- 
leurs infiniment  petites. 

3m*  Théorème.  Si,  la  formule  y — o étant  propre  à 
vérifier  l’équation  dy  = f (x,  y)dx,  l’intégrale 

obtient  une  valeur  infiniment  petite, y = o 


/(*»  r) 

sera  mie  intégrale  singulière  de  l’équation  différentielle 
proposée. 
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Démonstration.  Supposons  en  effet  que  cette  intégrale 
ait  une  valeur  infiniment  petite,  l’intégrale  définie 

{T  que  l’on  déduit  de  la  première  en  substi- 

J*  f(*>  r) 

tuant  y h S,  ne  pourra  être  qu'une  fonction  finie  et  dé- 
terminée des  variables  x et  y,  et  l’on  devra  en  dire  au- 
tant de  l’intégrale  «Y  . , que  l’on  obtient  en  rem- 

J o j (-Ej  X ) 

plaçant  la  quantité  infiniment  petite  a par  sa  limite, 
c'est-à-dire  par  zéro.  Cela  posé,  soit  , 


J o Jr&ï)  - f(x’  r)-  . 


/(x,  r) 

Désignons  d’ailleurs  par  £ une  valeur  particulière  de  x, 
et  par  y = F (x,  C ) l’intégrale  générale  de  l’équation 
dy  — f ( x , y)dx , on  aura  identiquement 

rtF(x.  C)=f[ x,  F(x , C))dx\ 

x dy 


puis,  à cause  de  j 
dy 


/(x,  y)  ~ f(x’  y>' 


SU ïT7)  = ,(i-r)'  '"«■r>=m7r 


rff[ï,  F(x,  C): 


d¥(x,  C) 
7[t , F(x,  C)}' 


et  par  suite  d i' [ç,  F(x,  C )]  = *0.’  J^,-—y\lx.  On  ti- 

rera  de  cette  dernière,  en  désignant  par  h un  accrois- 
sement arbitraire  de  x,  et  par  9 un  nombre  inférieur 
à l’unité, 


f[«,  F(x  -h  h,  C)]  - f[5,  F(x,  C)] 

_ ,/[<*  -+■  F(x  -t-  ÇA,  C)] 
f[t,  F(x  + hh,  C )]  ’ 

T.  ii.  29 
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puis,  en  posant  % = x -\-  Qh,  on  trouvera,  «quelles  que 

soient  les  quantités  X,  h et  C,  -, 

r[x  -h  Oh,  F(x  -h  oh,  C)]  — f[x  -+■  SA,  F(x,  C)]  = h. 

Il  est  maintenant  facile  de  prouver  que,  dans  l’hypo- 
thèse admise,  J — o est  une  intégrale  singulière*  car, 
si  l’on  pouvait  déduire  cette  intégrale  de  la  formule 
y — F(x,  G),  en  attribuant  à la  constante  C une  va- 
leur particulière  c,  il  suffirait  de  prendre  C = e pour 
réduire  >la  dernière  des  équations  qui  précèdent  à la  sui- 
vante 

h = ((x  -h  Oh,  o)  — f(x  -| ~ Oh,  o)  — o; 

et  cette  dernière  ne  pourrait  évidemment  subsister,  la 
valeur  de  h devant  rester  arbitraire,  qu  autant  que  son 
second  membre,  au  lieu  de  se  réduire  à zéro,  comme  il 
arrive  toujours  .quand  f(x,  y)  désigne  une  fonction 
finie , se  réduit  à f , ce  qui  arrivera  nécessairement  si 

la  fonction  f(x,jr)  = £ j~y}  devenait  indétermi- 
née ou  infinie.  A la  vérité,  y - o ne  vérifie  l’équation 
<l.y  = f(x>  y)<ix  que  dans  le  cas  où  la  fonction /(x,  o) 
•obtient  une  valeur  nulle  ou  indéterminée;  et  comme 
alors  le  second  membre  de  l’équation 

f[f,  F (x  + A,  C)]  - fff,  F(x,  C)] 

= A/(*  + 9,1  ’ Oh,  C) ] 

/[(,  f (x  -+-  oh  ~cy) 

se  réduit  à il  semble,  au  premier  abord , qu’on  ne  de- 
vrait pas  étendre  l’équation 

f[*+SA,  F(x  -+-  Sh , C)]  — f[x  -f-  Oh,  F (x,  C)]  = A 

à une  intégrale  particulière  de  la  forme 

y = F (x,  c)  = o; 


é 
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niais,  pour  s’assurer  que  cette  extension  est  légitime,  il 
suffit  d’observer  que  cette  équatiou  subsistant  pour  toutes 
les  valeurs  de  C différentes  de  c ne  cessera  pas  d’ètre 
vraie  tandis  que  C convergeant  vers  la  limite  c,  la  dif- 
férence C — c deviendra  infiniment  petite;  d’où  il  est 
permis  de  conclure  que  celte  équation  subsistera  encore 
quand  la  différence  C — c deviendra  rigoureusement 
nulle. 

182.  Il  suit  des  théorèmes  2mr  et  3m‘‘  , que,  pour  dé- 
cider si  la  valeur  y = o vérifie  comme  intégrale  sin- 
gulière ou  comme  intégrale  particulière  l’équation 

dT  = /(*.  y)d*, 

il  suffit  d’examiner  si  la  valeur  de  l’intégrale  définie  sin- 
gulière ( x étant  considérée  comme  une  con- 

J*  /(-r.  r) 

stanle,  est  ou  n’est  pas  une  quantité  infiniment  petite; 
a et  6 sont  d’ailleurs,  comme  on  l’a  déjà  dit,  deux  va- 
leurs de  y infiniment  petites  telles  que  dans  l’intervalle 
ê — a , la  fonction  f(x , y)  ne  change  pas  de  signe. 

Si  l’on  considère,  par  exemple,  les  équations  diffé- 
rentielles dy  = f fl  y •=.  y\ydx,  déjà  traitées 

dans  la  précédente  leçon , on  trouvera  que  l’intégrale 
se  réduit,  pour  la  première,  à la  quantité 
infiniment  petite 

= “i(c:  -‘t)'  •#»  • 
pour  la  seconde  , à l’expression  indéterminée 


.1 


l : JÏL 

J , y h 


= |L£ 

i.  ’ 


29- 
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donc  y = o est  une  intégrale  singulière  de  la  première 
de  ces  équations  et  une  intégrale  particulière  de  la  se- 
conde. C'est,  au  reste,  ce  que  nous  avons  déjà  reconnu 
à 1 inspection  des  intégrales  générales  de  ces  équations 
différentielles. 

Considérons  maintenant  une  équation  différentielle 
dont  l'intégrale  générale  ne  puisse  être  obtenue  sous 
forme  finie,  par  exemple 

dy  = ( r 4-  sin  v)  (x  4-  I y)dx, 


ou  aura 


f dy  /‘e  dy 

/:.z,  r)  .L  (j ■ -h  I v)  ( y sin  t) 


Pour  que  la  fonction  comprise  sous  le  signe  f ne  change 
pas  de  signe  entre  les  limites  y = a,  y = S supposées 
infiniment  petites,  il  est  nécessaire  et  il  suffit  que  ces 
limites  soient  deux  quantités  de  même  signe  : supposons 
cette  condition  admise;  on  aura , en  vertu  d’une  formule 
connue , 


y désignant  une  valeur  Av  y comprise  entre  les  limites 
a et  6,  et  par  conséquent  très-rapprochée  de  7,éro.  Or 
on  a sensiblement 


sin  y 

i — = 14-1=2. 

Y 
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Donc  l'intégrale  défiuie  se  réduit,  à très- peu  près,  à 

jlp  ; celte  dernière  expression  étant  indéterminée  pour 

des  valeurs  infiniment  petites  de  a et  de  G,  y = o sera 
une  intégrale  particulière  de  l’équation  différentielle 
proposée. 

En  ayant  égard  au  premier  théorème  et  raisonnant 
sur  l’équation  dz  = {/[x,  /’(x)-t-s] — f[x,  F(.r)] } c/.r, 
comme  nous  venons  de  le  faire  sur  l'équation 

•fy  =/(-r,  y)'1*. 


ou  établira  immédiatement  la  proposition  suivante. 

4“*  Théorème.  Pour  décider  si  la  formule  y = F(x) 
vérifie  comme  intégrale  singulière  ou  particulière  l’é- 
quation rfy  = f (x,  y')(ijr,  il  suffit  d’examiner  si  la  va- 
leur de  l’intégrale  définie  singulière 

‘ 6 dz 


J. 


f[x,  F(x)  H-  zj  — /O,  F(x)J 

est  ou  n’est  pas  une  quantité  infiniment  petite,  x étant 
considéré  comme  une  constante;  « et  o désignant  deux 
limites  infiniment  petites  de  z entre  lesquelles  la  fonction 
comprise  sous  le  signe  f ne  change  pas  de  signe. 

Corollaire  ier.  11  est  clair  que,  dans  ec  théorème  , on 
peut,  sans  inconvénient,  substituer  à l’intégrale  ci-dessus 

l’intégrale  équivalente  = 

Corolle  Lé  rapport  ,-(/,]  • 

pouvant  être  considéré  comme  le  produit  des  deux  facteurs 


/[.r,  F[x)  4-  z\  — f\x,  F{x)Y  s’ 
et  f intégrale  singulière  j ~ étant  équivalente  à I7. 
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l’intégrale  ci-dessus  peut  être  remplacée  par  l’expression 

Ç 


/[x,  F(x)  + {)]  - /[x,  F(x)] 


ic, 


£ désignant  une  valeur  infiniment  petite  de  z comprise 
entre  les  limites  a et  6.  Or.  la  quantité  1^  étant  indéter- 
minée pour  des  valeurs  infiniment  petites  de  a.  et  de  ë , 
celte  expression  ne  pourra  devenir  infiniment  petite 

qu’autant  que  le  rapport^--^— _ /{^  ^ 

deviendra  lui-môme , ou  qui,  ou  indéterminé  pour  £ = o: 
d'ailleurs,  comme  ses  deux  termes  s’évanouissent  avec  £, 
sa  véritable  valeur  correspondante  h Ç — o sera  équiva- 

t 


lente  à celle  de  la  fraction 


z[x,  H-  ?] 


, c’est-à-dire  à 


la  quantité  — r — —57-rv  Donc,  en  vertu  du  4*"'  théorème 
Zl*>  e(x)J 

y = F(x)  ne  pourra  satisfaire  comme  intégrale  singu- 
lière à l'équation  dy  = f ( x , y)dx,  que  dans  le  cas  où 

l’expression  — = ‘ sera  nulle  ou  indéterminée,  et 

zl*> 

par  .conséquent  dans  le  cas  où  l’expression  y = F {x) 
vérifiera  l’une  des  conditions 


x(x,  y)  — f, 


*(•*.  y) 


Donc  ces  deux  équations  seront  les  seules  qui  puissent 
fournir  des  intégrales  singulières  de  l'équation  différen- 
tielle proposée , et  dans  la  recherche  de  ces  intégrales  , 
il  sera  inutile  d’avoir  égard  aux  valeurs  de  y qui  pour- 
raient rendre  indéterminée  la  seule  fonction  f (x,  y). 
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Intégration  des  équations  différentielles  du  premier  ordre  dans  les- 
quelles la  dérivée  est  élevée  à des  puissances  entières  ou  fractionnaires, 
positives  ou  négatives.  — Application  à la  recherche  de  l’équation 
d'une  courbe  lorsqu'on  connaît  la  relation  qui  lie  l’arc  s aux  coordon- 
nées x,  y . 


183. 11  arrive  souvent  que  dans  l’équation  différentielle, 
du  premier  ordre,  les  différentielles tfjc,  dy  ou  la  dérivée 

y — J-  soient  élevées  à des  puissances  entières  ou  fraction- 
naires: dans  le  cas  où  tous  les  exposants  sont  entiers,  la 
forme  générale  de  l’équation  est 


dy 

-'tc+¥n  = °f 


Fj,  F,,.  . .,  F„_,,  F„  désignant  des  fonctions  de  x et  de 
y.  Un  parvient  à l’intégrer  dan»  quelques  cas  particu- 
liers : supposons  d’abord  que  cette  équation  pnissc  être 

résolue  par  rapport  à et  désignons  par  f, , f, ,... , J'„ 

ses  11  racines,  on  pourra  lui  substituer  les  n équations 
différentielles  du  premier  ordre 

dy  — fdx  =0,  dy  — f,dx  — o,...,  dy  • — f„dx  — 0, 


que  l’on  intégrera  à l’aide  des  méthodes  connues.  L’é- 
quation différentielle  proposée  étant  équivalente  au 
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produit 


sera  vérifiée  par  chacune  des  intégrales  des  n équations 
difi'érentielles  du  premier  degré.  Cela  posé , soient 

Pz  (x . y , G )i  (**t  j y » G)  , • • • » Pu  i y i G)  ^ 

ces  k intégt-ales . la  formule 

y,  C,)pi(x,  y,  C,)...p„(x , y,  C.)  = o, 

renfermera  toutes  les  solutions  de  l’équation  donnée.  On 
ne  restreindra  pas  la  généralité  de  celte  intégrale  en  dé- 
signant toutes  les  constantes  arbitraires  par  la  même  lettre 
C , ou  en  lui  substituant  la  formule  suivante 

<".(*»  y » C)p,(x,  y,  C)...p,(x,  y,  C ) — o, 


puisqu’en  égalant  tour  à tour  chacun  de  ces  derniers  fac  - 
teurs  à o,  et  donnant  à C toutes  les  valeurs  numériques 
possibles,  on  retrouvera  nécessairement  toutes  les  inté- 
grales particulières  que  chaque  facteur  de  l’intégrale  gé- 
nérale est  susceptible  de  fournir. 


i"  Exemple  : — — «’  = o, 


f i =a,  ft  — — y i G)  = y — ax  -h  C,, 

pi{*,  y,  c,)  = y -t-  ax  -+-  C,. 

L’intégrale  générale  sera 

(y  — ax  C,  ) (y  4-  ax  ■+■  G)  = o, 

ou  (y  f-  C)'  — r’  ■=  o. 
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„ , d%' 

2mc  Exemple  : — — at  = o, 

/,  = \/nx,  — l/fl*, 

Ç,  = y — ■j'1’-1’  -h  C,  , $>,=  /-+-  }flT*7  -4-  C,. 

L’intégrale  générale  sera 

* 

(r  — T fl'*’  + Ct)  { y -+-  j fl'**'  4-  C.)  — o, 
ou 

(y  + Cy  — fa*’  = 0. 

3““'  Exemple  :~t  ■+■  3^^  = »• 

En  résolvant  cette  équation  , on  arrivera  aux  deux  équa- 
tions homogènes  • 


qu’il  est  facile  d’intégrer  par  les  procédés  connus. 

184.  Lorsque  l'équation  proposée  ne  peut  pas  être  réso- 

lue  par  rapport  à ^ et  quelle  peut  l’ètre  par  rapport  à 

y ou  x , on  retombe  sur  l’une  des  formes 

y = F(x,  y'),  x = F(/,  y'). 

Dans  l’un  et  l’autre  cas,  la  différentiation  conduira  à une 
équation  différentielle  du  premier  ordre  par  rapport  aux 
variables  x,  y\  ou  y,  y'  ; en  admettant  qu’elle  tombe 
dans  la  catégorie  de  celles  qu’on  sait  intégrer,  il  suffira 
d’éliminer^'  entre  l’intégrale  obtenue  et  la  proposée 
pour  avoir  l’intégrale  clterrhéc. 
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' Donnons  encore  quelques  exemples  : 

y = xy’  4-  x" f[y')i 

différentiant 

y'dx  = y'dx  4-  xdy'  4-  nx*~'  f(y' )dx  -\-x*df(y'), 
ou  xdy'  4-  nf(y')x*~'dx  4-  x"d/(y')  = o; 

posons  x"/(  y)  — y (j'),  d’où 


= !$£)]>• 


/{?)- 

»f(y')*r'a*  =nry!{ryfWXr')t 


x"d  f(y')  = 

’ AA)  ’ 


et  par  suite 


[jP^V  + Mf)  = o;  4 = „. 

t/lr')?  (>(/)]" 

2°.  , ^ = x/'  4-  «x*y'*  -f-  bxiy'î  4-  etc.,  •• 

en  différentiant , on  aura 

x(iy'-i-7axy'*dx~h2ax,ydy'-i-3bx\y'idx-<-3bxiy',dy'-i-elc.ïx0, 

, . , « . y' du  — udy' 

et  en  posant  jcy  *=  u,  x=r-  , ilx  = - — — , 

A"  ' 

~y  4-  2odu  4-  3 budu  4-  etc.  = o, 

y 

1 y'  4-  a au  4-  = C. 

185.  On  intègre  encore  facilement  l’équation 

,'dy\"  „ / dy\"~ 1 / r(r\n~*  rfr 

( ^)  +,F'  (s)  + F*  ( * ) “K ■ ■ ■ F”-'  te  + K = <>’ 
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lorsqu’elle  est  homogène  par  rapport  àxetâ  y.  En  fai- 
sant en  effet  alors  y = t: r,  xdt  = zdx,  on  aura 

dy  — tdx  4-  xdt  = ((  + z)dx , 

et  l’équation  proposée  deviendra 

(f -+-*)" H- T , (H-  z)*-'  4-T,(f  4-  zY~‘-+- (f + z)  4-T„  = o, 

T,,  T,,...,  T„  désignant  des  fonctions  de  la  seule  variable  t. 
Cette  dernière  équation  donnera  un  certain  nombre  de 
valeurs  z que  l’on  substituera  dans  l’équation  du  premier 

ordre  xdt  = zdx , ou  — = — pour  en  déduire  par  l’in- 

tégration  l’expression  dexent,  et  par  suite,  à l’aide 
de  l’équation  y =3  tx  les  diverses  valeurs  de  y ou  les 
diverses  intégrales  de  l’équation  proposée. 


Exemple  : (|)‘  - * (g)‘ 


. x dy 

H ~r 

y dx 


ici  « — 3,  T,  = — T,  = ÿ,  T,=  — et  l’on  a 

• • • 

(t  4-  tf  — 4-  *)'  4-  j(t  ■+■  *)  — = O, 

r , . J +((I4-»)’ 

ou  [t(t-M)-i] L=o, 

d’où  l’on  tire  i[t  -4-  x)  — i = o,  i — < (<  — |—  s)’  = o . 


dx  <lt  dx  dt  dx  dt 


Il  ne  restera  plus  qu’à  intégrer  ces  trois  équations  et  à 
substituer-  à t pour  obtenir  trois  intégrales*  de  l’équa- 
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tion  différentielle  proposée.  On  pourrait  aussi  remarquer 
simplement  qu’en  faisant  dans  l’équation  homogène 
y = tx,  y et  x disparaîtraient;  l'équation  résultante 

donnerait  la  valeur  de  — y'  eu  t.  Gomme  on  a d’ail- 

rir  J 

leurs  dy  = tdx  -+-  xdt  = ydx , on  aura  aussi 

dx  dit 

x ~ r' — 1‘ 


équation  dans  laquelle  les  variables  sont  séparées,  puisque 
y'  s’exprime  en  fonction  de  t seul  ; on  en  tirera 

On  emploiera  l’une  ou  l’autre  des  deux  intégrales 

/dt  p dy' 

y — v J y'  — t’ 

suivant  qu’il  sera  plus  facile  d’obtenir  la  valeur  de  y ' en  t 
ou  la  valeur  de  t en  y'.  Si  l’expression  j — est  inté- 
grable à l’aide  de  logarithmes,  ou  si  l’on  a 


on  aura  lx  = lG’  4- 1 h,  x = Cu,  y=Ctu  ; y sera  ex- 
primé algébriquement  en  x. 

Exemples : i°.  ydx — x\/  dy'  -f-  dx*  = o, 

ou  y — x V'  1 -t-  y*  = o;  et  en  posant  y • = lx, 

t = V'  y’‘  ~+~7 , 
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*x’ 


= 1*=  — l(t—  /'>—  f — — — 1 r-.— ■ 

=5-»(‘-  r!)  - y V'  (r'  + »/  ■ "+  r'*  )> 
ix  = c - i i (i/i  + y - r')  — t r'  l/HTr71 —*/'*• 

D’ailleurs  y ■=.  tx  — xX^ t 

% 

a°.  jyy/x  — xr/y  = nx  \ / dxy  -f-  dyx,  on  trouvera 

• •• 

__J  ( — nt-h\/t‘  + i — «*)  f — t -t-  v/r*4-i  — «’Y 

C(i  — «*)  — V (l  — n)  ) ’ 

si  n — i»  r*+  x'--xCx-,  si/i  = i,  x»=so,  •r’+.r’-t-aCr  = o. 

186.  A l’aide  des  considérations  qui  précèdent,  on 
peut  résoudre  divers  problèmes  intéressants.  Nous  en 
donnerons  quelques  exemples  : 

I.  Trouver  l’équation  d’une  courbe  telle  que  l’arc  s 
soit  exprimé  en  fonction  de  x cl  de  y par  la  relation 

s*  = a xy,  d où  l/ dxl  -f-  dy 1 = — ^ — ’ct  en  posant 

Vixr 


X — 


dX 

dx' 


\r  — tx, 


l/T 


= L 


-+-  t 


, t = + y)  —y’. 


‘ = « y'  -t-  x'%  H-  (i  — y')l/i  -b  y, 
x'  — ‘ = — (<  — x')  (i  — x'  ■+■  V'i  -+-  r'*);  ♦ 


donc 


» 

• , i — «’ 

Mais  en  posant  y = , on  a 
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(dy'\/ H-r7'  _ ('  etu ( l u’  )*  (‘du  ('  du 

J }■’[ i — y')  l/a(i-«,)(#,+Jii-i)  J u J i — u ’ 

—4  /■« — ^ — =i«_ 

et  par  suite 

dy 


I _ — r^-l/ 1 « H — I 

Jr  — f 2 a 2i  — u 


i . i -t-  « i j l/a  -f-  i « 

l/â  l/a  — i — u 
• §f  -4-  « I | l/?.+  l + B 


- 2“  l/  2 l/  2 — 1 — « 

on  a d’ailleurs 

_ j (l  +«)(l  — 2«  — U')  _ (l  -+-«)[2 (l  -f-u)'] 

J * — . > 


lu 


au 


dx  £ dt 


x y — t’.  • 

et  par  conséquent 

dy’  _<£r  _ dy'  _ dt  _ rf(j-'  — r) 

y — t x ~ y — t y — t y — t ’ 
dx _ dy  d(y—t) 

x ~ y — t y —t  ’ 


lx  : 


= c+f-y--Hy-,n 


donc,  èn  substituant,  on  trouvera 

ix  = C'  — l(i  -+-  u)  -+-  I*  — lfa  — (i  -+-  u)*] 

. , « -+-  u i . l/a  + i -+-  u 
“ l/a  l/ï- i —u 

=K ~ /[a  - (,  + u)‘  }-  1 8 , 

t?t  en  ayant  égard  aux  équations  * • 
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()A  - l/r\^  . 

*-jr\yn+  Vy)  ’ 

' - ’ - S ; 

h — '-=■  r~y=~ 1 

(i/i  + v^)  1/3  = c(Yx  - i/r)^  ; 

telle  est  donc  l'équation  cherchée.  On  y arriverait  plus 
facilement  en  procédant  comme  il  suit  : ou  a 

j f M ' + 

t 4-  y'  = l/a/  (i  -t-  /'*),  i*  4-  a//'  4-  /'*  = 2/4-  2//‘ , 
d’où 

4-  (»  -Ql/^  (i  — /)  y/â/ 

«-•  ’ ^ “ 1^2/-  . ’ 

ix=/-^-=  /•«i5^=c_l(w).,_ i . 

J y — f */  (i — /)w^2/  •/  (t — /)w^2t 

posons  / = t»’,  il  viendra 

' , * '•**•■ 

J’  r/f  __  I r ldi>  i ^ i -4-t> 

(,—t)\/7r~l/îJ  >—  v’~  l/2  «— 


(1—  f)l/âr  l/a 

et  par  suite 


i*=ic— i(t— /)— -lt 


4- 1// 


l/a  1 , -l/F 


-,  *■  ; 

fVT.t  •»# 


et  à cause 


de  t = - , 


Cr  / l/r  — l/p\/» 

~ - y\\/ï  + i/ï)  ’ 


etc. 


A v 
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Ce  même  procédé  d’intégration  réussira  toute  les  fois  que 
l’arc  s sera  une  fonction  homogène  des  variables  x et  y. 
Posons  en  effet  y = tx,  s = «x;  en  substituant  ces  va- 
leurs dans  l'équation  homogène  (f  ( x , y,  s)  =.o,  x sera 
éliminé  , cl  il  restera  une  équation  entre  f et  u qui  per- 
mettra d’exprimer  u en  t.  On  a d’ailleurs 

dr  r=  y'dx , y'dx  — tdx  4-  xdl , 
iis  — dx  \/.t  4-  y'*  = udx  -4-  xdu , 


donc 


dx 

x 


dt 


du 


V - t l/l -h  y' 


puisque  u est  exprimé  en  t,  faisons  du  = l ‘dt , il 
viendra 

1/ 1 -\-y'y  = « 4-  y'v  — "f, 
i 4-  y'1  = («  — vt  )*  4-  2 iy’  (g  — vt)  4-  v'y'*  1 

v(u  — vt)  4-  \/ (u — Vtf  — i 4 - vt 

y = ' , i_Tï 


dx 

X 


vu  — t 4-  V/ (»  — Vf)* 

y — t — 

I — v* 

rff  ( l — e’  ) 


i 4-  p’ 


t — f 4-  pV /{u  — vt)'  — I 4-  p’ 

_ dt\  vu  — t — y/ (u  — P/)1  — I 4-  ~p*  ] 

— i 4-  f’  — tt* 

Or,  puisque  u et  v sont  exprimés  en  t , le  second  membre 
de  l’équation  qui  précède  est  ramené  à la  forme  F (t)dt, 
et  l’on  en  déduira  la  valeur  de  x en  t-,  puis,  en  ayant  égard 
à la  relation  vdt  — du,  on  trouvera 

i*=ic-iv/,+<- J - V+7^=r? 
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En  substituant,  dans  cette  dernière  équation,  pour  u,  sa 

valeur  -,  on  obtiendra  l’équation  de  la  courbe  cherchée. 

Celle  équation  sera  algébrique  toutes  les  fois  que  l’inté- 
grale du  second  membre  pourra  s’exprimer  par  des  lo- 
garithmes. 

Si  l’on  avait  ils  = S dx  = f(y',  t,  u)  dx,  le  même 
procédé  réussirait  encore.  Dans  ce  cas,  de  l'équation 


dx dt  du  du 

x ~ y'  — t \/l  — u 

on  pourrait  tirer  la  valeur  de  y en  fonction  de  t et  de  u , 
ou  simplement  en  fonction  de  t,  puisque  u lui-même  est  ex- 
primé au  moyen  de  t,  et  l’intégrale  du  second  membre  de 

l’équation  1 x = J'  - - serait  une  simple  quadrature. 

Ier  Exemple.  s = ax  -|-  by  ; en  posant . 


on  aura 


y = Ar,  s = uxy 


du 


u =r  a -f-  bt9  v = — = by  u — rt  = a , 
dt 

ix=ic— w/t+r— [a+bïr—  fdty-a%  T b'~l\ 

v ‘ .1  r-M*  — {a  + bl)' 


1 dt  l/c*  £•  _ , p (b‘  — i )dtV  a'  + b'  — i 

la’-  ™b‘  + ('-b‘ÿ~J[l(b'-i)+ab-\/a'+b'-i][t(b'-,)  + ur+ï'^7frTf\ 

_ , |(è*  — i )/  ab  — \/ a'  -4-  b‘  — l 

(i*  — l ]t  ab  -| -l/a*  -+-  b ’ — i 

Cela  posé,  en  substituant  à t sa  valeur  -,  on  obtiendra 
l’intégrale  cherchée 

J*  4-  y' — ( ax  + by)'  _ {b1—  i )y  -j-nbx — xj/’a'-j- b‘—i 
C*  ( b * — l )y  -+-«êx-+--rl/rt>-4-ê>— i ’ 

T.  il.  3o 
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mais,  en  posant 


(i*  — i)y  -4-  abx  — il/n’+  i’  — i = M, 

(£»  — i)j  + abx  arV/a’  + i*  — i = N, 

il  vient  MN  = (&‘  — i)[(ax-(-  by)'  — x' — y')-,  donc, 
en  représentant  par  C une  nouvelle  constante , on  aura 

MN  _ M 
C"  N ’ 

cl  par  conséquent,  ou  M = o,  ou  N = C ; l’intégrale 
générale  est  donc 

— ,)  y abx±x  1/fl’ + - 1 = C, 

et  représente  une  ligne  droite. 

imc  Exemple  : s*  = x1  + y*  ; 

comme  on  aura 

t 


u — 1/ 1 H-  7’ , 


, | + f»  — K1  = O, 


f/i  4-t* 

il  faudra  recourir  aux  formules  non  transformées;  or. 


« — i'f  = 


donc 


i — t* 


f/i  4-  t*’ 

, rfr  r 

y'  — t = o,  ou  = O, 

^ dx  x 


, l'K  — t — o , 


et,  par  suite,  / — 

3 mv  Exemple  : s'  = y*  + mx'  : 

u — \/p  ->r  m,  v = ■ 

V /t*  -4-  m 


-j-I*  — uy  — t — m,  u — vt  — 


Y/r 


i >*  — i — 


t ‘ -h  m 
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_ l' y -hV' y1  -4-  rnx1  ^ 
V .r  / 


V' m — 1 


x 

C~\ 


Quand  on  aura 


m — 1 

H* 


n , ou  m : 


-,  et  par 


«’  — 1 

suite  j*  = j'*  -+-  — x’,  l’équation  de  la  courbe  sera 

algébrique , et  de  la  forme 

a a 
(n‘  — 1)  x"  — n»cm 


x”+'=c(y  + y/^+Afl)  , 


ou  y 


9.  (n1  — 1)  c".r  " 


Si  » était  égal  à - , on  aurait  à la  fois 
f* 


Exemple:  = s = y/j*  - y. 


3o. 
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TRENTE  UNIÈME  LEÇON. 


Intégration  de  quelque;  équation»  particulière»  et  plus  remarquables. 
— Équation  de  Riccati , etc. 


187.  L'équation  différentielle  du  premier  ordre 
dy  — [ayx  + bxm)  dx, 


connue  sous  le  nomd’éÿtiatfo»  de  Riccati a été  l’objet  des 
recherches  d’un  grand  nombre  de  géomètres  qui  ont  trouvé 
un  nombre  indéfini  de  cas  dans  lesquels  l’intégration  de- 
vient possible,  en  ce  sens  que  l’intégrale  générale  peut  être 
exprimée  à l’aide  des  seuls  signes  algébriques,  exponen- 
tiels et  logarithmiques,  et  du  signe  / de  l’intégration 
indéfinie,  ou,  plus  simplement,  en  ce  sens  quelle  peut 
être  ramenée  à une  équation  dans  laquelle  les  variables 
sont  séparées. 

Le  plus  simple  de  ces  cas  est  celui  oùm  = o;  alors,  en 
effet , on  a immédiatement 


i 

— ■=  arc  tang 

yl>a 


r V' a 
V'b 


4 -C. 


Posons  y — zn,  ou  aura  dy  = nz"~xdz , 
et , en  substituant  dans  l’équation  de  Riccati , 
nz'‘~'dz  — azx"dx  4-  bx^itx  ; 
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celle  équation  transformée  sera  homogène,  et  par  consé- 
quent intégrable , si  l'on  a 


n — i = 2n  = m,  ou  n — — l , m = — a , 


et  deviendra  x'dz  hz'dx  -f-  ax'dx  = o. 

Après  avoir  considéré  ces  deux  cas  particuliers,  passons  à 
la  recherche  générale  des  cas  d’intégrabilité.  Pour  arri- 


ver plus  vite  au  but,  posons  y = — 


d’où 


dy 


ilx  dz 
ax2  x2 


ozdx 


I 

a’xf 


iz  ï*’ 

— 1 "+ — j‘ 

ax 2 x* 


Substituant  ces  valeurs  dans  l’équation 

dy  — ( ay 2 -f-  bxm)dx  — o, 

4 

il  viendra,  toutes  réductions  faites, 

x2dt  — — bxm+idx  — az2dx, 
ou  , en  faisant  x = ~ , dz  — ( az * -f-  buT^'^du. 


Cela  posé,  si  l’équation  de  Riccati  est  intégrable  dans  le 
sens  que  nous  avons  dit  pour  une  certaine  valeur  pdc  m , 
elle  le  sera  encore  lorsqu'on  fera  m = — p — 4 i car,  en 
substituant  pour  m cette  valeur  dans  l’équation  transfor- 
mée 

dz  ~ (az2  -+-  bu~m~ *)  du, 

elle  devient 

dz  — (az2  bid1)  du, 

qui , par  hypothèse , est  séparable.  Or  nous  avous  vu  • 
que  l’équation  de  Riccati  est  séparable  lorsque  ni  = o $ 
elle  le  sera  donc  aussi  lorsque  m — — 4- 
Reprenons  l'équation 

dy  = (ay2  -4-  b. r“)  dx, 


» 
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et  faisons  / = — -,  d’où  dy  — *,  il  viendra 


2'  **  21 
dz  = bz'af'dx  -+-  adx. 


et  en  posant  x“+i  = u,  X"dx  = 


du 


m -h  i 


> ^ _ » fl  iw  *+■  i » 

</z  = z*f/a  H a ; 


donc,  si  1 équation  de  Riccati  est  intégrable  pour  une  va- 
leur m — fx,  elle  le  sera  encore  pour  m = 


r*+  » 


;car, 


en  substituant  cette  valeur  dans  l’exposant  — ^ — -,  il  se 

réduit  à fi.  Or  nous  avons  démontré  qu’elle  était  sépa- 
rable et  intégrable  pour  m — — 4 ",  die  le  sera  donc  en- 
core pour  m = — - = — {.  Puisqu’elle  sera  inté- 

grable pour  m — — | , ejle  le  sera  encore  pour 

i.  r.  — i 

(—  A) 

et  par  conséquent  aussi  pour  m = i — — 


En 

— j-t-  i * 
continuant  ce  calcul,  qui  repose  sur  ce  théorème  que,  si 
l’équation  est  intégrable  lorsque  m = [x,  elle  l’est  encore 

lorsque  m = — fx — 4, m = — +”7’  on  en  conc^ura  <îue 

l’équation  de  Riccati  est  intégrable  lorsque  l’exposant  de 
la  variable  x est  égal  à l’un  des  termes  de  la  suite  infinie 

M o.  -2,  —4»  -i.  -il  -i.  —tt»  -¥»  . 

dont  le  terme  général,  à partir  du  troisième  terme,  est 
Si  l’on  fait  tour  à tour  n — o et  n = oo,  ce 

2/1  zp  I 
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terme  général  donnera  les  deux  premiers  ternies  de  la 
série  o et  — a. 

188.  Considérons  comme  cas  particulier  l'équation 
dy  =s  y'dx  ix  ~ frfx; 

l’exposant  de  x étant  — {,  qui  est  le  cinquième  terme  de 
la  série , nous  sommes  sûrs  que  l’équation  donnée  est  sé- 
parable, et  parce  que  l’exposant  — j occupe  une  place 
impaire  dans  cette  série,  nous  comparerons  la  proposée 
avec  l’équation  dz  = (as*  -J-  bu~m~')du,  ce  qui  nous  donne 

b = 2,  /w4-4=7>  m ~ — i*  a=x\ 


substituant  dans  l’équation  dy  — (ayl  -\-bxm)dx,  il  vient 
dy,  — y\dx,  -+-  2X,~  • dxt. 

Comparant  cette  dernière  équation  avec  la  transformée 

ni 

, b a iu-t-1. 

dz  — z1du  H « du  , 

rn  ■+■  i m -+-  i 


on  trouvera 
a 

m -f-  l 


= a, 


m i 


m -+-  i 


4 

‘3’ 


d'où  a = — 6,  b = — 3 ,m= — 4 i substituant  de  nou- 
veau dans  la  formule  dy  — {a y*  -f-  bx")  dx , ou  aura 

dy , = — 6y\dx,  — xj'tix,, 


équation  qu’il  faudra  comparer  de  nouveau  à 
dz  = b ( az ' -H  a-"-4)  du, 

ce  qui  donnera  a = — 6,  b = — 3,  m = o.  Substituant 
dans  l’équation  dy  = (a)-'  -f-  bx?*)dx,  on  aura  • 


dj  j = — 3 dx  j — 6y  ^ dx  j , ou  -j 


dyi 


'-barî 


-dx  i 


4. 
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équation  dont  l'intégrale  est 


x3  = 


3 l/a 


arc  tang_rj  l/â  -+-  C. 


Mais  en  remontant  des  valeurs  de  x,  et  de  y3  à celles  de 
x et  de  y,  on  trouve 


1 1 

X3~^’  *’~7P' 

Kf. 

. » > 


I 

x,  = -, 

X 


u.L- 


J 3 = 


y/x[«  — <y,i/x] 


y,  = , y, 

y> 


6 

= — x(l  -f-  X/), 


d’où 


j — 6. 

XJ  — T-,  yi  = — — » 

l/x  6(1  -f-  xy)\/ x 

substituant  ces  valeurs  de  x,  et  dej^, , on  aura  définitive- 
ment pour  l’intégrale  demandée 

1 1 l/x*  -+-j  V' xi  —6 

= — — arc  tang ; 1-  C. 


l/x  1/2  31^2(1  -+-  x/)  \/ X 

Cet  exemple  indiquera  suffisamment  la  marche  qu’il  fau- 
dra suivre  dans  chaque  cas  particulier.  Si  l’exposant  de  X, 
dans  l’équation  proposée,  est  égal  à l’un  des  nombre» 
occupant  une  place  impaire  de  la  série  (a),  il  faudra  la 
comparer  d’abord  avec  l’équation 

dz  — b [ai*  -t-  u~m~*)du, 

•pour  déterminer  les  valeurs  des  constantes  «,  b,  valeurs 
que  l’on  substituera  dans  l'équation 

dy  — (yiy*  bxM)  dx. 

"T  ' • ’ v ^ •'  * 


V. 
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On  aura  ainsi  une  nouvelle  -équation  qu'il  faudra  com- 
parer à la  formule  . 


dz  — 


a -t-  i 

-z‘du  H ; — u du  ; 


m -H  i m 

les  nouvelles  valeurs  des  constantes  substituées  dans 

dy  — (ay‘  -t-  bxm)dx,  • 

conduiront  à une  nouvelle  transformée  qu’on  comparera  à 
dz  — b (en'  -+-  u~w~x)du, 

et  ainsi  de  suite  jusqu'à  ce  qu’on  parvienne  à une  équa- 
tion dans  laquelle  l’exposant  de  x,  qui  a diminué  de  va- 
leur à chaque  opération , se  trouve  enfin  o ; alors  on  n’a 

Jy 

plus  qu’à  intégrer  l'équation  séparée  dx  = ^ ^ bÿ' 

Si  l’exposant  de  x dans  la  proposée  était  un  des  ter- 
mes occupant  une  place  impaire  dans  la  série  (a) , on 
commencerait  par  la  comparer  avec  l’équation 


dz  = 


m -+-  i 


z1  du 


m -t-  I 


i . 

du. 


et  l’on  continuerait  à opérer  comme  précédemment. 

181).  Les  cas  d’intégrabilité,  ou  les  cas  dans  lesquels  les 
variables  de  l’équation  de  Riccati,  peuvent  être  séparées, 
sont  donc  très-limités;  on  les  a obtenus  par  des  artifices 
particuliers , et  la  méthode  qui  les  a fait  connaître  ne 
prouve  pas  qu’ils  soient  les  seuls  possibles.  M.  Liou- 
villc  a démontré  le  premier,  pan  une  analyse  exacte, 
qu’ils  sont  eu  effet  les  seuls  admissibles  quand,  pour  ex- 
primer^ eni,  on  se  borne  à introduire  dans  le  calcul 
les  signes  algébriques,  exponentielles  et  logarithmiques, 


* 
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et  le  signe  f d’intégration  indéfinie  relatif  à la  variable  x: 
il  nous  est  impossible  de  donner  môme  une  idée  de  la 
marche  qu'il  a suivie.  Dans  scs  savants  Mémoires  sur  la 
classification  des  fonctions , cette  môme  méthode  l’avait 
conduit  à la  solution  d'un  grand  nombre  de  questions 
jusque-là  vraiment  inabordables. 

Toute  équation  différentielle  de  la  forme 

dy  = by'xf'dx  -f-  axmitx, 


dans  laquelle  n représente  un  nombre  quelconque  diffé- 
rent de  l’unité,  pourra  être  ramenée  à l’équation  de 
Riccati.  En  effet,  posons  xf'dx  = dz,  d’où 


wq. 


•Jilli:!' 


I 

-+-  1 


ii  no  rîofi, 


la:  <n  i 

= s,  x = [(«•+-  t)*]" 

n 'iirjl 


dx  — 


ldz 


«4-» 


n+t  _ 


, X-  =V[{n  + .j*h 


im  >.nlq 


V\n  -| - i)- 

en  substituant  ces  valeurs,  on  arrivera  immédiatement  à 
la  transformée 


n — m n — m 

dy  — a (/i  -H  i)n  + ’r  " + Vj  + by'dz. 

On  peut  encore  essayer  de  réduire  à 1 équation  de  . 
Riccati  l’équalion  à quatre  termes 

ay  — ay'dx  -f-  byjfdx  -t-  cx*dx. 

Pour  cela , posons^  = z axr,  a et  r étant  deux  quan- 
tités constantes  et  indéterminées;  on  en  tirera 

* 1 * ’ • 

dy  = dz  -t-  raar~'dx, 

dz  = — mxf~ldx  -t-  az'dx  -+-  ïazax'dx  + a*,x"dx‘ . 

-J-  bzxfdx  -t-  bmxf'+'dx  4-  cx*dx, 

ttwU»  ni  • riu-bimni  n ithtxv -m  ne  .■$.  ci-»  t rjurriq 

On  pourra  rendre  homogènes  les  premier  . quatrième  et 
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sixième  termes,  en  posant 

r — i=2r  = r-|-/i,  ou  r = — i , n — — i ; 
on  a alors  l'équation 

dz  = (a«’4-  bx  4-  »)x~1dx  -J-  (?.a«  4-  b)zx~'dx  4-  az'dx  4-  cx“dx. 

Les  deux  premiers  termes  s’évanouiront  et  la  transformée 
coïncidera  avec  l’équation  de  Riccati , si  l’on  a 

au'  b»  -H  « s=  o,  la * -f-  b — o , 
d’où  • 


— 1 — b b a . b a. 

: , «= , b -t-  i = — b = — a; 

a ’ 2fl  a* 


et  il  en  résulte  que  les  équations  à quatre  termes , de  la 
forme 

7.ydy 

dy  = ay'dx h c&*dxy 

x 

i * * • 

peuvent  se  transformer  en  l’équation  de  Riccati. 

En  faisant,  dans  l’équation 

dy  — ay,xmdx  4-  byx"dx  4-  cafdx,  ■ 
xmdx  = dz,  d’ofl  -r"+I  = (m  l)z, 
n — m n — m 


x"dx=:(m-+- 'zmUr  'dz, 
p — m p — m 

xP,lx  =(pJri'ft+,J*+-  'dx, 

| • « i vy  ||t';  > r n Jli  **«!;.»  ''TLl  ! • àtil )ilt 

on  la  ramène  à la  forme 

P — wi  /?  — m n — m n — ni 

dy  — ay'tlz  4-  c(m  4-  i »•-*-« + m+,(./3j 

que  l’on  pourra  réduire  à l’équation  de  Riccati  si  l’on  a 


b (m  4-  i )m'T" 1 = — 2, 


= — t. 
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OU 


b -f-  a 


ut  par  conséquent  si  l’équation  proposée  est 
b H- 2 

dy  = ay'x  a dx  -+-  byx~  ' dx  -+-  cxmdx. 

Cette  dernière  , en  effet,  se  ramène  à l’équation  de  Ric- 
cati , en  posant  « 

dx  1 

-j^-^dz,  r=*+-. 


Enfin,  si  dans  l’équation  deRiccali  on  pose 


1 dz 

X = T y ab  — — 

az  dx 


d’z 


elle  devient  - = Az.r1"  ; cette  dernière  équation  de- 


dx 

vient  à son  tour 
m dz 


dF+Tdt  = *z>  ct  dF 
quand  on  fait 


d'n  nln  — 1)  _ 

i ’ u = Bu, 

t'  ’ 


- -t-  « 

1 

x = t n = 


1 [m  -f-  2) 


, B = 


, U — tnz. 


Nous  montrerons  plus  tard  comment  on  peut  expri- 
mer , à l’aide  d’une  simple  quadrature , une  intégrale 
particulière,  ct  quelquefois  l'intégrale  générale  de  l’é— 

d *z 

quation  linéaire  du  second  ordre  — — A zx*,  et,  de 
l’équation  de  Riccati  que  l'on  en  déduit  en  posant 
z =ef'Jx. 

190.  Dans  le  dernier  cahier  du  Journal  de  Crelle, 
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M.  Jacobi  a donné  l’intégrale  générale  de  l’équation 

(A  -+■  A'x4- S’y) (xdy  —ydx)  — (B  4-  B'x  -f- B"/ ) dy 

4-  (C4-  C'x  -f-C "y  ) dx  — . o , 

qui  renferme , comme  cas  particulier , l’équation 

ydx  (c  4-  nx) — dy  (y  4-  a 4-  bx  4-  nx ’)  = O, 
ou  nx  (xdy  — y<£c)  — [a  4-  bx  4-  y)dy  4-  cytlx  = o , 

traitée  très-élégamment  par  Euler  dans  le  "premier  vo- 
lume de  ses  Institutions  de  calcul  intégral,  page  345, 

Nous  croyons  devoir  reproduire  ici  la  méthode  suivie  par 
l’illustre  géomètre  de  Kœnigsbcrg,  parce  que  ,nous  n’en 
doutons  pas,  elle  sera  aussi  féconde  quelle  est  ingé- 
nieuse. Posons 

a'  4-  b'x  4-  c'y  a"  4-  b" x 4-  d'y 

a 4-  bx  4-  cy  * a 4 ix  4-  ’ 

et  faisons,  pour  abréger,  z = a 4-  bx  -f-çy, 

*=b'c"  — b"c',  a!  — b"c—bc",  ,"  = bc'  — b'c, 

S = c'a."  — c"a! , C = c"a  — ca" , C"  = ca'  — c’a , 
y=a'b’  — a"b' , y'=  a"  b — ab”,  y"  = ab'—a'b, 

S = a ( b'c"  — b" J) 4-  b (c'a"  — c’a')  4-  e (a' b"  — a" b'), 

on  trouvera 

o*'  4-  b?  H-  cy  — o,  a*"  4-  bC"  4-  cy"  — o,  a' a'  4-  b'C  4-  c'y'  = 

a' cl’  + b'C  4-  c'y"  = o,  aV  4-  b"V  4-  C’y'  = o,  a'a'4-  b"C  -f-  c"y"  — 0; 

z1  du  =4-  a."  (xdy  — ydx)  — (."dy  4-  y "dx, 

z*dv  — — et'  (xdy  — ydx)  4-  b'  dy  — y'dx. 

Si  dans  l’équation  proposée  on  substituait,  pour  x , y, 
dx , dy,  leurs  valeurs  en  u,  v,  du,  dv,  elle  deviendrait 

Mrfu  4-  N<A>  = o, 

ou,  en  mettant  pour  du,  dv  leurs  valeurs, 

( et"  SI  — *'N)  (xdy  — ydx)  — («"M  — ff'N )dy  4-  (y"M  — y'N)rfx  = o. 
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Comparons  cette  dernière  équation,  multipliée  par  z, 
avec  l’équation  proposée , et  disposons  d'unç  indétermi- 
nées', de  telle  sorte  que  l’on  ait 

z(*"M  — «'N)  4-  S'  = A 4-  A'x  -h  A"y, 

z(»'M  — £'N)  -t-  S'x  = B 4*  B'x  4-  B "y, 

*(y" m — y'N)  -1-  sy  = c -+-  c'x  -+■  cy. 

En  ayant  égard  aux  équations  qui  lient  entre  eux  les 

coefficients  a,  à,  «,  a',  a",....,  etc.,  on  ti- 

rera de  ces  dernières 

S'  (a  -4-  bx  4-  cy)  = Aa  4-  Bè  4-0  4-  (A'a  4-  B'i  -t-  C'c)*4-  (A  "a  4-  B "b  4-  Ce)  y, 

— tz  N 4-  S'(a'  4-  b'x  4-  e'y)  = A a'  4-  W 4-0'  4-  (A'a'  4-  B 'b'  4-C'c> 

4- (AV  4-  B"  A'  4-  Ci') y, 

— dzM-f-  S'(a" 4-6"x-+-  c"y ) = Aa  "4-  BA"4- 0"4-  (A'nw4-  B ’b" 4-  CV')  x 

4-(A"a"  4-B"//'  4-  Ce") y. 

Or,  on  satisfera  à ces  trois  équations  si  l’on  a 

— m =(s"  — s')  u,  m = (s*  — s>, 

(A— S')a  4-Bi  4-0  =o,A'a  4-(B'— S' )b  4 -C'c  =o,A "a  -f-B"A  4-(C"— S')C  =0, 
(A-S'>'  4-BA'  4-O' =o, A'a'  4-(B' — S")b'  4-CV  =o,AV  4-B"è'4-(C"— S")C'  =0, 

(A— S")a"4-Bè"4-O"=0,A'a"4-(B'— S")è"4-CV,=o,A"a"4-B"6"4-(C"— S")C"=o, 

« 

et,  pour  que  ccs  dernières  équations  soient  satisfaites,  il 
suffit  évidemment  qu’après  avoir  pris  pour  S',  S",  S*  les 
trois  racines  de  l’équation 

(A  — S)  (B'  — S)  (C'  — S)  — B"C'(  A — S)  — CA"(B'  — S)  — A'B(C"  — SJ 

4-  A'B"C  4-  A"BC'  = o, 

• 1 1 j b-  c b'  c' 

on  en  tire  les  valeurs  des  rapports -,  -,  — , — , , etc.,  ce 

1 r a a a a 

qui  est  toujours  très-facile. 

Cela  posé,  l’équation  M</«  4-  iWe  = o,  identique 
avec  la  proposée,  devient 

(S”  — S')  viiu  — (S"  — S'Jarfr  = o, 
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„S*-S'„S'—  S'=C) 


ou 


(a  4-  bx  4-  cyf  ~ *>'  4-  b'x  + éyf  “ S'(«"  4-  b"x  4-  c’yf  S’ 
On  arrive,  de  cette  manière,  à la  proposition  suivante  : 
Étant  donnée  l’équation  différentielle 

(A  4-  A'x  4-  A"/)  (xrfj  — ydx)  — (B  4-  B'x  4-  B"/)  dy 

4-  (C  4"  C'x  4”  C y)dx=o, 


on  résoudra  l’équation  du  troisième  degré 

(A  — S)  (B'  — S)  (C"  — S)  — B"C'  (A  — S)  — C A"  (B'  — S)  — A'B(C"—  S) 

4-  A'B"C  4-  A"BC')  = o, 

puis,  en  désignant  par  S',  S',  S”  les  trois  racines,  et  po- 
sant , pour  abréger, 

n'C"  — B"C'  = D,  C'A"  — C"A'  = D',  A'B"  — A"B'  = D",  B'  4-  C"  = E, 

on  aura  pôur  l’intégrale  générale  cherchée , 

[D  — ES'4-S'*4-  (D'4-A'S>4-  (D"4-  A"S')rf"_S’ 

X [D  — E S" 4-  S">4-  (D'4-A'S")x4-  (D"4-A"S"}r]S'_S'' 

X [D  — ES"’4-S",4-  (D'4-  A.'Sm)x  4-  (D''4-A"S*)y]^,~^*  = C. 

Scolie.  Comme  les  équations  de  condition  donnent 
seulement  les  valeurs  des  rapports 

b c — — — — 
a'  a’  a'’  a"  ” ’ a"’  a"’ 

trois  des  neuf  quantités  n,  b , c,...  resteront  arbitraires,  et 
la  transformation  pourra  s’effectuer  d’une  infinité  dfc  ma- 
nières. La  méthode  suivie  par  M.  Jacobi  diflère,  du  tout 
au  tout,  de  celle  d’Euler,  qui,  pour  séparer  les  variables 
dans  l’équation 

ydx  (c  4-  nx)  — dy  (y  4-  a 4-  bx  4-  nx1)  — o,  . 
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posa 
transformée 


. r (c  4-  nx)  

posait  s = J -,  , et  arrivait  ainsi  a la 

1 y -i-  a 4-  bx  4-  nx* 


riz 


dx 


z(na  4-  c 1 — bc  -f-  (b  — ic)  1 H-  **]  (c -f- nx) (a  -H  bx  4-  nx *)  ’ 


que  l’on  devait  intégrer  par  les  méthodes  connues.  Euler 
concluait  de  son  analyse  que  le  facteur 


/y3 -f-  (ma  — bc) )■'-+-  n (b  — a c)xy‘-y(na  + c' — bc)(a  -H  bx-hnx)  r‘ 

rend  le  premier  membre  de  son  équation  une  diileren- 
tielle  exacte. 

191.  Comme  dernier  exemple,  nous  considérerons 
l’équation 

dx  dy 

l/a„x*  4-  a,x3  4-  a,x*  -h  a3x  4-04  V' «o/44-  a,  y3 4-  «,jr*4-  a3y  4-  «4  ’ 

dans  laquelle  les  variables  sont  séparées  et  dont  l’inté- 
grale générale  est  une  fonction  algébrique,  tandis  que 
les  intégrales  des  deux  membres  pris  séparément  n’ont 
jamais  pu  être  déterminées  exactement  à l’aide  des  fonc- 
tions conBues , algébriques,  logarithmiques,  circulai- 
res, ete. 

Posons 

l/ «oX*  4-  a,x3  4-  a,x*  4-  ayx  4-  «4  = \/ u, 

V' “oX*  4-  a, y3  4-  a, y'  4-  «3/4-  a 4 = l/f  , 
dx  — dt\/u,  dy  = dt\Zvy 

et  considérons  z,  comine  variable  indépendante;  il 
viendra 

du  = (ia^x3  4-  4-  2 «,x  4-  fi3)dx, 

• dv  z=  (4««r3  4-  3 a y*  4-  a a,y  4-  n3)dy. 
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dx'  dy ' 

u = dF'  v~d?' 


a dxd'x  idrd'y 

du  = : , dv  = — - — 


</z* 


rfz>  ’ 


— ==4<Vc34-3«ixM-2û,x4-«3>  —TT~  4fl->/3+3°.r:,H-art,7+a3, 


: it  — k = n0  (jr*  — j-*)  4-  «.(-r3  — r3)  4-  «>(*’  — r’)  4-  «3  (x  — y). 


dz 

dx'—dy' 
dz 1 

— a<,«(jrî+Jf3)  + “ (x*  4-r*)  4-  a,  (x  4- y)  4-  a,. 
Posons  encore  x — y=s,  x -\-j  ==  t,  et  par  conséquent 
dx  — dy  — ds , dx  -)-  dy  — dt: 
les  deux  dernières  équations  deviennent  alors 
dsdt  a„  , , , a,  , 

7dT'=  ï (f  + "v)+  4 (3/I  + sl)  + a,t+  03 ’ 


^ = - (t3  -h3s't)-h?p  (r  + s‘)  + a,t+  a3  ; 


d 

dz * 2 


en  les  retranchant  et  multipliant  la  différence  par  — , 
on  aura 


i / a dtd't  i dsdt'\  i dt' 

dz'  Vf*  s>  ) dz'  s 1 


2a„tdt -{-  n,dt, 


et,  par  suite,  en  intégrant, 

i dt'  _ dt 

jp—  = a0t'  + a,t-+-C,  -j  — s \S  a0t ‘ -f-  a,t  -t-  C ■ . 

Il  ne  reste  plus  qu’à  substituer  dans  cçttc  équation,  à la 

place  de  s,  t,  leurs  valeurs 
1 dz 


dx  dy  y-  y- 

x — /,  x -+-  y,  7ïz  ~ 

T.  ii.  3i 
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pour  obtenir  l'intégrale  générale  cherchée 


V/'nirr*  4-  a,x 3 a,x'  -4-  a$x-\-ax 

-H  \/a0y*  4-«,.r3  4-  «.J*  4- «3.r  4- «4 
= (x  — y)  l/  (!,(-t+r)'  4-  «,(1  + 4)  -I-  C. 


Si  l’on  donnait  les  équations 

dx  dy 

A„r64-  A,x14-  A,x*-f-  Aj  V//A0/ti-t-A,^4-AJ^-’-t-Aj  ’ 
<£r  dy 

*V^A«*”4-A1.**4-A1  J V/A„j',"4-AI^J,4-A1  ’ 
on  ferait,  pour  la  première, 


x”  = {,  = 1 » d’ofl  = -779»  = -774 

2I/5  al/* 


pour  la  seconde , 


X*  — f,  y"  = *,  d’où  rfr  = - £ " di,  dy  = -*  " rf*, 

/I  « 


et  on  les  ramènerait  ainsi  immédiatement,  ou  à la  for- 
mule déjà  intégrée,  ou  à ce  que  devient  cette  formule 
quand  on  y fait  «4  = o.  On  trouvera,  de  cette  manière, 
que  l’intégrale  de  la  seconde  des  équations  données  est 

x-y' K, x”  +Xx»  + A , -t- y*\/k^y,*+kly' 4-  A, 

= (*"  — y')V' 4-  A,(jt"  4-y")  4-C. 

La  méthode  qui  nous  a conduit  à l’intégrale  de  l’équa- 
tion (A)  ne  s'étend  pas  à l’équation  plus  générale 

dx  dy 

y'n0x*-\-n,x"-‘  + a„  \/ a0y* ■+-  4-  a„ 

car  lorsque  n > 4i  l’équation  auxiliaire  correspondante  à 
\ dt' 

d — — la„tdt  4-  n,dt 
i/Z  s* 
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contient , dans  son  second  membre , des  termes  affectés 
de  la  variable  s,  et  ne  peut  être  intégrée  généralement 
qu'autant  qu’on  égale  à o les  coefficients  des  variables  x 
et  j,  élevées  à des  puissances  plus  grandes  que  4- 

M.  Riclielot  a donné,  dans  le  Journal  de  Crclle,  une 
méthode  nn  peu  différente  de  celle  que  nous  avons  sui- 
vie. Il  pose 

«O*4  -+-  fl.x3  4-  a,x'  -f-  fljx  + =/(x); 

l’équation  proposée  devient  alors  — f1--  = — ■ , et 

H v7W)  y/Tîx) 

l’on  peut  supposer  que  x etjr sout  deux  fonctions  d’une 
nouvelle  variable  z,  déterminée  par  les  équations 

S = KÂW»  % = vTîd-  . 

Posons  de  plus 

x -t-  y = t,  x — y ~ s, 
on  en  conclura 

£ = K7w  + K/Xr>,  ^VW)-V7{ 7), 

£ = tI/'M  +f(r)l 

'd£-tdi=W {x) +/'  - [/(*) -Ar)\ 

Mais , en  faisant 

t[/'(x)  -t-/'(r)Kx  — /)  — [/(*)—  /(r)]  = F(x), 
on  en  tirera 

F'(x)  = i (x  - /)/"(*)  - \ [/'(x)  -/'(,)], 

F"(x)  = 4(x-r)/”(x), 

et,  puisque  la  fonction  F(x)  s’évanouit  ainsi  que  ses  dé- 
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rivées  première  et  seconde  pour  x — y,  elle  sera  divisible 
par  (x  — jy)1,  et , parce  qu’elle  est  d’ailleurs  du  qua- 
trième degré  au  plus,  on  aura 

ï(*)  = (x  — jr)3(«x  4-  ffy  4-  y). 

En  comparant  cette  nouvelle  expression  de  F (x)  à la 
première,  on  trouvera 


= C = n0,  y — ±a,. 


et,  par  suite, 


F(x)  = (x— /)3[n„(x  4-J-)  +Tn>J  = ^("o'  + ïO.). 
d’t  ds  dt 


di 1 


dz  di 


= fs  {aat-\-  jn,), 


ou  2 — d^^  = a n0tdt  + axdt.  L’intégration  immédiate 

S S 

donne  dès  lors 


(°t)  - - 


f*  4-  a J — C, 


et  enfin 

ym+vm  j_  (x + rf  _ (x + ,, = c , 

c’est  l’intégrale  déjà  trouvée. 

Si,  dans  l’équation  différentielle  , on 

M ✓/(x)  v7U) 

remplace  x par  - , y par  -,  et  qu  on  pose 

4-  a,x3  4-  a, x*  4-  «.x  4-  a„  = f(x) , 


elle  deviendra 


fèr  rfy 

✓ f(x j~  l/fTr)’ 


< 
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et  aura  pour  intégrale 

| „<(,  + + 
comme  d’ailleurs,  par  une  nouvelle  transformatiou  de  a.’ 
en  de  y en  j,  cette  dernière  équation  devient 


On  obtient,  sous  une  seconde  forme,  l’iutégrale  de  l’é- 
quation dillérenlielle  — ^ ^ Ces  deux  formes 

W7V)  v//(r) 

doivent  être  au  fond  identiques,  puisqu'une  équation 
différentielle  ne  peut  avoir  qu’une  seule  intégrale  com- 
plète ; et,  en  effet,  si  après  les  a\oir  retranchées  l’une  de 
l’autre,  on  substitue  pour  f (.r),  ./(y)  leurs  valeurs,  ou 
arrive  à une  équation  identique  o = o. 

192.  Dans  ses  leçons  à l’Kcolc  polytechnique,  M.  Cau- 
chy est  arrivé,  d’une  manière  toute  différente,  à l’inté- 
grale de  l’équation  — ~ — = — '-'Y — ■ Il  considère  d’a- 

y7w  vTiT) 

liord  le  cas  particulier 

dx  dy 


\/ a -+-  a,x'  ■+■ 


1/ a„y  4 -H  «J y*  4- 1 ’ 


et  il  cherche  si  une  équation  du  quatrième  degré  , déjà 
symétrique  par  rapport  à X et  h y , 

A ,•**/’  -+-  A.fr1  -+-  y*)  -t-  aAjxy  — i = « = o, 

'ne  pourrait  pas  vérifier  l’équation  proposée.  Pour  cela, 
remarquons  que  u peut  se  mettre  sous  les  deux  formes 

« = (A,  i’-f-A,)y*-f-  a A3 xy  + (A,x’—  1 ) =Xy *4-  aX  ,y  -t-X , , 
11 =(A1y,-t-A,).r*  -f-  i\iyx  + (A,y’ — 1)  = Ta*  -t-  ïY.j-  -t-  Y, , 
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d’où  l’on  déduit 
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du  ,r 

— =a(Yx4-Y, 
dx 


du  . . dr 

— _a(Xy  4-X.),  Yx+Yi- 


dx 

:x/+x"; 


d’ailleurs 
on  tire 


, de  l’équation 

u = Yx*  4-  2Y,x  4-  Y,  = o, 

Y*x*  4-  aYY.x  4-  Y;  = Y|  - YY,, 


Yx  4-  y,  = 1/y;  — YY,; 


on  trouvera  de  môme 

X/  4-  X.  = l/x;  4-  XX,; 

l’équation  « = o entraîne  donc  la,  suivante 

dx  dy 

✓x;  - XX,  — i/yT—  YY,  ' 

que  l’on  identifie  avec  la  proposée , en  posant 
A)  — A*  -f-  A,  = û|A|,  A,  = — 

De  ces  deux  équations,  on  tirera  les  valeurs  de  deux  des 
coefficients  As,  A,,  A,;  le  troisième  restera  indéterminé 
et  sera  la  constante  de  l’intégrale  générale  cherchée. 

Si  l’équation  proposée  était 

dx  dr 

\Znox'  4-  a,xJ  H-  fl,x*  4-  aiX  4-  <i4  V «tf4  4-  "./3  -f-  -+-  <13/  4-  «4 

on  ferait 

1/  — n — (ix’  -H  2»x  -t-  y)  y’  4-  2 («'x*  -4-  aC'x  4-  y')  y 4-  a? x*  4-  2 î"x  4-  y" 
= («/»  4-  2.*'y  4-  «")*’  4-  2(«r’  4-  a?y4-  C")x  4-yy*  4-ay'y  4- y", 

en  supposant  S = y'  = ê",  y = a'',  afin  que,  u étant 
symétrique  par  rapport  à jc  et  à y , le  nombre  des  con- 
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stantcs  soit  réduit  à 6.  On  aurait,  dès  lors  , 

« = X^*  aX,/  4-  X,  = Yx*  4-  aY.x  4-  Y„ 
et,  par  suite, 

d~  = 2(Yx4-Y,),  ^ = 2(Xy  4-  X,), 

X*7*  + aX.Xy  4-  X’  = XJ  — XX„ 

Xy  -+-  X,  = \/X\  — XX7,  Yx  4-  Y, -\/Y]  - YY,  , 

ilx  dy 

\/X\  — XX,  — i/y;  — YY,’ 

et  il  ne  restera  plus  qu’à  identifier  le  polynôme  du  qua- 
trième degré  X’  — XXS  avec 

«irT4  4-  a,x}  4-  «,x*  4-  «jx  4-  «4. 

pour  que  » = o satisfasse  à l’équation  proposée.  Une  des 
six  constantes  restera  indéterminée,  et  u — o sera  l’inté- 
grale générale  cherchée. 

L’intégration  des  expressions  de  la  forme 


dx 


1/VoX4 


fl,XJ 


n,x‘ 


«3X  ■ 


"4 


a été,  daus  ccs  dernières  années  surtout,  l’objet  des  re- 
cherches des  plus  illustres  géomètres.  Nous  sommes  forcé 
de  renvoyer  à un  appendice  l’analyse  de  ces  travaux  et 
la  théorie  complète  des  fonctions  elliptiques. 
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Intégration  de»  équation»  différentielles  totales  du  premier  ordre , ren- 
fermant un  nombre  quelconque  de  variables. 


193.  La  forme  la  plus  générale  de  ces  équations,  quand 
les  différentielles  sont  du  premier  ordre  , est 

Mr/x  -4-  Ndy  -4-  P dz  ■+■  Q dr  -4-  etc.  = o. 

Considérons  d’abord  le  cas  où  l’équation,  ne  renfermant 
que  trois  variables,  se  réduit  à 

M dx  -4-  TUdjr  -4-  P dz  =r  o. 

Il  peut  arriver  que  l’on  reconnaisse  immédiatement  dans 
le  premier  membre  la  différentielle  exacte  d'une  certaine 
fonction  u = F(x,  y,  z ),  de  telle  sorte  que  l’équation 
proposée  puisse  se  mettre  sous  la  forme 

du  — df(x,  y,  z)  = o; 

dans  ce  cas,  il  est  évident  que  son  intégrale  générale  sera 
* u =/{x,  y,  z)  = C. 

Mais  l'expression  Mc/x  -f-  -f-  P dz  peut  être 

la  différentielle  exacte  d'une  fonction  u = F(x,  y,  z), 
sans  qu’on  reconnaisse  immédiatement  quelle  est  cette 
fonction.  L’intégration,  dans  ce  cas,  est  cependant  sure 
et  facile,  parce  qu’on  peut  toujours  déterminer  la  fonc- 
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tiou  u.  En  effet , on  ne  peut  avoir  identiquement 

M<£r  -l-Nrfr-t-  = ? (■*>  ï,  y,  z)dy-\-  4(x>  ?>  t)dz 


, du  ' du  , du 
= du  = — <tr  -+- -dy-y-j-dz , 
dx  dy  dz 


sans  que  l’on  ait 

M = ^ = <f{x,y,  z),  N = ^=  x(x,y,  z), 

_ du  , . . 

P=  — = 4(x,  y,z), 

d M r/N  rfN  dP  dP  d M ^ 
et,  par  suite,  ^ ^ = Or,  dès 

que  ces  conditions  seront  remplies,  on  calculera  facile- 
ment la  fonction  u en  procédant  comme  il  suit.  Puisque 
u a pour  dérivée , par  rapport  à X , M ou  <j>  (x,  y,  z ), 
on  devra  avoir 


; <?(*>  r.  *)<**  + ■’» 

d r o 


v désignant  une  fonction  des  seules  variables  y et  z ; de  là 
on  tire 


du=  f*Mx,y,z)f/x  + *L=r*  Jjc(*'-/y.±Klx  + 
dy  J x0  dy  dy  J Xo  dx 


dv 

d} 

= x(*,y,  2)  — z(*o,  y,  2)+^. 


du 


Mais  — doit  être  égal  à j^(x,  y , z ) , on  devra  donc  avoir 

dp  ('j 

~ «K»,  y,  s)  =0,  p = X(x„,  y,  z)dy  4-  LP- 

w étant  une  fonction  de  x seul , on  a donc 

" = f <P(*,y,  z)dx+  1^  x(x„,  y,  z)dy  4-  «•; 

•'  -*©  JXo 
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en  différentiaut  par  rapport  à z,  on  trouve 

du  __  fx  d<p(x,  y,  i)  _ frdx(x0,  y,  a)j  , rf.v 

rf*  +*/ro * 4r  + *i 

or 

d<t[x,  y,  z)_dl(x,  y,  z)  dx(x  z)_d^(xa,  r,  s) 
dz  dx  ’ dz  dy 

on  aura  donc 

du  _ rx  d'I'fa  Xj  *)  , rrd^(xOJy,  z)  dw 

Tz  - JXo  - dx  dy  - ^ + ,7T  ’ 

et , en  effectuant  l'intégration  et  réduisant, 

âfc  = n (*r>  y i z)  — 4(xo,  /o>  *)  4-  ; 

mais  ^ est  égala  <p(x,  y,  z),  donc 

^ = 'H*o,  /«i  *)»  ‘v = J * 4,(-ro)  y»i  *)dz  -+-  t’, 
et , par  suite, 

m==X  •r’  + X *^r<”  ■r* 

-+-  f ^(joj  r»)  *)*  -+-  c. 

J r0 

Telle  est  l’intégrale  générale  de  l’équation  proposée 
1Adr  -+-  Nrfr  -I-  P dz  — o. 

Exemples  : 

I.  {y  4-  z)dx  -+-  (x  -4-  z)dy  -4-  (j  4-  y)dz\ 
l’intégrale  est  zydx  -+-  zxdy  -+-  xydz  = C. 
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n.  (a/*  -4-  4 az'x')  xdx  4-  (^~==  4-3/4-  ix^ydy 
4-  ( 4*1  -f-  sax*  H . * = ) idz  ; 

v l/y  + «*/ 

>=(a/*  4-  4ax*z')x,  * = ( — F==  4"  3/  4-  2x>  )/* 

\l//*  4-  **  / 

4 = (4**  4-  2ax*  4-  - -'  _ V, 

V l/y*  1-  zV 


d<p 


dX  dx 


2=far=s.  £=- 


X*  _dl 


dy  J dx ’ dz  dy’  * 

</4>  , , d$ 

_=4  = 

les  conditions  sont  donc  remplies,  et  parce  que 

» , f I » I * . * 1 àr 

p (x , / , *)rfx  = x*/*  4-tfx<z*  — x<j*  — ax Js*, 


*(xo,/»z)d/=y4-l/y  4-*1  4-  xJ/*  — rî  — V^yl  + t*  — *lX‘o> 


4(xo,  Jro>*)^*  = *4+  ax'0z'+\/y\  4-  a’  — «î  — «x£zj  — 1/.TÔ  + 2o> 

l’intégrale  générale  cherchée  sera 

u = x’/’  4-  a-Hz1  4-  yi  4-  z*  4-  l^/‘  4-  s’  4-  C. 

194.  Lorsque  pour  convertir  le  premier  membre  de 
l’équation 

Mtlx  -t-  N<//  4-  P dz  — o 

en  une  différentielle  exacte,  il  suffit  de  la  multiplier  pai 
un  facteur  connue,  ou,  en  d’autres  termes,  lorsqu’on  a 
identiquement 

v ( Mr/x  4-  PW/  4-  Prfz)  = du, 
l’équation  proposée  peut  se  mettre  sous  la  forme  ' du  =.  o» 
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et  l’on  y satisfait  soit  en  prenant  du  = o,  « = C , soit 
en  prenant  ^ = o.  L’équation  u = C est  l’intégrale  gé- 
nérale, et  les  valeurs  de  z en  x,  y,  tirées  de  l’équation 

- = o,  seront  des  intégrales  particulières  ou  singulières. 

Mais  v (Mr/r  -f-  -f-  P dz)  ne  peut  pas  être  une  dif- 

férentielle exacte  sans  que  l’on  ait 

D7.pM  = Dx.eN,  D,.«-N  = D7.pP  Dx.eP=  D,.pM, 

oit,  en  développant , 

p(D7M  — DXN)  = ND,p  — MD7p, 
p ( D,N  — DrP)  = PD,  f — JSD,p, 
i>  ( DXP  — D,M)  = MD,  p — PD,  p. 

Si  1 on  multiplie  la  première  de  ces  équations  par  P,  la 
seconde  par  M,  la  troisième  par  N,  et  qu’on  les  ajoute  , 
v disparaîtra  et  l'on  arrivera  à l’équation  de  condition 

(a)  P(D,N  — DrM)-HN(D,M  — DXP)-+-M(D7P  — DJ*)=o, 

qui  devra  nécessairement  être  vérifiée  pour  que  le  fac- 
teur qui  rend  le  premier  membre  intégrable  existe  réel- 
lement. 

195.  Réciproquement,  si  cette  condition  est  vérifiée, 
l’équation  proposée  sera  réellement  intégrable  , en  ce 
sens  que  son  intégration  sera  ramenée  à l’intégration 
d’une  équation  à deux  variables.  En  effet,  mettons  l’é- 
quation Mtfa:+  Nrfy  -+•  P dz  — o sous  la  forme 

N M 

Hz  = — - dy  — -dx, 

et  remarquons  que  si  l’on  connaissait  la  valeur  de  z en 
x,  y et  qu'on  la  substituât  dans  les  fonctions  M,  N,  P , 

— ^ dx,  — ^ dy,  seraient  identiquement  les  dérivées 
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partielles  de  z,  par  rapport  à a:  et  h y.  Donc  , si  l’on 
cherche  d’abord  la  fonction  la  plus  générale  de  z,  qui  sa- 
tisfasse à la  condition  que  sa  dérivée  par  rapport  à y 

soit  — - <fy,  x étant  considérée  comme  une  constante , 

la  valeur  cherchée  de  z sera  renfermée  dans  celle  que 
l’on  aura  ainsi  déterminée,  et  il  ne  restera  plus  qu  a assu- 
jettir celte  dernière  à l’autre  condition  d’avoir  — - 

pour  dérivée  partielle,  par  rapport  à x,  ou  de  vérifier 
l’équation  proposée.  11  faut  donc  chercher  d’abord  l’inté- 
grale de  l’équation 


N 


dz  = — — djr. 


N 


ou  dz  -H  p dy  — o. 


Cette  intégrale  existe  dans  le  cas  où , comme  nous  le  sup- 
posons , les  fonctions  M,  N,  P sont  continues.  Cela  posé , 

N * 

appelons  <p  le  facteur  qui  rendrait  dz  + - dy  une  diffé- 
rentielle exacte,  la  fonction  qui  a pour  différentielle 
(*  + §!❖)?»  et  jr  une  fonction  de  x.  L’intégrale  cher- 

N 

chée  de  l’équation  dz  -+-  - dy  — o,  sera  w = y \ et  il 
faudra  déterminer  % de  telle  sorte,  que  l'équation 


dw  , dw  dw  , dv  , 

— - dx  — dy  — dz  — dx  = o, 

dx  dy  dz  dx 


ou , ce  qui  revient  au  môme  , 

( , N \ dw  d% 

(dz  + -dy)<>  +-,lx--dx=o, 


soit  identique  avec  l’équation  proposée,  multipliée,  si 


Von  veut,  par  un  certain  facteur,  par  exemple,  par-. 


jtt 


J 

m 


^ . . P 


...  j 
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Or,  Ja  comparaison  des  deux  équations 


donne 


( , N \ dtv  dv 

(dz  + - djrjf  + — — —dx  = O, 

Z + p + p dx^j  P = O , 

dx  dw  M 

dx  dx  9 P ‘ 


Cette  dernière  équation  sera  évidemment  intégrable,  et 
il  en  sera  par  conséquent  de  même  de  la  proposée  si,  en  y 
substituant  pour  z sa  valeur  tirée  de  l’équation  %t>  = %, 
y disparait;  alors,  en  effet,  cette  équation  ne  renfer- 
mera plus  que  deux  variables  x et  %.  Donc  la  condition 
d’intégrabilité  de  la  proposée  se  réduit  à ce  que  la  diffé- 
rentielle , par  rapport  à y,  de  l’expression  — — <s— , dans 

dx  1 P 

laquelle  on  considère  y comme  une  fonction  de  z , déter- 
minée par  l’équation  w = soit  identiquement  nulle, 

de  sorte  que  l’on  ait  — o.  Or,  en  déve- 

loppant cette  équation  de  condition  , on  trouve 

d*u>  d'u>  dz  / M M dz  \ 

dxdy  dxdz  dy  9 \ ■ 1 1’  ~+~  ‘ P ’ dy  ) 

M /dp  dp  dz  \ 

î*  \dy  + dz  dr)~°'’ 

mais  en  vertu  des  équations 

Çdz  4-  prfy)?  = »,  w — x, 

dont  la  première  est  une  différentielle  exacte,  et  la  se- 
conde l'intégrale  de  la  première  , on  a 

N 

div N du’ dz  N dp  P 

dy  9 P ’ dz  i/y  P ’ dy  dz  ’ 
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d'w  N N dp  N 

"ihcdy  ~ Dx?  P P dx^  ?DxP  ’ 
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d'w  dz 


N dp  dtp  N dp 


N 


dxdz  " dy 


dv  P ' dx ’ dy  Pà^^,'>' 


En  substituant  ces  valeurs,  l'équation  de  condition  de- 
viendra 

^ N M N M M „N 

DxP  D*P  + P®’  P p Dl  p — °> 

ou  P(DXN  — D,M)  -f-  N ( DjM  — DXP)  4-  M (DrP  — D,N). 

Or,  c’est  l’équation  de  condition  déjà  trouvée  (a). 
Donc,  en  effet,  lorsqu’elle  est  satisfaite,  l’équation 


■ 


Mtir  4-  N dy  4-  P dz  — o 


est  intégrable.  Son  intégration  se  ramène  à l’intégration 
successive  de  deux  équations  à deux  variables. 

196.  En  remarquant  que  les  trois  variables  x,  y,  z, 
étant  liées  entre  elles  par  une  équation  unique,  deux 
seulement,  x, y,  doivent  être  considérées  comme  indé- 
pendantes, l’équation  de  condition  («)  pourra  prendre 
tour  à tour  les  formes  suivantes  : 


- 

dy  P : 


d,  N 
dx  P’ 


N</M  — Mc/N 

Mc/P  _ Pc/M 

Pc/N  — Nc/p 

dz 

dX 

-f-  — 0 J 

dx 

•J|r.  v 

< 

P dz 

■4“  . 

My 

"i  = o 

Mc/r  ’ 

♦ 

c/M  c/N 

c/P 

c/M 

c/N  c/P 

•viè 

M N 

P 

M 

N P 

Pc/S 

% 

> 

N dy 

+ M dx  ~ °» 

• • 
. 'K;. 

4r 

Digitized  by  Google 


4<?6  CALCUL  IHTÉGRAL. 

et  en  posant 

A = — — — B=-?  — I?1  C — — — 

dy  dz'  dx  dz  ' dx  dy' 

AM  4-  BN  4-  CP  = o. 

Appliquons  cette  méthode  à quelques  exemples. 

Exemples.  i°.  ydx  — xdy  — — dz  = o 

z ’ 

M = y,  N = — x,  P = - --; 

Z 

la  condition  (a)  est  satisfaite.  Supposant  x constant , 
dx  — o,  on  aura 


dy  dz 

T x'~  ~~ 


O» 


X 

X 


— la 


= X’, 


différentiant  et  comparant  à la  proposée  divisée  par  y,  on 
trouvera 


y'dx  =o,  x = C; 


l’intégrale  de  la  proposée  est  donc 

X 

- — la  = C. 

r 


a°.  [y'-+- yz)dx+(xz-\-z')dy  -+-(/* — xy)dz=  o, 

M = y*  + yz,  N = xa-+-a%  P =r  y1 — xy; 


l’équation  de  condition  est  satisfaite.  Regardant  z comme 
.constant,  on  a à intégrer 


ou 


ou 


( y ’ H-  yz)dx  -+-  (xa  -+■  z')dy  = o, 

dx  dy 

«4 - z*+  y*  + yz  ~ ° ' 

dx  dy  dy 

*1'  4-  *)  + z(y  4-  *)  ~ 
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et  enfin 


dx  dy 

--f-  — — 

■T  Z y 


dy 

y •+•* 


L'intégrale  de  cette  dernière  équation  est  X'  -4.  “•*  == 

DifTérentiant  par  rapport  à x,  y,  2 , et  comparant  avec 
l’équation  proposée,  on  trouvera 

(/*  -+-  y*)dx  -f-  (xz  -y  z*)dy  -+-  ( y*  — xy)dz 

=*=». 

et  par  suite  ^ = C.  L'intégrale  cherchée  est  donc  défini- 
tivement X'}  Si  l’on  avait  supposé  d’abord  y 

constant,  on  aurait  eu 


dx 


tlz 


y ’ — *y  y'  +y* 


dx 


di 


y — x y -y*  y — x 

(y-yz)dx — (x-t-z)dy-t-(y — x)dz  _ 

(y  — *)' 

( y * ■+•  r*) ,tx  — (xy  -t-  yt)  dy  -y  (y*  — xy)  tlz 


= X, 

dx. 


= ,lXi 


dx 


y (y  — xY 

— -4-y») dy  -f-  (x z -t-  z')dy  _ __  (x-<-z)  (y-f-zW/y 

y (y  — x)‘  y (y  — x)’ 


? • • j 1 Y ”4“  Z 

Si  l’on  élimine  z au  moyeu  de  l’équation  " — y,  , 

y ~ x 


trouvera 


, x(x  j_. 

f*z  — “ 1 / \ 

y z (x  — 0 


dX  — _,lI_ 
y ’ 
r 


^ _ «(r  x — » _ C ^ __ 


x— 1 x y x 

l’intégrale  cherchée  est  donc 
r -h  z y 


.T  Y C 


OU 


xy  -4-  yz 

y -+-  = 


= c. 


T.  U. 
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3».  d.r[<n  — bz)'-\-dy(cz  — ax)  -\-dz\bx — cy)  — o; 

0 

ou  a 

Msn/  — bz,  N = ci  — ax,  P = bx — cy , 

A — 2c , B = 2 b , C = 2 a , AM  -+-  BN  -f-  CP  = o ; 

regardant  z comme  constante,  il  viendra 

1 ay  — bz 


dx  dy 

H -J=  n, 

cz  — ar  ay  — bz 


a rz  — ax 


= Xi 


en  diflerentiant 

dx'ay  — bz)  -h  dy  (cz  — ax)  -+-  dz  ( bx — cy)  

[cz  — ax Y ’ 

et  comparant  avec  la  proposée 

d%  — o,  x. 

l’intégrale  cherchée  est  donc 


C, 


- c , 

cz  — ax 


ay  -+-  Ca  r — [b  -+■  Ce)  z — rv  ; 


si  011  la  mettait  sous  la  forme  tnx  -f-  ny  + pz  — o.  on 
devrait  avoir  me  -f - nb  pa  = o.  Le  facteur  ^ 

rend  le  premier  membre  une  différentielle  exacte  d-y  ; il 
en  serait  de  même  des  facteurs  (bx-cy)''  °‘r- 

4°.  dx( y'-SryzA-z’) 

M ^y'-hyz-hz’,  N = z'  -+-  zx+ x',  P = x’  y- xy  -hy\ 
A =2zy-x—x—iy—ï(z—y),  B=(2x-t-/— /— 2«)— a(.r— ï), 
C =(2r-f-r—  î — 7x)=  i(y— -r), 

AM -t-  BN  4- CP  = *(zi-yi)-h2(x}  — zi)+*(y'  — rl)=;o. 

Regardant  z comme  constant , il  viendra 

dx  dy 

,r‘  -(-  *r  -t-  z‘  r’  4-  zy  + s’ 
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s (xz  + yt- 4-07)1/3  . 

— arc  tang  ' — =/(z) , 

jj/3  b23>-|-XZ+/2—  XJ 


on  pourra  (aire 


m+;z  4-  J/ 

2z*  4-  xz  -+-  yz  — xy 


= X > 


didërentiani 

■izdx(y'+yt+-z')  + -xzdy{z'+zx+-x')—7.xdz(z'-*ryz->-y')-zydz{z'-ï-zx  + x') 

(az1  -t-zx  -h  y z— xy)' 
et  remarquant  que  l’équation  proposée  donne 
dx[y'  -h  yz  + z')+dy(z'  4-  zx  4-  x1)  — — dz (x‘ -h  xy-hy'), 
on  aura,  en  substituant, 

— 2 zdzfx'-hxy  4-  r1) — axrfz (z* -4-  rz  4-  y7)  — 2rrfz(z*4-sx  4-x*j 

— = dXi 


dx* 


(2  2*  -h  ZX-4-  JZ  — xy)% 


ou 


— idz{x'z  4-  xz*4-  y’t  +yz'~hx'y  4 -x/M-  3xjz) 

(2z*  4-  2x4/! — xy)' 

— 5i(j(i4/4!)(*/4  2X4/()  _ 


(az*  4-  zx  4-  yt  — xy)' 


dX 


mais 


xy 


zx  + y z 


X sz*  4-  zx 4- yz — xy’ 
on  devra  donc  avoir 

dx  _ zdz(x  y-  y -y  z) 
x'  xy  4-  SX  4 -yz  ' 

De  l’équation  qui  donne  y on  tire 

2Z’  4-  9ZX  4-  ’ty  I -h% 2S  (x  4-  j 4-  s) 

Z ” 1/4^4/:’ 


1 -H  Z ' 


2 s’  4-  zx  4-/z  — xy 
et , par  conséquent, 

dx  arfs(x  4-/~  4- s)  _ 1 4- s 


xj-  4 *x  4-  zy 


xz 
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— dX  _ _ 

—h, 

X 


<bc  dx 

X I ■+■  X 

* ' -f-  X 

c~  X ' 


dz 

z 


X 


c 


z — C 


I /intégrale  cherchée  sera  donc 

xy  -4-  zx  -+-  y z C 

yz'  -b  zx-4-yz — xy  z — C' 


ou 

xy  -4-  zx  -+-  yz  = C(x  -h  y -h  z). 


On  voit  immédiatement  qu’en  différentiant  l'équation 

xy  -+-  ix  -4-  yz 

x -b  y -b  z ~ 


on  retrouve  la  proposée,  dont  le  premier  membre  devient, 
par  conséquent,  une  différentielle  exacte  quand  on  le 
multiplie  par  un  des  deux  facteurs 


i i 

(.r  -+-  y -f-  z)*  ’ (xy  -b  zx  -b  yz)' 

Cet  exemple  montre  qu’il  est  quelquefois  assez  dilücile 
de  calculer  la  fonction  y/,  on  y serait  arrivé  plus  tut  en 
procédant  comme  il  suit:  de  l’équation 


jy-|-.*r.±j:L-  = *=r(z) 

yz'  -t-  zx  ■+■  yz — xy 


i + i _ az(jr  ■+■  y -+-  z) 

X ~ xy  -+-  zx  4-  yz' 


on  tire 

t _ 2z*  -I-  zx  ^ -yz  — xy 
X xy -h  zx -h  yz 

xy  +zx+yz_  2XZ  = = 

x y-  y -y  z i -b  x 

et,  en  différentiant , pour  comparer  avec  la  proposée, 


xy  -b  zx  -b  zy 
x -h  y -h  z 


C. 
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xdz , 


5".  dx(x* — .y'-t-i1) — z'dyy-zdz[y — x)H (j-1 — x')—o-, 

M=x* — y'  -t-z’,  N = — i',  P = *0  — — x*), 

Z 

* _ 3 2xr  - , y1  3x> 

A — 3 z — ■ — — , B — — 3z  -f-  — — — — t 

Z Z Z 

C = — ?y,  AM  -t-  BN  H-  CP  ==  o. 

En  posant  dz  = o , ou  aura 

dx  (x*  — y * -H  z*)  — t'dy  = o ; 
on  satisfait  à cette  équation  en  faisant  y — x.  Cherchons 
si  l’intégrale  générale  pourrait  être jr  = x -\-  — ; en  dif- 
férentiant  et  comparant,  on  trouvera 
lUJCtlx 

du = <Ui 


multipliant  par  e *' , intégrant  cl  substituant  pour  u sa 
valeur 

i* 


il  viendra 


r — * 


r ,«  e 2 z1 

/ e dx  = 1-  x- 

J y — x 

Il  reste  àdifférentier  cetlc  dernière  équation  pur  l’iden- 
tifier avec  la  proposée  ; on  aura , de  cette  manière  , 


dx 


idz 


xi 


2 x’dx 


~rrr  izdz  z*dr-\-z'dx  i.x‘dz — oxzilx'X 

~c  lx  — * (jr—  *)*  + *(r  — *)  j 

A l’aide  de  l’intégration  par  partie , on  réduira  l’intégrale 
définie  du  premier  membre,  dans  laquelle  on  considère  z 
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comme  constant  ; on  a , en  effet, 

■r*  x* 

J e **j 'dxxz — je  *"  xz’  -yjz’f 
• ’ */ 

ou,  puisque 

j*  il 

.1  Y — J 


r (/x, 


je  Z x'dx  = — je  ‘ xz' 


Xi 


z* 


■ >(?—* ) 


+ T^ 


En  substituant,  ou  aura  définitivement  à comparer  à 
l’équation  proposée  la  suivante 


I , dz  zdz 

e * [dx  — x 1 

z y —x 


ydz 


.-.-r  ™iz 

z*dy 

i 

z'dx  ixdx 

•>x'dz  ' 

1 

Lr—  * 

(r-*)’ 

(y-*)'  y-x 

<y-x). 

ou 

x* 

-^rrfx(r-t-x) 

z'dx 

zxdr 

J 

zdz  x 

L y x 

[y—*Y 

s 

1 

H 

v< 

X 

_ zdx  — 

\ + dx. 


ou , enfin , 
€ 

U 


p " r xdi 

j dx [y' — xa — 2*)-f- z'dy — zdz(y — x) (r’—x*)  J 

_ zdX  — xdz 


Il  résultera  de  cette  comparaison  que  l’on  devra  avoir 
zdy  — xdz  = o, 

et  par  conséquent 

* = Cz. 
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L’intégrale  cherchée  sera  donc 


<io3 


Euler  remarque  avec  raison  que  tant  que  l'intégration 
n’est  pas  effectuée,  cette  intégrale  générale  reste  ambiguë 
et  indéterminée,  parce  que  la  constante  résultant  de  l’in- 

tégrale  indéfinie  f c * <1 x,  dans  laquelle  z est  consi- 
déré comme  constant,  doit  être  une  fonction  de  z.  Un 
peut  heureusement  faire  disparailrc  cette  ambiguïté  en 
divisant  les  deux  membres  de  l’intégrale  trouvée  par  z et 

JC  a 

posant  - — u ; elle  devient  alors 

/ e~ndu  -+-  C = — . 

J y — x » 


L'intégration  qu’il  reste  à effectuer  est  relative  à une 
seule  variable  et  n’amènera  qu'une  simple  constante  ar- 
bitraire qui  s'ajoutera  à C.  Pour  éviter  l'ambiguïté  dont 
nous  venons  de  parler,  arrivés  à l'équation 


( c *'  dx  — ‘ — — 

Y 


-+■  Xi 


nous  aurions  pu  l’écrire  immédiatement  sous  la  forme 


et  puisque  l’intégrale  reste  la  même,  que  t soit  constant 
ou  variable,  on  aurait  pu  di  fié  rentier  immédiatement, 
par  rapport  à toutes  les  variables  X,y,  z,  pour  comparer 
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avec  l’équation  proposée;  ce  qui  aurait  donné 

— TT  / tlx  rh  \ 

z * 


d’o 


p dz  ztlx  - ztl ') 

Vjcdx 

ix'dz 

. 

lr— * 1 (r  — 4* 

s(r-x) 

1 

N. 

1 

dX, 


X‘_ ^)+^dy-zdz{j-x)  - X~{y'  - -r‘)j  = dx. 


et,  par  conséquent, 

dx  — °»  X ~ C , etc. 


196.  On  voit,  par  ce  qui  précède,  i°  que  l’équation 
du  premier  ordre  n’est  pas  toujours  intégrable,  c’est-à- 
dire  qu’elle  ne  peut  pas  toujours  être  considérée  comme 
la  différentielle  d’une  équation  à trois  variables;  2°  que 
l’intégrale  générale,  quand  elle  existe,  renferme  une 
constante  arbitraire;  3°  que  l’intégration  est  possible 
seulement  quand  l’équation  de  condition  (a)  est  satis- 
faite, et  qu’ alors  elle  est  ramenée  à l’intégration  de  deux 
équations  différentielles  du  premier  ordre. 

Si  la  condition  (a)  n’est  pas  satisfaite,  l’intégration  de- 
vient impossible;  l'équation  proposée 

M dx  -H  Nr/y  -t-  P riz  — o 

ne  peut  plus  être  considérée  comme  l'équation  différen- 
tielle d’une  certaine  surface  ; mais  il  sera  toujours  vrai  de 
dire  qu’elle  sera  vérifiée  par  l’ensemble  des  deux  équations 

f/w*  M ... 

” =**(*)•  7ü~9  P=*W’ 

quelle  que  soit  d’ailleurs  la  fonction  arbitraire  L’é- 
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quation  proposée  exprime  alors  une  propriété  commune 
à une  infinité  de  courbes  à double  courbure  représentées 
par  ces  deux  équations. 

Exemples  : 

i°.  [z(z  — a)  + y {y  — b)]iU  — (x  — c)(ydy  + zdt)  = o; 
M = z (x  — a)  -+-  y (y  — b),  ÎN  = — y(x  — c), 

P = — z(x  — c). 

L'équation  de  condition  («)  n'est  pas  satisfaite  : en  faisant 
= z,  ou  trouvera 


l'équation  proposée  sera  donc  vérifiée  par  l’ensemble  des 
deux  équations 

‘iiX- = *(*), 

2°.  ydx  -+-  (*  — x)dy  -+-  (x  — z)dz  = o ; 

M = y,  N = z — x,  P = x — z; 

la  condition  (a)  n’est  pas  satisfaite,  on  a 
9=1,  w = z — y, 
la  proposée  sera  vérifiée  par  le  système 

8 — X = — %,'(*)- 

-c  & 

3°.  l.’équation 

zdx  xdy  •+-  ydz  = o 
est  vérifiée  par  les  deux  équations  réunies 

z + x\y  = *(*),  ïXr~y  = *'(*)• 
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Monge  a eu  le  premier  l’idée  de  chercher  dans  l’ensemble 
des  deux  équations 

, \ ,ta‘  M u \ 

w ~ *i*h.  ^ ~ *p  = *(*)> 

la  solution  de  la  question  proposée. 

197,  On  trouve,  dans  la  Mécanique,  que  certaines  pro- 
priétés remarquables  n’ont  lieu  qu  autant  que  le  trinôme 
\tlx  -f-  Y dy  -+-  7m]  z est  une  différentielle  exacte,  et  l'on 
est  ainsi  amené  à chercher  dans  quels  cas  cette  condition 
est  remplie.  Or,  M.  Cauchy  est  parvenu,  depuis  plus  de 
quinze  ans,  à mettre  ce  trinôme  sous  une  forme  telle 
qu’on  puisse  reconnaître  immédiatement  s’il  est  ou  n’est 
pas  une  ditrércnticllc  exacte.  En  effet,  considérons  X, 
\ , Z comme  des  quantités  proportionnelles  aux  cosinus 
des  angles  a,  y,  qu’une  droite  mobile  fait  avec  les 
axes,  de  telle  sorte  que  l’on  ait 

cos  a _ COS  G cos  y 1 1 

~ÏT~^T  =^zT~  — “R* 

et  concevons  qu  après  avoir  tracé  pour  chaque  point 
M(i,  y,  z ) la  droite  qui  lui  correspond  , et  pris  sur 
une  de  ces  droites  une  longueur  arbitraire  MmV=  r,  on 
puisse  construire  une  surface  normale  à toutes  ces  droi- 
tes; on  trouvera  facilement  que 

-+-  Y dy  JAz  — dt  R dr. 

En  effet , considérons  deux  points  consécutifs  M(x,  y,  a) 
et  M'(x  Ax,  y -H  Ay,  z ■+■  A a),  et  soient  ni,  m les 
points  correspondants  sur  la  surface  orthogonale  ; en 
menant  par  le  point  M un  plan  parallèle  à la  ligne  mm', 
on  formera  un  triangle  rectangle  MM'iN  dans  lequel  l’hy- 
poténuse MM'  est  égale  à 

As  — \/ ar*  4-  AJ  ’ -|-  Ai’, 
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tandis  que  le  côté  opposé  à l’angle  Mest  précisément  l’ac- 
croissement A r de  la  longueur  r,  et  l’on  aura  évidemment 


».  Ar  , X at  , Y y ,Zm 

cosM  = — = ± ± — — zh  — —, 

a.t  R Xs  R » R v 

et  en  passant  à la  limite, 

\(f. r -+-  Y dy  + 'Ldz  ='±  Rrfr.  * - 


Telle  est  la  forme  très-simple  qu'on  peut  donner  au  tri- 
nôme du  premier  membre  ; on  en  conclura  immédiate- 
ment que  ce  trinôme  sera  une  différentielle  exacte  s’il 
existe  un  système  de  surfaces  qui  coupent  à angles  dfoits 
les  directions  déterminées  par  l'équation 


COS  a COS  O cnSy 

xT”  ~ “ Z~’ 

« * 


et  si  en  chaque  point  la  quantité 

R = V/X>  -f-  Y’  -+-  Z- 

• 

est  une  fonction  de  la  distance  r. 

M.  J.  Bertrand,  qui  ignorait  sans  doute  ce  que 
M.  Cauchy  avait  écrit  à ce  sujet  et  ce  qu'il  avait  en- 
seigné dans  ses  Leçons,  a repris  cette  transformation  dans 
le  Journal  de  V École  Polytechnique  : il  démontre  que  le 
trinôme  Xdx  -t - \dy  -y  'Ldz  ne  sera  une  différentielle 
exacte  qu'aillant  que  la  quantité -J-  Y’  -f-  Z*  sera 
en  raison  inverse  de  la  distance  de  deux  surfaces  ortho- 
gonales consécutives.  Dans  quelques  circonstances  parti- 
culières, cet  énoncé  sera  peut-être  d’un  emploi  plus  facile. 

198.  Lorsque  dans  l'équation  différentièlle  à trois  va- 
riables, les  différentielles  dx,  dy , dz  seront  élevées  à 
des  puissances  supérieures , on  devra  la  regarder  comme 
impossible  toutes  les  fois  qu’elle  ne  sera  pas  décomposable 
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:»o8 

■en  facteurs  du  premier  degré  de  la  forme 
Mdx  -4-  -4-  P dz-, 


car,  en  effet , si  l'équation  avait  une  intégrale,  c'est-à- 
dire  si  l'on  pouvait  la  considérer  comme  résultant  de  la 
différentiation  d’une  équation  à trois  variables 

F(x,  y,  z,  C)  = o, 


on  devrait  pouvoir  l'identifier  avec  la  différentielle 
complète 


dJ-dx 

dx 


rfF 

dr“ 


d F , 

— dzxz 
dz 


o; 


il  faudrait,  par  exemple,  qu’après  avoir  tiré  de  cette  der- 
nière équation  la  valeur  de  dz  pour  la  substituer  dans  la 
proposée,  résolue  par  rapport  à dz , on  arrivât  à une 
équation  identique  o = o : or  c’est  ce  qui  n’aura  jamais 
lieu  si  les  différentielles  dx,  dy,  entrent  sous  des  radi- 
caux , ou  sont  élevées  à des  puissances  fractionnaires 
et  négatives.  * 

Prenons  pour  exemple  l’équation 


in  dx'  -+-  ndy%  -4-  pdz‘  -+■  ïqtixdy  -4-  o.rdxdz  -4-  isdydz  = 0; 

en  posant,  pour  abréger, 

r*  — mp  — A,  rs  — pq  — B,  s1  — np  = C, 


on  trouvera 

, — rdx — sdrzt:  \/ Kdx * -4-  iBdxdy  -4-  Cdy1 

dz  = : , 

9 

■9 

et  l'on  en  conclura  que  l'équation  proposée  sera  absurde 
ou  non  intégrable,  tant  que  la  quantité  sous  le  radical 
ne  sera  pas  un  carré  parfait , c’est-à-dire  tant  qu’on  11 'aura 
pas  B’  = AC. 
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199.  Disons  seulement  un  mot  des  équations  différen- 
tielles à plus  de  trois  variables,  ou  de  la  forme 

Mdr  4-  N dy  4-  P dz  4-  Qdu  4-  R dv  4-  etc . . . , = o, 

M,  N,  P,  Q,  R,...,  étant  des  fonctions  des  variables  x, 
z,  u,  (>,.••>  dans  le  cas  où  l’on  pourra  regarder  cette 
équation  comme  provenant  d’une  équation  primitive 

F(*.  r»  *.  U,  e.  ..)=  o ; 

une  quelconque  des  variables,  z par  exemple , devra  être 
considérée  comme  une  fonction  de  toutes  les  autres  qui 
demeureront  indépendantes , et  l’on  aura 


, dz  , dz  , dz  , 
dz  — — dx  4 — r dy  4-  —du  4- 
dx  dy  du 


dz 

-rdv  4-  etc.  ; 
dv 


mais  de  l’équation  proposée  on  tire 


, M . N . Q , R 
dz  — --dx  — -dy—-du  — - dv  4- etc. ; 


donc 


dz 

dx 

dz 

Tu 


M 
P ’ 

Q 

i>’ 


dz 

dy 

dz 

dv 


et , par  conséquent , 


En  développant  ces  équations , et  substituant  pour 

Te’  T’  Tl''"'  *eurs  va^eurs»  on  obtiendra  les  conditions 

auxquelles  devront  satisfaire  les  fonctions  M,  N.  P.  Q,..., 
pour  que  l’équation  proposée  soit  intégrable.  Si  le  nom- 
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brede  variables  se  réduisait  à trois  f il  n’y  aurait  qu’une 
seule  équation  de  condition , 


„ M N 

D'p  = u-pi 


il  v en  aurait  trois, 


M N M O N Q 

— D*p>  ü“p  — U‘p’  ü“p — Dr  p > 


s’il  y avait  quatre  variables,  x,  y,  z,  u.  En  général,  si  n 
est  le  nombre  des  variables , le  nombre  des  équations  de 
condition  sera  égal  au  nombre  des  combinaisons  deux  à 
deux  des  (n  — i)  dérivées  D ,z,  D,z,  l)„z  c’est-à- 

dire  à 

a 

Dans  le  cas  où  le  premier  membre  de  l’équation 
Mdr  -t-  N dy  -H  Vdz  -f-  Q du  -+-  Rrfc  -4-  . . . = o 


a été  ramené  à être  une  différentielle  exacte,  ce  qui  a 
lieu  lorsqu’on  a 

DrM=DxN,  D^rziD.P,...,  D, M = DXR  , 

D,N  =DrP,  D,N  = D,P , . . . , DrQ  = D„R,..., 


on  trouvera,  en  posant 

» , , 

M = F,(x,  y,  z,...,  p),  N = F,(x,  y,  s,...,  p), 

P = Fj(x,  y,  s,...,  p),  Q = F4(x,  y,  z,...,  p),..., 

et  procédant  comme  dans  le  n°  193,  que  l’intégrale  gé- 
nérale de  l'équation  proposée  est 

/ *,...,v)dx- 1-  / 7F,(x01>-,  z,...,  p )dy 

d*o  J T O 

-+■  f Fj(x0)  yof  z,...,  p )dz  ■+■  I F4(x„,  )o,  z„, . . . ,p )dn  = C. 
J*0  s ' UQ 
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20().  Alors  môme  que  le  premier  membre  de  l’équation 
proposée  ne  pourrait  pas  être  ramené  à Une  différentielle 

exacte  si  les  — — équations  de  condition  sont 

satisfaites,  on  pourra  l’intégrer  en  suivant  une  marche 
tout  à fait  analogue  h celle  que  nous  avons  employée 
dans  le  cas  de  trois  variables.  Supposons,  par  exemple, 
qu’il  faille  intégrer  l’équation 

z(y*  4-  z)dx- (-  z(u — x)  dy  -+-/  (x  — u)rfs-+-y(y  - f-z)  du  =z  o. 
Les  fonctions 

M=jz-f-ï1,  N = z«— xz,  P — xy—yu,  Q =y*  -hjrz, 

satisfont  aux  équations  de  conditions;  dès  lors,  pour  in- 
tégrer, supposons  un  instant  que  u et  z sont  constants,- 
c’est-à-dire  posons 

du  = o,  dz  ~ o , 

l’équation  deviendra 

dx  dy 

4-  ^ — o; 

u — x y -f-  z 

et  aura  pour  intégrale 

/(*>  «); 

eu  dilfércntiant  par  rapport  à x,  y,  z,  u,  on  trou 


r_ 

U 


l 

= * 


( y -f-  z)dx  4 - (u  — x)dy  4-  (“  — x)dz  — [y  4-  z)du 

(u  — x)*  ^ 

Mais  de  l’équation  proposée,  on  tire 

, . . y(u  — x)dz  — y(y  + i)du 

(y  -+-  z)dx  4-  («  — x)dy  = — — - ; 
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U — - x 


= 


DU 


X<h  — x'du  =3  zdx, 

> 

y - 

i 

a-  = il  *+-  C, 
% 


xdz—  • zdx 


= a/«. 


» ■ 
Z 


* = 


u -h  c' 

l’intégrale  de  l’équation  proposée  sera  donc  ^ 


■*  * 

jr  _ 

« ,tv 

* 0 

\ 

-A 

U X u 

, • 

■ 

-h  c’  - 

*%  ' . 

,r  > 

# . 

#> 

f 

H ■ 

^:r 


. i, 


*• 


" *. 


% * 

-J; 

>•-  * 
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TRENTE-TKOISIÈME  LEÇON- 

« 


De  l'intégration  d'un  ftypténie  de  n équations  simultanées  du  premier 
ordre,  àn  +*  i différentielles,  ou  à « dérivées. 


20t.  Nous  avons  fait  voir  coiiuncul  on  pouvait,  dans 
tous  les  cas , intégrer,  soit  exactement,  soit  par  approxi- 
mation, l’équation  différentielle  du  premier  ordre,  et 
du  premier  degré 

dr  = f{x , y)<lx.  - 


Supposons  maintenant  qu’on  donne  n équations  diflc- 
rentielles  du  premier  ordre  entre  n -f-  i variables  /, 
x,  y,  z, ... , e,  et  leurs  n ■+■  1 différentielles  rit,  rix, 

riy , riz,...,  riv,  ou  les  n dérivées  ^ 

' ’ dt  dt  dt  . dt 

forme  générale  de  ces  équations  serait 

L,dt  -4-  M,rf-r  -4-  N, rfy  4-  P ,dz  + . 4-  R,rfv  x o. 


.La 


L „rf/  -4-  M ,dx  -4-  N„rfy  -4-  P „dz  -4- ...  -4-  R.rfr  = o; 

maison  peut,  dans  tous  les  cas,  les  ramener,  par  pne 

simple  élimination,  à la  forme 

• • 

dx  = F,  (f , x,  y,z,...,v)dt,  dz  = F,(t,  x,y.  v)  dt,..., 

dv  — F„(r,  x,  /,2,....  v)dt, 

* •* 

et  il  s’agit  de  prouver  qu’il  existe  réellement  un  système 

de  valeurs  x = f,  (*),  z = f,  (/),...,  w—  f„(t),qui 
T.  n.  33 
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jouissent  de  la  double  propriété  de  vérilier  les  équations 
proposées , et  de  prendre  pour  t — t0  des  valeurs  déter- 
minées xot  y 0,  zQ, . . . , e0.  Or  il  est  facile  de  démontrer 
l’existence  de  ces  valeurs  dans  le  cas  où  les  fonctions  F, , 

F,,  F,, . . . , F„  restent  finies  et  continues  ainsi  que  leurs 
dérivées  par  rapport  à x,  y,  z,. . u,  DJF1,,  DrF,,..., 

D„F,,  Dj-F,, . . . , D„F,,  etc.  Pour  y parvenir,  il  suffit  de 
procéder  comine  dans  la  vingt-sixième  leçon  et  de  calculer 
n quantités  X,  Y,  Z, . . . , V,  à l’aide  des  équations 

A?,  x„  — [ f,  F t(fo»  x0, . * z j — (t,  — r,) F,(/, , x,, . ^ 

i —(1  i (*■_,,  x-—,,..., 

y>  — y,  — Y,  = (t,—  f,)F,(f,,  x,,...,  v,),..., 

Y y H—  t — (T  tn_ ,)  F , xR. . 

A 

car  les  quantités  X , Y,  Z,...,  V,  tirées  des  équations 
qui  précèdent,  jouissent  des  trois  propriétés  suivantes  ; 

I.  Elles  sont  des  fonctions  continues  des  constantes  xa , 
y o • • f*»  en  ce  sens  que , pour  des  valeurs  déterminées 

de  ces  constantes,  elles  prennent  une  valeur  unique  et 
déterminée  , et  que  les  variations  qu  elles  subissent  quand 
on  fait  croître  ou  décroître  les  constantes  d’une  quantité 
très-petite  , sont  elles-mêmes  très-petites.  II.  Les  quanti- 
tés X*  Y,  Z,.-. . ,-V,  convergent  à mesure  que  les  élé- 
ments ,4c  la  différence  T — t„  diminuent  indéfiniment 
vers  des  limites  finies 

i x0 , ... , e0),  y,  (T  , fa , xoï .. . , i’0j,  fH ( toy  •*’<»•••>  **0 J» 

III.  Les  valeurs  x,  y,..-,  e,  des  quantités  X,  Y,...,  V, 
correspondantes  à T = t,  c’est-à-dire  les  quantités 

X — y,(r,  for  Ao,  J o»*'*,  •’a),  - . • , v “/a(t,  for  X„,  y l’o), 

véjifient  Içs  équations  différentielles  proposées,  et  se  ré- 
duisent ,pour  l = t0,  aux  constantes  ou  valeurs  initiales 
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des  variables,  X0,  ya,...,  va.  Mettons  tour  à tour  en  évi- 
dence ces  propriétés  remarquables. 

202.  Ir*  Propriété.  Les  quantités  X,  Y,  Z,...,  V,  sont 
des  fonctions  continues  des  constantes  x„,  y0,  zot . . . 
Donnons  à ces  constantes  des  accroissements  très-petits 
a.n  60)  y0,...,  que  nous  pourrons  mettre  sons  la  forme 

&o  — Po  COS  A0  , — pQ  COS  jBg , y„  — * p,  COS  >o  t ■ • • t 

en  assujettissant  le  module  p0  et  les  angles  ou  paramètres 
Aq,  fx0,  v0,...  à vérifier  les  équations  de  condition 

. , * 

Po  = 1/ “ô  H-rô  + ...»  cos aA0  -+-  ros ‘/i0 H- cos i . 

Les  accroissements  des  quantités  x„ , ym,  zm,...,  X,  Y, 
Z,...,  pourront  être  représentés  par  des  expressions  de 
même  forme 

P«  COS  Ab  , pm  COSfim  y pm  COS  t m y . . • y 
Pn  COS  An  y pn  COS  fCn  y P«  COS 

Comme  on  a , d’ailleurs , 

xm+t  — xm  — (tm+ïï  T I*  i (t*  t » Jr»****)> 

X m+i  Xm  — . X mi  • ••)>•»••»  . 

en  changeant  x„,  y0,  za,...,  en  x0  + *0,  y0  ■+■ 

z„  -H  7o.  on  aura 

»* 

•f«^.t  pm+t  COS  **"m  Pm  COS  A* 

^ (1*4.1  f*)  F | y xm  Pm  COS  -4-,  . . 

et,  en  faisant 

* > . 

PmÇm  *^m  “4“  PmCOS  A*,,  /m  ~f"  pnCOS^m  “t” 

F i (^m  » » /«»•••)} 

P«4«  COSA„+f  = p„  [cOSAm  -f-  — tm) |. 

En  posant 

PmVm— F3  (f*»  j Xm  -4~p*  COS  A*,,  (tmj  •*’«»•••)»  PmÇm Fj(.  • ), 

33.. 
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on  trouvera  de  môme 

Pin+i  COS,«m+I  = f'm [cos^»  + Irn  i fn,)]  > 
pm+i  COS *m±i  = »„[cOSV.  -+-  \/m+  i tm) ] , 

et  en  carrant  , ajoutant,  et  ayant  égard  à l’équation 

co»  *Am  -h  cos  V**  -+-  cos  *»*  4- . • • = i , 

Pm+,  = pm[ï  -4-  a(f«+.  — 0(Ç.  COS  A.  4-  im  cos fi„  4- . . . } 
4-  {tm+i  lm)  (5.n  4"  1m  4-  . . •)]• 

Or,  la  valeur  maximum  (*)  de  la  somme 

ê„  co»a„  4-  »«cos  f*m  4-... 


(*)  En  effet , si  l'on  a à la  fois 

cos  Vr  -+-  cosV  -+-  cos  ’*  4-...  = t, 
u — a cos  x -4-  h COS.T  -4-  e cosr  -4-... , 


on  aura  évidemment 

ai  + fc«  +c*4-...=  {«  cos  x -+-  b eos/-+-r  cos  * -t-...  )■ 

+ {aco»r  — b cosx/ 4-(«  cos*  — ecosx),-+-..-t-(A  cos*  — ccos r)’-t- 
u*  =:<!*  4-  *’  («cosr—  b cosx/  — (a cos*  — c cosx)* 

Donc  la  plus  Rnin.le  valeur  numérique  de  u*  sera  a’  -i-  A1  -t-  c’,...  ; et  la 
plu»  grande  valeur  de  u,  l/a*  -+-  **  -+-  «’  4-... . u d'ailleurs  atteindra  son 
maiimmn  quand  on  aura 

aco»S  — fccoux  = O,  a cos  z c cos  x = o , b coss  — ccosy  = o 
ou 


cosx  CO&f  COS  I 
a ho- 


Or,  de  ces  dernières  équations  on  tire 

a COS  x -4-  b cosr  -4-  C C08  Z -4-  • • • _ ___ 

â*  -hb*  -4- c*  ' a«+i»  + f»+v. 

» l/ cos  *« -4- cos* o -t-  cot>8}-f-... r 

\/ a'  -±  b*  -4-  C%  -4- . . . l/V  -f-  b1  -4-  C*-4- . . 

et,  par  suite, 

« u = a*  -H  5*  -4-  c* 


C’est  bien  la  valeur  maximum  trouvée  directement. 
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est  VS’-  + *!+■•' j donc 

pl+.  0.i[i4-  a i.  4-  iü,  ...4- 

P«+|  <CP»  [•  4~  (*«1+1  -H  «m  -4-.  . .]• 

Désignons  par  y,,  x»  9,,  x»  <{’*>•••  *es  dérivées 

des  fonctions  F,,  F„  F,,...,  prises  par  rapporta  x,  j-, 
a,...;  on  aura , en  vertu  d’une  formule  connue  de  calcul 
différentiel, 

P ni  P r/i 1'  i (*«,•**„,  4“ fta  COS  ^«,,^«,4”  pm  COS^4*,,...)  P t(*m,  Xm,  Y »»**«) 

= f„COS>«$,  Um,X„  4-fif„COSA»,  .r„4-Sp„cosiu.,...) 

4-, °«cosp»  -f-p„ cos »„>{.,  (•*•)•  • • 

Le  second  membre  de  cette  équation  est  évidemment  une 
valeur  moyenne  de  la  somme 

Pm  cos  Xmç , (t , x,  y pmcosttmx,(t,  x,  y, 

-t-p«  COSrB^,(/,  x,  y,  Z,...), 

qui  est  toujours  plus  petite  que 

P«V/$Î  4-  x]  ■+■  4-...; 

donc,  si  entre  certaines  limites  /„  etf0  + r,  les  dérivées 
(fi,  xi,  ^t, . . . restent  continues  et  finies  et  ne  dépassent 
pas  une  limite  fixe  1 , on  aura  , en  désignant  par  N le 
nombre  de  ces  fonctions,  |i<Nl*;  on  trouverait  de 
même,  en  désignant  par  m,  n,...  les  limites  finies  supé- 
rieures des  fonctions  dérivées , 

. • t 

<Pi,  x»  4-.»  • • • , Xi>  4*>  ■ v » ii<CNin',  4m<Nn’; 
donc 

ii  4-  *,!,  4-  4m  4- . . <N(l*  4-  m»  4-  n*  4-. 
et,  par  conséquent, 

Fm+i  0«[i  4-  (t.i+1  — *»)  ]N*  l/l'  4-  m1  4-  n1  4- ...  » 
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ou,  en  posant 

N ’ ni’  -t-  n*-f-...  = K,  f«+i  <C  Pm[  * -+-  — A»)] ; 

en  faisant  tour  à tour  dans  cette  équation , m = o,  w = i , 
m — a,...,  ni  = n,  on  trouvera 

P.<P«,['  ■+-  K(f,  — A,)],  . r,  <P.[«  -+-K(f, 

P»<CP»-it'  ■+"  K (T  — A,_,)], 

et , en  multipliant , 

P.  < P»  [ I + K(/,  - ta) ][l  -+-  K (!,-»,)]...[  I -4- K (T-  /_,)]■ 

On  prouverait  facilement  que  le  produit  du  second  mem- 
bre est  inférieur  à l’exponentielle  eK(T—  '<>),  quantité  finie, 
que  nous  pouvons  représentcrparL  : doncp„-<Lj00;donc  le 
rapport  de  p„  à p0  est  réellement  une  quantité  finie  ; donc 
X,  Y,  Z,...,  qui  d’ailleurs  pour  chaque  valeur  attribuée 
aux  constantes  x0,  jr0,  zOJ...  prennent  une  valeur  unique 
et  déterminée,  croissent  ou  décroissent  de  quantités  très- 
petites  p„  cos  A„,  p„  cos  p„,...,  quand  on  fait  croître  ou  dé- 
croître xy,  ja,  z0,...,  de  quantités  très-petites  p0  cos i0, 
pu  cosu0,...,  et  sont,  par  conséquent , des  fonctions  conti- 
nues de  ces  mêmes  constantes. 

203.  H®  Propriété.  A mesure  que  les  éléments  de  la 
différence  T — 10  diminuent  indéfiniment,  X,  Y,  Z,... 
convergent  vers  des  limites  finies 

f \ fi  ) tQ  , XQ  , _),)  Z0,  . • . j , Z)  (T  , ta  y y J oy  Su,  • . 

En  efTet,  quand  on  suppose  ces  éléments  réduits  à un  seul 
qui  est  cette  différence  elle-même  , on  a simplement 

X ~ xD  -t-  (T  — A>)F  i (to  y 'Tôt  y o » • • • ), 

y — _>‘0 -f- ( y ■ a>)f i (r„ , x0, yoj 

Lorsqu’au  contraire  la  différence  T — est  partagée  en 
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DLÿ 

« éléments  l,  — ta,  t,  — fj,...,  T — f„_, , on  a 

x jra— (t,  ai )Fi(r0,  ro» ,?o) ■•■  ) -f-  (t*  t,) F,(t, , y < i ■ *)t~  i 

et  parce  que  le  second  membre  est  évidemment  compris 
entre  les  limites  — (T  — t0) A , -+-  (T  — f0)A,  A étant 
la  plus  grande  des  valeurs  de  F,(f,  x,  y,  z,...)  entre  les 
limites  tQ,  T,  il  s’ensuivra  que  X sera  compris  entre  les 
limites  x„  — A(T  — f0),  x0  -+•  A (T  — /0);  on  prou- 
vera de  la  même  manière  que  Y,  Z,...  sont  comprises 
entre  les  limites ya  ^ B(ï  — tQ),  za  + C (T  — 

B,  C désignant  les  valeurs  maximum  des  fonctions 

F a (fi  •Z  j X i ® i ■ • • ) » F3  (f , x , ^ , s,. ..J. 

Il  en  résulte  immédiatement  que  toutes  les  valeurs  que 
prennent,  entre  les  limites  t0  etT,  les  fonctions  F,,  F,,..., 
sont  des  valeurs  particulières  des  expressions 

F.[f„  + S(T  — f„),  x„ ±C,  A{T  — /„),  ^Bd=8,B(T  — 
F3[t„-4-8(T  — t„),  x„±6,A(T— /„),  ^0±  8,  B (T  — 

dans  les<juelles  9,  0,,  9„  ...représentent  des  nombres  com- 
pris entre  o et  i . On  a d’ailleurs  évidemment 
F,[/04-S(T-t0),  x0±i/1A(T- /.),  jo±5aB(T 

I t (to  i Zot  J o,  Z0,  j “ 1 1 , 

s,  désignant  une  quantité  qui  s'évanouit  avec  la  diffé- 
rence T — /„  -,  et,  puisque  les  différences  X — xa,  Y — y0, , . . 
sont  égales  au  produit  de  T — /„  par  une  valeur  moyenne 
des  fonctions  F,,  F,,...,  on  aura 

X = x„  -t-  (T  — t„)F,  (/„,  x„,  . ••)-(-  (T  — /0)«i» 

Y =^o  -+-  (T  — t0)Fa  (r„,  x0,  y0, (T  — 

et  l’on  en  conclura  que  l’effetde  la  division  de  l’intervalle 
T — ta  en  n éléments  t,  — t0,  t,  — f,,...,  a pour  elïet 
d’ajouter  aux  valeurs  de  X,  Y,  Z,...,  des  termes 

(T  — (T  — t.) 
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dans  lesquels  les  coefficients  t,,  s évanouissent  eux- 
mêmes  avec  la  différence  I’  — ta.  Supposons  maintenant 
qu’on  divise  à leur  tour  Jes  intervalles  r,  — ta, 
en  de  nouveaux  éléments,  et  ne  considérons  d’abord  que 
l’élément  t,  — ta-,  les  quantités  x„  j„  z„...,  x„ 
z,,...,  subiront  des  variations  analogues  à celles  qu’é- 
prouvaient Y,  Z,...  dans  la  division  de  l’intervalle 
T — t0,  et  deviendront 

4-,  ± - tB),  y,  ± ,»(/,  _ 

Kn  posant 

p'  = -t-  -h..., 

chacun  des  nombres  t , s',...  pourra  être  représenté  par  une 
expression  de  la  forme  p'  cos  A',...  On  en  conclura  que  la 
sommedes  accroissements  de  x,,j  lt  s,,...  sera  inférieure 
au  produit  p ( tt  — /0),  p étant  un  nombre  qui,  ainsi  que 
t,  e",...,  s'évanouit  avec  l,  — ta,  et  l’on  prouverait,  eu 
raisonnant  comme  nous  l’avons  déjà  fait,  que  la  subdi- 
vision de  1 élément  /,  — t„  ferait  varier  X d'une  quan- 
tité inférieure  à l’expression  L'p'Çt,  — 10\ . . . La  subdi- 
vision des  éléments  f,  — f,,  t,  — t„...  fera  de  même 
croître  ou  décroître  X de  quantités  inférieures  aux  ex- 
pressions L‘  p"(t% — tt),  L*p*  (t,  — dans  lesquelles 

les  coefficients  p",  p*,.. . s’évanouissent  avec  les  différences 
tt  — t u — t,,...  Dès  lors,  la  Variation  totale  que  la 

subdivision  de  tous  les  éléments  t,  — tQ,  t,  — fait 
subir  à X , et  par  conséquent  aussi  à Y,  Z,...,  sera  une 
expression  de  la  forme 

L(T  — '«)p, 

p étant  une  moyenne  entre  les  coefficients  p',  p",  p",..., 
cl  s'évanouissant  avec  les  éléments  de  la  subdivision. 
Donc  on  n’altère  pas  sensiblement  les  valeurs  de  X,  Y, 
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Z,...  correspondantes  à un  mode  de  division  dans  lequel 
les  éléments  de  la  ditTéreuce  T — t0  ont  des  valeurs  nu- 
mériques très-petites,  si  l’on  passe  à un  second  mode 
dans  lequel  chacun  de  ces  éléments  se  trouve  subdivisé  en 
plusieurs  autres.  On  étendra  facilement  cette  conclusion 
au  cas  où  les  éléments  du  second  mode  de  division  ne  se- 
raient plus  des  subdivisions  du  premier,  et  il  restera  dé- 
montré par  là  que,  lorsque  les  éléments  de  la  différence 
T — ta  sont  très-petits,  le  mode  de  division  h’a  qu’une  in- 
fluence insensible  ; et  que,  par  conséquent , si  l'on  fait 
décroître  indéfiniment  les  valeurs  numériques  de  ces  élé- 
ments en  augmentant  leur  nombre,  les  quanti  tés  X,  Y,  Z, . . . 
convergeront  vers  des  limites  fixes  J\  (T,  t„,  x„,y0,  2,,,...), 
ft  (T,  tQ,  xQ,  yoy. ..),...,  dépendantes  uniquement  de  la 
forme  des  fonctions  F,,  F,,...,  et  des  constantes  T, 

-*-oi  y ai  *o)'*  • * 

201.  IIIe  Propriété.  Si  dans  les  valeurs  de  X,  Y,  Z,... 
on  remplace  T par  t , on  obtiendra  des  fonctions  x, 
y,  z,...,  d et, 

^o,  ■'■O,  /oi*'.)j  X — — ,/i  (f,  t0  , X q,  Xoj  ••)*  • > 

qui,  pour  t = ta , se  réduiront  à xn , y„,  z0,...  et  vérifie- 
ront les  équations  différentielles  proposées.  F.n  effet,  nous 
avons  trouvé 

X Xa  — = *(T  fo)Pl(fo,  ^ot  Xo  »•..)  “t-  (T  — 

Y Xu  — ( 1*  A»)  F,  , xa , • . . ) -(-  ( T — t0j(3 , 


et  l’on  en  conclura,  en  changeant  T en  t , et  faisant 
t = t0, 

X = x„,  y — Va-  * = *<>,... 

De  plus,  le  raisonnement  qui  nous  a conduit  aux  va- 
leurs précédentes  des  différences 

X **0 * Y y o, . . . 
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nous  aurait  donné  l’équation  suivante  : 

X — xm  = (T  — f„)F,  (f„,  x.,  y„,. . (T—  U)  i', 
Y — r-  ) + (T-r,).", 


dans  laquelle  tm  désigne  une  valeur  de  t comprise  entre 
t0  et  t„  -f-  T.  Or,  si  dans  ces  équations  on  fait 

im  = t,  T—t  + h,  x = f,  (t),  r = ., 

on  aura 

x„  = f,(r),  X=f ,(r  + fi), 

Xm=( ,(t),  Y=f ,(t+h) 

et  il  viendra 

f.  (t  -+-  A)  - f,  (/)  = AF,  [t, , f,  (<),  f,  .7, , 

f,(/  A)  - f,(r)  = AF,  [t,  f,  (/),  f,  (f),  ■ • •]  -f-  ‘"A , 

et  si , après  avoir  divisé  par  h,  on  passe  à la  limite,  on 
trouvera 

([(t)dt  = = dx  = F,  ( t , x,  y,  z, . . 

f',M  dt=d[',(t)=  dy  = F,  (f,  x,  y,  s,. . .), . ... 

et  ces  dernières  équations  expriment  évidemment  que 
les  fonctions 

*=  f«(0  = /. (*»  *o,y„,---),  y = f ,(t)  = f,(t,xoty„...), 

vériGent  les  équations  différentielles  proposées. 

205.  Lors  donc  qu’entre  les  limites  l0  et  tD  -f-  t,  les 
fonctions  F,,  F,, . . .,  ainsi  que  leurs  dérivées  par  rap- 
port à x,  y,  z,. . .,  restent  finies  et  continues,  il  existe 
des  fonctions  x,  y,  z,...  de  t et  des  constantes  t0,  .rc, 
ya,  qui  vériGent  les  équations  différentielles  pro- 

posées et  prennent  pour  t = ta  les  valeurs  initiales  don- 
nées x0,  ya , z0,....  Mais  il  peut  arriver  qu’entre  les  li- 
mites ta  et  tn  -f-  t,  les  fonctions  F, , F,,...,  et  leurs  déri- 
vées, ne  soient  Gnies  et  continues  que  pour  des  valeurs 


Digitized  by  Google 


TRENTE-TROISIÈME  LEÇON.  5a3 

de  a;,  y , 2,...,  comprises  entre  des  limites  déterminées 
xa  et  x„±a,  yQ  et  ya  ± b,  za  et  z0±c,...  : 

or  les  propriétés  que  nous  venons  d’énoncer  pourront  con- 
tinuer de  subsister,  même  dans  ce  cas,  pourvu  qu’en  ap- 
pelant A,  B,  C,...  les  limites  des  valeurs  absolues  des 
fonctions  F,,  F,,...,  F„,  on  choisisse  T de  manière  à sa- 
tisfaire aux  inégalités 

T—  f„0,  A(T  — t0)O,  B (T  — f„)<  6, . . . . 
Alors,  en  effet,  la  valeur  dex,,  déterminée  par  l’équation 

xt  — X0  -f-  (/,  — tu)  F , ( XQ  t J q,  Soi  • • *), 

comprise  entre  les  limites  x0  ± A (t,  — t0),  sera  com- 
prise , à plus  forte  raison , entre  les  limites  xQ  rh  a , et  il 
en  sera  de  même  de  x„  x,,...,  x„_,,  X.  Les  quantités^,, 
yt,  — , y*-i,  Y;  z„  z„...,  z„_t,  Z,...  seront  aussi  respec- 
tivement comprises  entre  les  limites yu  ±.  b,  za±  c,.... 

De  plus , si,  en  désignant  par  aQ,  ê0,  les  accrois- 
sements des  valeurs  initiales  xu , ya , on  assujettit 

T à vérifier  les  inégalités 

A(T  — fo)-t-«0<CaJ  ®(T — fo)-t-Co^è,  C(T — <Zcj 

les  nouvelles  valeurs  de  xt,  y,,...,  x„,  y„,...,  détermi- 
nées par  les  équations 

xt  — x0 uQ  -+-  (r,  — F 1 (/,,,  xa  ff0, . .J,...,  xt  — . . , 

r.  =Xo  + »o  ■+■  (t,  — tr>)Y,(to,  y,=..., 

seront  elles-mêmes  comprises  entre  les  limites  xu  ± a, 
ya  ± b....  Donc  puisque  toutes  les  valeurs  de  x , y , s,... 
que  l’on  considère  dans  les  théorèmes  dont  il  s’agit  sont 
renfermées  entre  les  limites  x0  rh  a , y0  ± b,...,  les  fonc- 
tions F, , F|, ...,  ainsi  que  leurs  dérivées,  resteront  finies  et 
continues  pour  toute  valeur  de  t plus  petite  que  /„  -f-T- 
Or  c’est  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  les 
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propriétés  énoncées  commuent  de  subsister.  Donc  alors 
encore  on  pourra  calculer  exactement,  ou  par  approxima- 
tion, les  quantités/,  (T,  t0,  x0, (T,  x0,...), 

et,  par  suite,  les  valeurs /,  (t,  t0,  xQ,.  . de  x,  y , z, 
propres  à vérifier  les  équations  différentielles  proposées. 

206.  Supposons  que  les  valeurs  x = o,  y = o,...,  vé- 
rifient les  équations  proposées  , on  aura  nécessairement, 
dans  cette  hypothèse, 

F,(t,  o,  o,o,...)  =o,  F,(f,  o,  o,  o,...)  =o, ..., 

c’est-à-dire  que  les  fonctions  F,,  F,,...  s’évanouiront 
pour  x = o,  y — o,  z = o,...,  quel  que  soit  t.  Alors 
aussi , en  faisant  xa  = o , ya  = o , za  = o, . . ■.  • dans 
les  équations  qui  donnent  les  valeurs  de  X,  Y,  Z,...,  on 
trouvera 

X — o , Y — o , Z — o , . . . , 
et  par  conséquent 

x — lim.  X = o,  y — lim.  Y = o,..., 
si  les  fonctions  F,,  F,,...  sont  continues  et  finies,  ainsi 
que  leurs  dérivées  par  rapport  à x,  y,  z,....  Nous  avons 
vu  en  effet  que,  dans  ce  cas,  les  quantités  X,  Y,  Z étaient 
elles-mêmes  des  fonctions  continues  des  constantes  x0, 
y 0,  zQ,l...  Donc,  sous  la  seule  condition  que  les  fonctions 
F,,  F,,...  sont  continues  et  toujours  finies,  on  déduira 
les  valeurs  x — o,  y = o,...  des  intégrales  générales 
en  donnant  aux  constantes  arbitraires  xu,  y0 , xu,...  les 
valeurs  particulières  xu  = o , jk,,  =t>,...,  ce  qui  démontre 
que  x — o,  y — o,...  sont  des  intégrales  particulières 
du  système  d'équations  différentielles  proposé. 

207.  Reprenons  les  équations 

x — - fi  (t , t0t  y ==  ft  (t . t0}  x0 , yt 

ou  simplement 

x — J , (f , x„ , y o , . . . ) , y — fi  ( f r xn , Jo, 
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dont  l'ensemble  satisfait  aux  équations  différend elles 
proposées , et  fprme  ce  que  nous  pouvons  appeler  un  sys- 
tème d'intégrales  générales  de  ces  mêmes  équations.  Il 
sera  impossible  d’éliminer  entre  ces  intégrales  les  con- 
stantes x0,  ya ,...  et  d’arriver  à une  relation  de  la  forme 
x,  y,  -Z)*..)  indépendante  de  ces  constantes;  car, 
en  faisant  t = on  aurait 

x — x„,  y = y o , ■ * * , 

et,  par  suite , 

Xot  y<n  • • ■)  — O, 

ce  qui  est  absurde,  puisque  les  constantes  t„,  xoî .. . sont 
entièrement  arbitraires.  Si  l'on  faisait 

xa  — Ci , y0  — C,,..., 
le  système  d’intégrales  générales  deviendrait 
x = /,(*,  C,,  C,,. . . , C.)  = o, 

y = J\ (t , c,  > Ci  » • • • » C»)  = o , ...  t 

et  il  sera  toujours  possible  de  le  ramener  à la  forme 
C,  — «, , è,  = , C„  = «« , 

«J,...,  «„  étant  des  fonctions  des  seules  variables  t,  x, 
y,...  En  effet,  supposons  que  de  l’une  des  équations 

x — fx (*,  C, , C, , . . . ),  y C,,  C, , , 

on  tire  la  valeur  de  C, , pour  la  substituer  dans  toutes  les 
autres  : ou  arrivera  nécessairement  de  cette  manière  à 
n — i équations  renfermant  n — i constantes,  car,  s’il 
y avait  moins  de  » — i constantes,  on  pourrait  les  élimi- 
ner et  arriver  à une  relation  de  la  forme 

<H‘,  x,  y,...)  = o, 

ce  que  nous  avons  démontré  impossible. 

De  même,  si,  entre  les  n — t équations  restantes , ou 
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élimine  Cit  il  restera  nécessairement  n — a équations 
avec  n — 2 constantes.  En  continuant  ainsi,  on  arrivera 
à une  dernière  équation  renfermant  une  seule  constante 
Cn,  et  qui  donnera  Cn  — un , «„  étant  une  fonction  des 
seules  va  ri  aLles  t,  x,  y,...,  et,  en  remontant  de  proche 
en  proche , on  aura 

Gi_t  — un—  1 , “ un—i  , . • . , Cl  U,  f ...  ; 

donc  le  système  d’intégrales  générales  des  équations  diffé- 
rentielles proposées  peut  réellement  être  mis  sous  la 
forme 

ü|  — C,,  U3  — C2,  U 3 = Cj , . • • , //„  C*  i 

C„  désignantdes  constantes  arbitraires. 

Réciproquement,  si  l’on  tire  de  ces  dernières  équations 
les  valeurs  de  x,  y , z,. . .,  elles  vérifieront  les  équations 
différentielles  proposées,  et  de  plus,  ces  valeurs  de  x,  y, 
s,...  ne  pourront  satisfaire  à aucune  équation  de  condi- 
tion indépendante  des  constantes  arbitraires  C„  C,,...., 
car  si  en  effet  elles  pouvaient  satisfaire  à une  équation  de 
la  forme 

P (t,  x,  y,  z,...)  = o, 

il  s’ensuivrait  que  cette  dernière  ne  serait  qu’une  com- 
binaison des  équations 

ut  — ■ Ci , ut  — C, , . . . , 

et  pourrait  être  substituée  à l’une  d’entre  elles.  On  arri- 
verait donc  aux  mêmes  valeurs  de  x,  y,  z,...,  soit  qu'on 
les  déduise  du  système  u,  = Ct,  u,  = de  n équa- 

tions renfermant  n constantes  distinctes , soit  qu’on  les 
détermine  à l’aide  de  n — 1 équations  renfermant  n — 1 
constantes  auxquelles  on  joindrait  l’équation 

P(‘>  *.  = o. 

Or  cette  conclusion  est  évidemment  absurde,  car  les 
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premières  valeurs  de  x,  y,  z,...  renfermeront  n con- 
stantes, tandis  que  les  secondes  n’en  renfermeront  que 
n — i . Il  est  donc  vrai  que  l'ensemble  des  équations 

ii  i — Ct , w,  — Cj  ) • • • , iij i — Ci  i 

forme  un  système  d’intégrales  générales  des  équations 
proposées,  parce  qu'il  jouit  delà  double  propriété  de  ren- 
fermer n constantes  arbitraires,  et  de  fournir  des  valeurs 
de  x,  y,  z,...  qui  vérifient  les  équations  données , sans 
satisfaire  à aucune  équation  indépendante  des  constantes. 

Pour  montrer  combien  cette  dernière  restriction  est 
essentielle,  considérons  le  système  suivant  d’équations 
différentielles 

(2  — t)dx  = (x  — y)dt , (z  — t)dy  — (x  — y)dt , 
dz  — (x  — y -f-  1 )dt: 

on  y satisfait  immédiatement  en  faisant  .r  =y,  z = t, 
ou , ce  qui  revient  au  même , en  posant 

•*  = <P(‘),  y = <p[t ),  z = r, 

quelle  que  soit  d’ailleurs  la  fonction  <|>,  qui  demeure  en- 
tièrement indéterminée  et  peut  renfermer  antant  de  con-  '• 

stanles  arbitraires  que  l’on  voudra;  mais  l’ensemble  de 
ces  trois  équations  ne  forme  pas  un  système  d'intégrales 
générales  des  équations  différentielles  proposées , préci- 
sément parce  qu’il  établit  entre  les  variables  des  relations 
indépendantes  des  constantes  arbitraires.  Cherchons  les 
intégrales  générales;  en  retranchant  la  seconde  équation 
de  la  première,  on  trouve 

# 

dx  — dy  — o , d’où  x = y C,. 

Cette  valeur,  substituée  dans  la  troisième,  donne 
dz  = (C,  ■+■  1 )dt,  1 = (C,  + i)t  + C„ 
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* — t = c,t  ■+■  c,, 

et  par  conséquent , en  substituant  dans  la  seconde  équa- 
tion, pour  z — t,  x — y,  leurs  valeurs, 

(C.t  -t-  Cl)  dy  = C,dt , dy  = , 

y ~ J(C,t  -+■  C,)  -4-  Cj, 

et , par  suite , 

x — l(C,/  -+■  C,)  + C,  + Cj  : 

or  l’ensemble  des  trois  équations 

x = ](C,/  +•  C,)  -+-  C,  -H  Cj,  y — l(C,f  -+-  C,)  -t-  Ci, 
z — (C,  -4-  i ) t -+-  C,, 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  en  résolvant  par  rapport  à 
C,,  C,,  Cj,...  , des  trois  équations 

C,  — x — y , C,  = z — (x  — y •+•  i)x,  Cj  = y — 1 (z  — t), 

forme  un  système  d’intégrales  générales , précisément 
parce  qu’il  renferme  trois  constantes  arbitraires,  et  qu’on 
n’en  peut  tirer  aucune  équation  indépendante  de  ces 
constantes. 

208.  Revenons  au  cas  général,  et  cherchons  si  un  même 
ensemble  d’équations  différentielles  données  peut  ad- 
mettre plusieurs  systèmes  d’intégrales  générales.  Suppo- 
sons que , par  une  méthode  quelconque , nous  soyons  ar- 
rivés au  système  suivant 

,1  W|  — C,,  «i  = C, , Ili  — Ci  j . • • , Un  z:  fui 
on  en  tirera  " 

du i — o — Ijgilt  — dy  4'.  » • , 

</«,.=  o = L ,dl  -f-  Mj/èr  -4- 
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L.  4-  -4-... 

Ll  + M,î  + N*^  '4"-  - 


et,  en  substituant  pour  leurs  valeurs  tirées  des 

équations  différentielles  proposées,  il  viendra 

L,  4-  M,F,(l,  x,  4- N,  F,(f,  x,  j , 1, ...)  4-...=  o, 

L,  4-  M,F,(r,  x, 4-  . . = o. 

Ces  équations  sont  nécessairement  identiques,  ou  sc  ré- 
duisent à o = 0,  car,  sans  cela,  elles  établiraieut  entre 
les  variables  des  relations  indépendantes  des  constantes,, 
ce  qui  ne  peut  être,  puisque,  par  hypothèse,  l’ensemble 
des  équations  «1  = Ct,  u,  = Ct,...,  forme  un  système 
d’intégrales  générales  des  équations  données.  Cela  posé , 
toutes  les  valeurs  de  x,  y,  qui  vérifieront  les  équa- 
tions différentielles  proposées, devront  évidemment  rendre 
identiques  les  équations 

M, [«£r  — F,(f , x,jr  4-  N ,\djr — F,(f,  x,j-  4-  etc.  ==o , 

M ,[<ir  — F.(r, X,  J , . .,JJ 4- N %[dj—  F^l, x,y , . ,^j 4- etc.çpo,  . î*  , 

à moins  qu’elles  ne  rendent  infinis  un  ou  plusieurs  des 
coefficients  M,,  T*,,...,  Rf„  N,,...;  ces  dernières  équa- 
tions  se  réduisent  d’ailleurs  à 

l>,dt  4-  4-  4- . . . = du,  = o, 

L.rff  4-  M,(/r  4*  4- . . . = dut  ^ o, 

en  vertu  des  équations  identiques 

b"  ~t~  M,  F,  (f,  x,  jr,  s,...)  4-  N,F,(r,x,  y,  etc.  =:  O. . .; 

donc,  à moins  qu’elles  ne  rendent  infinies  ou  indétermi- 
nées, et  par  conséquent  discontinues,  quelques-unes  des 

T.  11.  34 
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quantités 

_ du, 

du. 

dut 

L,  = — , 

M , = — . N , 

dt  ’ 

dx  ' 

du  2 

du. 

dU  y 

L’  = lÛ' 

Mj  = dx'  N> 

= ÿ’”’ 

toutes  les  valeurs  de  x,  y,  z,...,  qui  satisferont  aux 
équations  di(Térentielles  données,  vérifieront  aussi  les 
relations 

du,  — o , du 2 — o , • • ■ , ou  u 2 — Ci  ( u 2 — C|,<> ■ . 

Donc,  puisque  l'ensemble  de  ces  équations  détermine 
complètement  les  valeurs  de  x,  y,  z,...,  en  fonction  de 
t et  des  ri  constantes,  il  est  le  seul  système  d’intégrales 
générales  des  équations  proposées. 

209.  Les  systèmes  de  valeurs  de  X , y,  que  l’on 

obtient  en  rendant  infinies  ou  indéterminées  les  quantités 
L,  M,  N,...,  ou  quelques-unes  d’entre  elles,  et  qui  véri- 
fient les  équations  proposées  sans  qu’on  puisse  les  déduire 
des  équations 

H,  C,  , Ut  — fi,..., 

sont  ce  qu’on  appelle  des  intégrales  singulières.  11  est  évi- 
dent qu’elles  ne  seront  jamais  renfermées . cornmte  cas 
particuliers,  dans  les  intégrales  obtenues  par  la  méthode 
générale  que  nous  avons  exposée  , puisque  cette  méthode 
suppose  essentiellement  que  les  fonctions  F,,  F,,..., 
ainsi  que  leurs  dérivées  par  rapport  à x,  y,  z , etc., 
sont  finies  et  continues,  ce  qui  n’aurait  pas  lieu  si  les 
quantités  L,  M,  N,,..,  ou  quelques-unes  d’entre  elles, 
étaient  infinies  ou  indéterminées. 

Éclaircissons  ce  qui  précède  par  un  exemple.  Le  système 
d’équations  différentielles 

; — t)ilx  = (x  — y)dt,  (i  — t)  di  — (.r  — »l  dt , 
dz  = [x  — j»  -t-  i )dt, 
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a , comme  nous  l’avons  vu,  pour  intégrales  générales 
C,  = x — y,  C,  = t — (x  — y i)f,  Ci  = y — 1 (z—t)  : 

on  a , par  conséquent , dans  ce  cas , 


L,  = o, 
L,  = y — x 
» 

U = 


M,  = i,  N,  = — 1,  P,  = o, 
- i . M,  = - f,  N,  = t,  P, 

i 


z — t 


Mj  = o, 

« 


Ni  = i , Pi  = 


z — t 


deux  de  ces  quantités  seulement,  L,,  P,,  peuvent  devenir 
infinies,  et  le  seront  réellement  si  l’on  ai  = (:  comme 
d’ailleurs  l’hypothèse  s = t.  donne  x = y,  et  que  l'en- 
semble de  ces  deux  équations  vérifie  les  équations  pro- 
posées sans  que  la  première  puisse  se  déduire  des  inté- 
grales générales , en  donnant  aux  oonstantes  C\ , Ct,  Ct> 
des  valeurs  particulières , cet  ensemble  ne  peut  être 
qu’une  solution  singulière. 

Nous  avons  vu  que  les  valeurs  particulières  x = o, 
y — o,...,  formaient  un  système  d’intégrales  particulières  . 
toutes  les  fois  que  les  fonctions  F,,  F,,...,  étant  finies  et 
continues,  ainsi  que  leurs  dérivées,  on  avait,  quel  que 
soit  t,  * 

f i (t,  O,  o, . , .)  — O,  Fi(t,  o,  o, . . — o f • . . î 

elles  ne  pourront  donc  être  des  solutions  singulières 
qu'autant  que  les  conditions 


Asm;; 


M,  = »,  M,  = , 


BtydWiî  t# 

•n)i>  vtiiutiamctlKb. • 

N,  = oo,  N,  =,  x, . 


J. 

M 

. «» 


M 


ou  du  moins  quelques-unes  d’entre  elles,  seront  vérifiées. 
210.  Supposons  que  les  valeurs’  ' 

. x = ç(t),  y = x(t)r  zz=,4(t),..., 

forment  un  système  d’intégrales  singulières  des  équations 

dx  = F ,(f,  x,  Xi- 


■ )>  'h  — Fi  (t,  x,  y , 

34.’. 
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X = <p(t)  4-  r =**(<)  + *>•••, 

les  équations  £ = o,  ri  — o seront  des  intégrales  singu- 
lières des  nouvelles  équations  obtenues  par  cette  substi- 
tution et  qui  sont  : 

<b'{t)dt  4 - d(  = F,[f, <ÿ(r)  4-  (,  %(t)  4-  s...], 

+ *1  = F,[r,«F(/)  4fa(()4-L..l 

En  retranchant  de  ces  équations  ce  qu’elles  deviennent 
quand  on  y fait  £ = o,  on  trouvera  . 

rfr={F,[r,  (p'(f)-M»  *'(/)-+-», ...]— F,[r,  <p(f),  x(t),...]}/û. 

Or  £ = o,  n = o,...,  ne  seront  des  solutions  singu- 
lières de  ces  dernières  équations  qu’autant  que  les  coeffi- 
cients de  rit,  ou  du  moins  quelques-uns  d’entre  eux,  de- 
viendront infinis  ou  indéterminés  pour  £ = o,  n = o,..., 
ce  qui  n’anra  lieu  qu’autant  que  les  fonctions 

F.O.fM.  #M>—  ]»  F>[',  fW» 

et  lpurs  dérivées,  deviendront  elles-mêmes  infinies  et  in- 
déterminées; doue,  enfin,  les  valeurs 

= ?W»  y = xM»  * — ’J'M»*  • • i 

ne  pourront  former  un  système  d’intégrales  singulières 
des  équations  différentielles  données,  qu’autant  qu’elles 
rendront  infinies  ou  indéterminées,  quelques-unes  au 
moins  des  fonctions  Fj,  F,,...  et  de  leurs  dérivées. 
Cette  discontinuité  est  une  condition  indispensable,  mais 
elle  n’est  pas  suffisante,  en  ce  sens  que  certaines  valeurs 
qui  rendront  discontinues  les  fonctions  F,,  F,,...,  et  leurs 
dérivées , pourront  n’être  que  des  intégrales  particu- 
lières , comme  on  l a vu  dans  le  cas  d’une  seule  équation 
différentielle.  Nous  n’essayerons  pas  de  préciser  les  carac- 
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tères  distinctifs  des  intégrales  singulières,  ce  problème 
est  trop  complexe  et  trop  peu  pratique  dans  le  cas  de 
plusieurs  variables.  Il  sera  plus  facile,  dans  chaque  cas 
particulier,  de  chercher  si  les  intégrales  dont  la  nature 
est  encore  inconnue , peuvent  se  déduire  ou  non  de  va- 
leurs particulières  attribuées  aux  constantes. 

Êxemples  : i°.  Reprenons  les  équations  différentielles 


; <Lc 

II 

1* 

% 

Z — t 

2 • 

1 

K 

1 

II 

*+*  «)<*» 

/ 

y 

II 

y 

II 

H 

1 

Z — t 

En 

pasant 

F,  = CD,  ou 

F.  = z. 

on  trouvera 

•*  = r, 

z = /; 

dt, 


ces  équations  satisfont  aux  équations  proposées , et  sont 
réellement  des  intégrales  singulières,  parce  que,  pour  les 
déduire  des  intégrales  générales,  il  faudrait  nécessaire-  ,• 
ment  faire 

Ci  — o , Ci  y > C\  y , 

% 

ce  qui  est  impossible. 

2°.  dx—yidt,  dy  = J^dt,  F ,=zy',  F1=j:>; 

ces  fonctions  ne  peuvent  devenir  ni  infinies,  ni  indéter- 
minées, leurs  dérivées  sont  \y~  jjc‘*,«t  deviendront 
infinies  pour  x =3  o,  y = o ; ces  deux  valeurs  satisfont 
d’ailleurs  aux  équations  différentielles  données. 

Cherchons  les  intégrales  générales  : on  a d abord  , en 
éliminant  dt , 

fi dx  — y1  dy,  d’où  y'  =.r'<  -+-C,  =:  (*• — C)*; 
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cette  valeur,  substituée  dans  la  première  équation,  donne 


dt  : 


tlx 


(x*  -H  C.Jî 

K 4 

On  tirera  des  deux  équations 


•'  *o  (x* 


Hjl 


(x*  -+-  €,)• 


x'  ■+•  C, , 


é/.r 


c-Ji* 


•r 

/• 


les  valeurs  de  Ct,  Ct  en  fonction  des  v friables  ; ellej  sont 
donc  les  intégrales  générales  des  équations  données^^ela 
posé,  il  est  facile  de  voir  que  les  valeurs  x = o,  y^k>, 
sont  des  intégrales  singulières  ; en  effet,  pour  les  déduire 
des  intégrales  générales,  il  faudrait  faire  d’abord  Ct  — o, 
ce  qui  donnerait 


t=C,-hf  ^ — c,  = 2x‘ , 

* J xo  X* 

et  pour  x = o,  C,  = t , ce  qui  répugne  à la  nature  de  la 
constante  arbitraire. 
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intégration  Uc«  équations  linéaires  simulunees  <lu  premier  ordre,  et  du 
quelques  autres  équations. 

. / v* 


21 1 . On  appelle  équations  linéaires  simultanées  celles 
qui  ne  renferment  les  variables  dépendantes  x,  y , ?,•••» 
et  leurs  dérivées,  qu’au  premier  degré  seulement.  La 
forme  générale  de  ces  équations  est  „ 

dje 

-j  4 PiX4Q,/ 4 R,j4  ...  =T, , 

dt 

-j-  -1- P,x 4 Q,/  4-  R ,z -H ...  = T,, . . . , 


P,,  P,,...,  Qu.")  T,,...,  étant 

des  fonctions  de  la  seule  variable  indépendante  t.  On  ne 
sait  pas  les  intégrer  en  général,  on  n’y  parvient  que  dans 
quelques  cas  particuliers. 

Considérons,  sons  une  forme  un  peu  différente,  les 
deux  équations 

M,<£r  4 N.rfr  4-  (P,x  4 Q >?)dt  = T ,dt, 

Mar/x  -t-  N,<r  4 (P,X  4 Q,.r)«fr  = T,r*. 

Multiplions  la  seconde  par  0,  ajoutons-la  à la  première  , 
et  posons 

M,8  = ni,  Pi,  4-  N,6  = «,  ,P,  4 Vfi  — p, 
Q.  4 Qj8  = q,  Ti  4 M = T, 
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mdc  -h  ndy  -y  px  +•  qy  = T dt , 
n(^dx  -4-  ^dy  J -y  p(x  -y  - y^j  ~ T dt. 


Or,  si  en  posant 


on  avait 


djr  -+-  —dy  — du, 


l'équation  précédente  se  trouverait  ramenée  à ne  plus  être 
qu’une  équation  linéaire  à deux  variables 

mdu  -y  pu  — T dt, 

que  nous  avons  déjà  intégrée.  L’équation  de  condition 


dx  -y  — dy  = d(x  -y-y) 

m \ P J 


sera  satisfaite  si  l'on  a 


-“Jj  i -•fy  -+-  y<l~ 

m p p 

n j ? 

— , d . - = o. 

m p 


En  substituant  dans  ces  deux  dernières  équations,  pour 
m,  n,  p,  q,  leurs  valeurs,  et  éliminant  entre  elles  9 , on 
aura  la  condition  à laquelle  les  coefficients  de  l’équation 
proposée  doivent  satisfaire,  pour  qu'elle  puisse  être  ra- 
menée à une  équation  linéaire  à deux  variables.  Si  ces 
coefficients  sont  constants,  la  seconde  équation  sera  im- 
médiatement vérifiée,  la  première  deviendra 

M,  4-  M, 0 _ P,  -y  P ,6 

N,  -+■  N,ï  — Q,  V QT« ’ 
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et  donnera  pour  0 deux  valeurs  S,,  0, , qui  conduiront  à 
deux  équations  linéaires 

du  4-  — u = — dt,  du  4-  — U — — dt , 
rti , ni , rn  y ni  y 

que  l'on  intégrera  immédiatement.  En  substituant  dans 
ces  deux  intégrales,  à «,  sa  valeur  x ■+■  ^ y,  on  obtien- 
dra deux  équations  entre  x,  y , et  deux  constantes  arbi- 
traires O,,  C,  qui  seront  les  intégrales  générales  cher- 
chées. Ce  que  nous  venons  de  dire  suppose  que  les  deux 
valeurs  de  0 sont  réelles  et  distinctes,  nous  examinerons 
plus  tard  le  cas  où  ces  valeurs  seraient  imaginaires  ou 
égales. 

212.  Considérons  maintenant  le  cas  où  l'on  aurait  à 
intégrer  n équations  linéaires  à coefficients  constants. 
On  peut  toujours  supposer  que  chacune  de  ces  équations 
ne  renferme  qu'une  seule  dérivée,  ou  qu’elles  sont  de 
la  forme 

dx  -f-  ( a,x  -t-  b, y 4-  c,z  4- . . .)dt  = T ,dt, 
dy  -(-  (a,x  4-  b, y -|-  c,z  -f-...)dt  = T,dt, . . .. 

Multiplions  la  seconde  par  0»,  la  troisième  par  0»,..., 
ajoutons -les,  et  faisons 

a,  4-  a,b,  -f-  djP j 4-...=  6, 

T,  -f-  Î,T,  4-  H Tj  4-..  .=  T, 

il  viendra 

dx  4-  0,dy  4-  93dz  4-  ...$x 

4-[(é,4-ùi5,4-Ù39j4-...)/4-(c14-c,614-  ci6j4-... )«-(-. ,.]dtz=Tdt. 

Or,  cette  dernière  équation  deviendra  une  équation  li- 
néaire à deux  variables 

du  4-  budt  = Tr/if, 


Digitized  by  Google 


538  CALCl'L  IMTÉCIUL. 

et  aura  pour  intégrale 


u = x +9vr-+-6j*-t-...=  e~e‘^C-t-  f ‘ Tfe‘rfr J 

= '’-6'[ch-  ft  '(T,  -t-T19-t-J...)ce',/r  J. 

Si  Ion  choisit  0,.  0,,  6,,...,  de  manière  à satisfaire  aux 
«■quations 

i,  -+-  6,0,  -+-  6}0}  -+-  ...  = 66,, 

r.  -4-  c,0,  C}6}  -+■  ...  z=  00,,..  . , 

qu’on  peut  écrire  comme  il  suit 


{b,  — 0)0,  -f-  é363  + ...  = — b,, 

4-  (cj  — c)9 j -f-  ...  = — c, , . . . , 


la  formule  x = /T°'^r°  ? que  nous  avons  rappelée 

n°  107,  montre  immédiatement  que  le  dénominateur 
commun  de  0,,  S,,...  comprendra  le  terme  irréductible 


(*•  - »)(<*  - »)W  - ®) 

qui  est  du  degré  n — x,  par  rapport  à 0 ; et,  par  consé- 
quent , en  substituant  pour  ces  coefficients  indéterminés 
9,,  O,:,...  leurs  valeurs  dans  la  relation 


fl,  -t-  fl,5,  -t-  <j363  -t-...=  0, 

on  obtiendra  une  équation  dans  laquelle  entrera  le  pro- 
duit 

(fl,  - «)(*,  - e)(c3  - o )(,/,  - 6),..., 

«]ui  sera  du  degré  n,  et  donnera  pour  6n  valeurs.  A cha- 
cune des  valeurs  de  0 correspondra  un  système  unique 

de  valeurs  de  0,,  0a,  0V, Ces  n systèmes  substitués 

avec  0 dans  l’intégrale  obtenue,  fourniront  n intégrales 
avec  n constantes  arbitraires.  On  mettra  facilement  ces 
intégrales  sous  la  forme  u,  — C , u,  = C....,  et  elles 
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formeront,  par  leur  ensemble,  les  intégrales  générales  des 
équations  différentielles  proposées. 

Si  l'on  veut  que  pour  t = o,  x,  y , z, prennent 
les  valeurs  particulières  ar0,  yu,  za,...,  on  aura,  pour 
déterminer  les  constantes  C, , C,,...,  n équations  que 
l’on  déduira  de  l’intégrale  générale  en  faisant  t — tQ,  et 
donnant  tour  à tour  à 6 ses  n valeurs.  Ces  équations  se- 
ront toutes  de  la  forme 

xa  -h  O.Jo  -+-  6}z0  •+-...==  Ce~  ("°, 

et  la  valeur  générale  de  C sera 

O — e**'n(x0  -t-  8,/0  "4"  8jz0  ■+■.  • • )» 

en  mettant  dans  l'intégrale  générale  pour  Ç sa  valeur, 
elle  deviendra 

f(t>  X,  X,...,  ta,  *o,  .Vo,...  ,8)  = o, 

et  en  appelant  &,  6",...,  6(nJ  les  n valeurs  de  0,  le  sys- 
tème des  n intégrales  générales  des  équations  différen- 
tielles proposées  sera 

x>  Ï » v •«  *«»  y)  = o, 

*»  ^ > • ■ • i *•>>  xoi  , . • . , s*)  — o,.... 

213.  Mais  ces  n équations  ne  seront  distinctes  et  ne 
formeront  réellement  un  système  d'intégrales  générales 
qu’autant  que  les  n valeurs  de  0 seront  réelles  et  inégales; 
voyons  ce  qui  arriverait  si  elles  étaient  imaginaires  ou 
égales.  Supposons  d'abord  que  deux  seulement  de  ces  va- 
leurs 0'  et  6"  soient  imaginaires,  comme  elles  sont  ra- 
cines d une  même  équation,  elles  seront  conjuguées,  ct 
si  l'on  a 


on  aura 

•"  =s  * — fl/ — t • 


i 
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Dès  lors , si  la  première  des  intégrales 

0*  (C  y , • i x0,  y,,  — o 

devient  v -f-  w l/  — x = o , la  seconde  deviendra 


et  elles  se  réduiront  ensemble  aux  deux  équations  v ==  o , 
w = o ; en  se  confondant,  elles  se  dédoublent , de  sorte 
que  leur  ensemble  formera  encore  deux  équations.  S’il  y 
avait  4,  6,  8, . . . racines  imaginaires,  a,  3,  4>  - ■ • inté- 
grales se  dédoubleraient , et  leur  ensemble  formerait  tou- 
jours un  système  de  n équations  renfermant  n valeurs 
initiales  ou  n constantes  arbitraires. 

Voyons  maintenant  ce  qui  arrivera  si  deux  racines  de 
l’équation  qui  donneG,  étaient  égales  entre  elles.  Comme 
le  premier  membre  de  l’intégrale  générale 

A‘>  x>  y > *»•••»  xo,  yo  S)  = o 

peut  être  représenté,  pour  abréger,  par  f (G),  on  aura, 
en  désignant  par  & et  G"  = G'  -+-  h deux  des  valeurs  de  G, 

p(e')=: o,  ty  h)  = w p'(e'  + th)  = o , = o, 

et  par  conséquent  ç'  (&)  — o,  dans  le  cas  où  G"  devenant 
égal  à G1 , on  aura  h = o.  Ainsi , lorsque  deux  racines  sont 
égales  entre  elles,  deux  des  intégrales  se  confondent 

0(9')  = 0(9")  = o; 

mais  ou  voit  alors  apparaître  une  équation  nouvelle 
0'(û')  = O, 

et  l’on  a toujours  n équations.  L’ensemble  de  ces  n équa- 
tions formera  le  système  d’intégrales  générales  des  équa- 
tions différentielles  proposées.  Considérons  une  troisième 
racine  G"  d’abord  égale  à & -|-  h : dans  le  cas  où  ff  = G*. 
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ou  aura  à la  fois 

= o.  ¥(V)  = o, 

? (6' 4-  h)  = <p  (5')  y f'(d')  4-  ~ <p"  (V  4-  « h)  = O , 
et  par  conséquent 

$"($'  4-  «A)  = o. 

Donc  si  ô"  devient  aussi  égal  à &,  c’est-à-dire  si  h = o, 
on  aura  nécessairement  <f  (6')  = o.  Trois  des  intégrales 
se  confondent , mais  on  a deux  équations  nouvelles 

*'(<>')  = o,  p"(V)  = o. 

On  prouvera  évidemment,  en  poursuivant  ce  raisonne- 
ment, que  si  m racines  6\  &’ 0M  sont  égales,  on 
aura  m — t équations  nouvelles 

?(0’)  = o,  ♦"(•0  = o,...,  *(—>(<>')  = o, 

elles  remplaceront  les  m — i intégrales  qui  se  confondent 
avec  la  première,  de  sorte  que  l’on  aura  toujours/»  équa- 
tions renfermant  n valeurs  initiales  ou  n constantes  ar- 
bitraires. Si  dans  l’intégrale 

■r  4-  6jî4-.  ■•=  c J -h... )c^tdfj/ 

on  ne  mettait  pas  pour  C sa  valeur  en  fonction  des  don- 
nées initiales  et  de  0,  q>'(0),  <p''(6), seraient  remplacés 

par 

„dç(6  ,c) 
dé  6 dC  ’ 
d‘f(6,q  . ^,d>ç(6,C)  , /w  C). 

r/8»  " + >10  dC  + , dC‘  ’ 


•* 
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les  quantités  C , C",. . . , déterminées  par  leséquati  011s 

<jc  - r"  - d'c 

do  — 1 ’ c d.'  ’ 


\ 

peuvent  être  regardées  comme  des  constantes  nouvelles 
dont  le  nombre  sera  précisément  celui  des  racines  qui  de- 
viendront égales  à la  première  et  qui  conserveront  au 
système  d’intégrales  sa  généralité. 

214.  Un  raisonnement  bien  simple  montrera  que 
La  méthode  que  nous  venons  de  développer  embrasse 
le  cas  des  racines  égales.  En  effet,  elle  donne,  dans 
toute  hypothèse,  au  moins  une  des  intégrales  générales; 
de  cette  intégrale,  on  tirera  la  valeur  d’une  des  varia- 
bles x,  y,  z,...,  pour  la  substituer  dans  les  équations 
différentielles  données,  que  l’on  réduira  de  la  sorte  à un 
système  de  a — 1 équations,  ne  renfermant  plus  que 
n — 1 variables.  Si , pour  ce  système  de  h — 1 équa- 
tions, les  n — 1 valeurs  de  0 sont  inégales  ou  imagi- 
naires, la  méthode  fournira  les  n — 1 intégrales  qui 
restaient  encore  à trouver.  Dans  tous  les  cas,  elle  donnera 
au  moins  une  seconde  intégrale  qui  conduira  à un  sys- 
tème de  // — 2 équations  différentielles,  etc.  En  conti- 
nuant de  la  sorte,  on  obtiendrait  évidemment,  malgré 
l’égalité  des  racines,  un  ensemble  de  n intégrales  renfer- 
mant n constantes  arbitraires. 


215.  O11  peut  intégrer  par  une  autre  méthode  les 
équations  simultanées  proposées 

dx  4-  ( a,x  -f-  h, y -t-  c,z  -h.  . ,)d(  — T ,dt, 
dy  4-  («, r -t-  bxy  -f-  c,z  ■+■... )dt  = T ,dt , 

Considérons  d’abord  le  cas  où,  les  seconds  membres  man- 
quant, ces  équations  deviennent 

<lx  -t-  (n,x  -f-  b, y 4-  r,z  4 -...)<*  = O, 
dy  4-  (fl,xi-f  b,y  4-  c,z  4- . . . )dt  = o,  ... 
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Un  remarque  alors  immédiatement  que  si  plusieurs  sys- 
tèmes de  valeurs  de  x , y,,  z satisfont  séparément  à 
ces  équations,  la  somme  de  ces  systèmes  ou  de  plusieurs 
d’entre  eux  y satisfera  aussi,  et  que,  par  conséquent,  il 
suffira  de  trouver  n systèmes  renfermant  chacun  une 
constante  arbitraire  pour  obtenir  par  leur  addition  les 
intégrales  générales  cherchées.  Pour  v parvenir,  faisons  v 

X — €*>  i = vz, . . . , 

les  équations  sans  seconds  membres  deviendront 

dx  4-  x [a,  -t-  b ,•  -t-  c,y  = o, 

Qdx  -+-  x(a,  b,Ç  4-  c,y  4- •..)(*  se  o,..., 

et  ne  pourront  subsister  qu'autant  qu’eu  posant 

fl,  -H  btC  4-  cty  4-  . • . ” — 

on  aura 

«i  + 4.Î4-  r,y  4-  . . — — «C,  4- èjî  4- f3y  4-..*= — «y.... 

De  ces  n — i dernières  équations,  on  tirera  les  valeurs  de 
o,  y,...,  <pii , substituées  dans  la  formule 

(7 1 4-  b j o 4-  c,y  4- j — — x , 

donneront  une  équation  en  ce  du  degré  n.  A chacune  des 
racines  a,,  a,,...,  a„ de  cette  équation,  correspondra  un 
système  de  valeurs  de  6,  y,...;  x,  d’ailleurs,  sera  donné 
par  l’équation  dx — xxdt  — o,  d’où 

dx  . . „ 

— = adt , 1 x — I C = at, 

X 

et  par  suite 

x ±=  Cr*‘,  x = ctfff*1,  3 = Cye*',.... 

En  substituant  tour  à tour  dans  ces  équations  pour  a,  ses 
n valeurs,  ou  aura  n .systèmes  dequations  satisfaisant 
tous  aux  équations  ditlérenlielles  proposées,  et  renfer- 
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mant  chacun  une  constante;  l'ensemble 


x — C,er,t  + C,eJ,t  -h...C»c* 


= C,C,c*'  4- 


formé  de  l’addition  de  ces  « systèmes,  sera  le  système 
des  intégrales  générales  cherchées.  Pour  passer  de  ce  cas 
plus  simple  à celui  où  les  fonctions  T,,  T„...  ne  seront 
plus  nulles,  il  suffit  de  substituer  dans  ces  équations,  aux 
constantes  C„  Ci,...,  des  fonctions  de  x tellement  choi- 
sies qu’elles  continuent  de  vérifier  les  équations  avec  leurs 
seconds  membres.  Or,  si  l’on  différence  les  valeurs  de 
x,  y,  z,...  pour  les  substituer  avec  leurs  différentielles 


dx  dy  dz  (jang  jej  équations  données,  et  qu'on  rx- 
dt’  dt  dt  n n 

prime  qu’elles  sont  satisfaites,  on  trouvera 


, Amt  dCn 
dt  dt 


T 


t I 


- .,dc.  . ztdC , 

Ht 


.—T 


et  ces  n dernières  équations  donneront , en  fonction  de  t, 
dC  dC 

les  valeurs  de  que  l’on  intégrera  par  de 

dt  dt 

simples  quadratures,  etc. 

216.  Appliquons  ces  principes  à quelques  exemples. 
i°.  dx+  ( a,x -4-  b,y)dt=T,dt,  dy+  (ajx  + b,y)dt  = T,<*; 
multiplions  la  seconde  équation  par  0,,  ajoutons  et  posons 
at  -t-  a,9,  — b,  + bji,  — 99, , 


il  viendra 

dx  -+-  Otdy  -4-  9(#  -t-  0 ,y)dt  — (T,  0,T,)rfr, 

d’où  l’on  tirera,  en  intégrant, 

.r  4-  e,.r  =^-6‘[c  -+-  ÿ‘(T,  4-  0,T ,)«**]. 


f 
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0 est  d'ailleurs  donné  par  l’équation  de  second  degré 

(a, — û)  (bt  — 0)  = ntl>, , qui  fournira  les  deux  va-  , 

leurs  0',  0",  et  par  suite  deux  intégrales 

.+t=s=^[e+x;(T.+ï=a  t,)."4 

Si  les  deux  racines  &,  &'  étaient  égales,  on  n’aurait 
qu’une  seule  intégrale,  mais  on  lui  joindrait  l’équation 

que  l’on  obtient  en  diflérentiant  l’intégrale  unique  par 
rapport  à ff,  et  C considéré  comme  fonction  de  0'. 

On  pourrait  aussi , en  mettant  l’intégrale  unique  sous 
la  forme 

x -h  Cjr  = 

en  tirer  la  valeur  de  x,  x = <f(t) — êj , pour  la  sub- 
stituer dans  la  première  des  équations  données 

dx  ( a,x  -+-  b,y)dt  — T ,dt,  ' __ 

qui  deviendra 

djr  — y dt  = ^ [T,  -+-  a,Q  (t)  -+-  dt. 

Or,  cette  dernière  équation  est  linéaire  et  s’intégrera  im- 
médiatement, 

Exemples  : Les  deux  équations 

4 dx  -+-  9 dy  -4-  (44x  4 Ç)jr)dt  = (dt, 

3 dx  -f-  *dy  -+-  (34-r  -t-  38/)  dt  = cfdt 

ont  pour  intégrales 

x = '-3  t — C,  r-6'  — C,e~'  — —, 

3 7 9 * 

y = ~c  — V 4C,r-6'  ■+■  C\e~'  -P  - } 

> -9 


m 

■t 


T.  if. 


15 
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les  deux  racines  (/=  6,  6*  = i sont  inégales. 

• Les  deux  équations 

4<£r  4-  9 dy  4-  (lix  4-  3i y)dt  e'dt, 

3dx  4-  "jdj  4-  ( 8.r  4-  2$y)  dt  — e "dt , 

donnent , au  contraire  ,(/  = (?  = 4»  et  ont  pour  intégrales 

- — — ^9  /.»'  c tr~*'  -4-  C e~i‘ 

25  36  • ‘ ’ 

r -~C  4-  C'(‘  + 0 ~ C‘ 

3 36  a5  + e*' 

Pour  les  deux  équations 

^dx  4-  O/dy  4-  {2X  4-  3 ly)  dt  — e'dt , 

• 3<Ér  4-  7 dy  4-  ( x 4-  2^y)  dt  = 3 dt, 

& = 4 4-  ^ — i , — 4 — — 1 sont  imaginaires  ; les  inté- 

grales générales  seront  données  par  l’équation 

^ I (c°st— VZ-isinr^-^W^)^  ^e5,cosfrff-»- y -*  ^5,sin 

I — 3(5-t~9l^-i  l jct'eos tdt+V^ -i  je*' sin  tdt  j-hC,-*-C,  V^ïJ 

on  a d’ailleurs 

Uco..A  = *&!!* +■&>),  f<»Ztà  = mtj 

frw*  c. „■  _ «"(A*-  - «») 

»'  • >7  *'  17 


Ül 


.»  j*r 

* ’ -i. 


" %,  ..  V 4 Aé4 

' ?&***  ■ 

' A « »•' 

. » * A * 

, v *7V  > x 


V*,> 


• ï ■ • • . 


T * 


-e-i-L 


L 
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Intégration  d'une  équation  différentielle  , d’ordre  quelconque,  à deux 
variables. — Principes  généraux.  — Condition!  d’intégrabilité  d’une 
semblable  équation. 


217.  On  appelle  équation  différentielle  de  l’ordre  n , 
à deux  variables,  l’équation  qui,  avec  les  variables , ren- 
ferme leurs  dérivées  jusqu’à  celles  de  l’ordre  n inclusive- 
ment. La  forme  générale  de  ces  équations  est,  en  sup- 
posant qu’il  n’y  ait  qu’une  seule  variable  dépendante  , 

*- 

_ ( dy  d’y  rf"v\ 

F (X’  Tr'  • ’ MF)  ~ °’ 

a 1 • d’y 

ou,  en  résolvant  par  rapport  a ^ , 

d"y  _ r( - ..  d?  d'y  d-~‘y\ 

dF  V ’ • dï'  dx’’--  ~d^ J 

En  joignant  à cette  équation  les  n — 1 relations  connues 

dy=/dx,  d/ =y”  dx,  dy * —/"dx,...,  x=y(»~')dx , . 

on  aura  un  système  de  n équations  différentielles  simul- 
tanées du  premier  ordre 

dy  = y'dx,  d/  = y"dx,.  . . , dj&~‘)  = y("~''dxt 

dy-r-O  =/[x,  y,  y',...,  y<-*~')]dx. 

En  intégrant  ce  système  d’équations  par  les  méthodes 
que  nous  avons  indiquées,  on  obtiendra  les  valeurs  des 
y,  y eu  fonction  de  n constantes  arbitraires} 

35.. 
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la  valeur  ainsi  obtenue  pour  y, 

y = V (*,  C„  C,,  Cit..  , C„), 

sera  l’intégrale  générale  de  l'équation  différentielle  pro- 
posée; on  en  tirera 

y'=V'(x,  C„  C,,...),  = C,,  C,,...), 

y(*-0  — (x,  C,,  C,,...). 

218.  Il  est  facile  de  prouver  que  l’intégrale  générale 
renfermera,  en  réalité  , n constantes,  c’est-à-dire  toutes 
les  constantes  que  renfermaient  les  intégrales  des  équa- 
tions simultanées.  En  effet,  si  l’une  de  ces  constantes,  C, 
par  exemple , manquait  dans  la  valeur  dej%  elle  manque- 
rait aussi  dans  les  valeurs  de  y , y" , yl"~11 , et , par  consé- 
quent, elle  ne  ferait  pas  partie  des  intégrales  générales 
des  équations  simultanées,  ce  qui  est  contre  l'hypothèse. 
En  supposant  qu’on  donne  les  valeurs  yQ , y\,  y" , . . . , 
y*£~ de  j et  de  scs  n — i premières  dérivées,  corres- 
pondantes à x0,  bn  pourrait  déterminer  exactement , on 
par  approximation,  en  fonction  de  ces  valeurs  initiales, 
les  intégrait»  des  équations  simultanées,  et,  par  suite, 
l’intégrale  générale  de  l’équation  différentielle  de  l’ordre 
n;  on  en  conclura  que,  dans  cette  dernière  intégrale, 
on  peut  regarder  les  constantes  arbitraires  comme  étant 
les  valeurs  initiales  de  la  fonction  cherchée  y et  de  ses 
dérivées.  De  plus,  comme  les  équations  simultanées  n’ad- 
mettent qu’un  seul  système  d’intégrales  générales,  il  en 
sera  de  même  de  l’équation  différentielle  de  l’ordre  n.  II 
résulte  de  ce  qui  précède,  i°  que  l’intégrale  générale  d’une 
équation  différentielle  de  l’ordre  n renferme  nécessaire- 
ment n constantes  arbitraires;  que  toute  équation  en- 
tre x et  y qui  satisfait  à une  équation  différentielle  de 
l’ordre  n,  en  est  l’intégrale  générale  quand  elle  renferme 
n constantes  arbitraires. 

21 9i  Des  divers  systèmes  d’intégrales  singulières  de  ces 
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mûmes  équations  simultanées  fourniront  les  intégrales 
singulières  de  l'équation  de  l’ordre  n.  Comme  pour  ces 
équations  simultanées,  les  fonctions  F,,  F*,...  (n"  201), 
sont  précisément  la  fonction  y et  ses  dérivées  jr',  y",..., 
qUC  nous  supposons  finies  et  continues,  elles  ne 
pourront  devenir  infinies  ou  indéterminées,  et  par  con- 
séquent les  intégrales  singulières , si  elles  existent , 11e 
pourront  être  que  les  valeurs  de  y qui  rendront  infinie 
ou  indéterminée  la  fonction  f[x , y,  y',...,  y<"~l,],  ou 
•ses  dérivées  par  rapport  ày,  y',.... 

, Nous  avons  vu  que,  dans  certains  cas,  les  solutions  sin- 
gulières des  équations  simultanées  étaient  plus  étendues 
que  les  intégrales  générales,  qu’elles  pouvaient  renfermer 
un  plus  grand  nombre  de  constantes,  et  même  des  fonc- 
tions arbitraires-,  il  n’en  sera  pas  ainsi  d’une  équation 
différentielle  de  l’ordre  n.  En  effet,  d’après  ce  que  nous 
venons  de  dire  , les  intégrales  singulières  de  ces  équations 
devront  toutes  satisfaire  à une  équation  de  la  forme 


1 

*[■*>  X,  r1*-0] 

ou 


± 

rfr’ 


dx"~'  J 


c’est-à-dire  qu’elles  seront  une  solution  particulière  ou 
singulière  d’une  équation  différentielle  de  l’ordre  n — 1, 
et  ne  pourront,  par  conséquent,  renfermer  plus  de  con- 
stantes que  n’en  comporte  l’intégrale  d’une  équation  dif- 
férentielle de  l’ordre  n — 1 . 

En  poursuivant  ce  raisonnement,  on  descendra,  de  de- 
gré en  degré,  jusqu’à  l’équation  différentielle  du  premier 
ordre  dont  l’intégrale  renferme  au  plus  une  constante,  et 
il  sera  démontré  que  les  solutions  singulières  de  l’équa- 
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lion  différentielle  de  l’ordre  n,  ou  ne  renferment  pas  de 
constantes  arbitraires,  ou  en  renferment  moins  de  n. 

220.  Il  résulte  de  ce  qui  précède,  que  dans  le  cas  où  la 
fonction  f reste  finie  et  continue,  ainsi  que  ses  dérivées 
par  rapport  à y,  y',  y",----  il  existe  une  fonction  y de 
x quijvérifie  l'équation  différentielle  de  l’ordre  n, 

dny  / dy  d'y  d"~ ‘y\ 

flx*  \ ’ (fa*  ’ ‘ ’ djc*~'  J’ 


et,  de  plus,  prenne,  ainsique  ses  dérivées , pour  x =XQ, 
des  valeurs  déterminées  y0,  y'0,  _y^,...  Mais  on  peut  se 
proposer  un  autre  problème  : on  peut  rechercher  les  ca- 
ractères auxquels  on  reconnaîtra  que  la  fonction 


F (•*,  y, 


dy 

dx' 


est  la  dérivée  exacte  d’une  certaine  fonction  primitive, 
ou , ce  qui  revient  au  même , quelles  sont  les  conditions 
d’inlégrabilité  3c  cette  fonction.  Euler  a le  premier  ré- 
solu ce  problème;  le  premier  il  a démontré,  par  des 
considérations  tirées  du  calcul  des  variations,  ce  théo- 
rème remarquable  : pour  que  la  fonction 

F[-r > y , y\  y", 

soit  u^e  différentielle  exacte,  il  est  nécessaire  et  il  suffit 
qu’en  posant  M = DXF,  N = D,F,  P=D,,F,...,  ou 

dY  = Mrfa-  -f-  N dy  -+-  Ydy'-y  Q dy"  -+-  Rrfr”  +..., 


on  ait  fN  — D*P  4-  DiQ  — D’R  ...  = o, 
ou  DrF  — DxDt-F  — D;Dr«F  — . . . = o. 

Loxell,  LagrangeetPoisson  semblent  avoir  ignoré  qu’Eu- 
ler  avait  établi  non-seulement  que  cette  condition  était 
nécessaire , mais  encore  quelle  était  suffisante , et  ils  ont 
essayé  d’y  snppléer.  La  démonstration  de  Lagrange  sup- 
pose l’emploi  de  séries  très-compliquées  et  dont  rien  nç 
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prouve  à priori  la  convergence.  La  formule  fondamentale 
de  Poisson  souffre  de  très-nombreuses  exceptions , qui 
enlèvent  à la  méthode  la  généralité  qu’il  lui  attribuait. 

M.  Bertrand,  élève  ingénieur  des  Mines,  vient  de  pu- 
blier, sur  ce  sujet,  un  Mémoire  remarquable  qui  fait 
partie  du  XXVIII'  cahier  du  Journal  de  l'École  Poly- 
technique. Après  avoir  relevé  les  erreurs  historiques  de 
Lagrange  et  de  Poisson,  et  modifié,  de  manière  à la 
mettre  à l’abri  de  toute  objection,  la  démonstration 
qu’Eulcr  avait  déduite  du  calcul  des  variations,  M.  Ber- 
trand en  propose  une  seconde  qui  conduit  directement 
à la  formule  de  Poisson  , mais  qui,  par  là  même,  est  su- 
jette aux  mêmes  restrictions.  M.  Jacques  Binet  a bien 
voulu  s’occuper  , à ma  prière , de  cette  question  délicate  ; 
il  ne  fallait  rien  moins  que  sa  sagacité  prudente  pour  lui 
faire  éviter  tous  les  écueils;  il  me  semble  qu’il  y est  heu- 
reusement parvenu. 

Dans  la  fonction  F(x,  y',  y",...),  faisons  y=  M+av, 
u et  v étant  deux  fonctions  indéterminées  dex,  dont  nous 
pourrons  disposer  plus  tard,  et  a une  nouvelle  variable 
indépendante  de  x,  on  aura 

y’  ==  u'  -+-  av' , y"  = u'  -I- 
F r=  /(a)  = F (x,  « -f-  «i-,  «'  -H 

et,  par  conséquent, 

dj  (»)■=  Ux[  *>F'(x,  u y-  «<>,  u'y-  av  y-v'  F '(x,  uy-ap,u'- t-  «•>',...)  -p.  .], 

/(-)  -/( o)  = J **!. [*F'  M y-  v'  F '(«.■')  y-  v!'  F'  (*<’")  + 

en  écrivant,  pour  abréger,  F'(av),  F' (av  ),  au  lieu  de 
F'(«  av),  F'  («'  -+-  av'),...  Si,  dans  cette  dernière 
équation  , après  avoir  fait  a = 1,  on  remarque  que 

f(\)  = F (x , uy-v,  u'  y-  /(o)  = F(x,  u, 
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on  trouvera 

F(x,  « -t-  »,  «'+«>'+...)  = F(x,  «,  u",  . .) 

+ j + / F'  («p') 

L cxactitude  de  cette  formule  suppose  seulement  que  les 
fonctions 


F (x,  u,  u',  F'(«p)=F'(ii4-«p),  F' («»>'!  =r  F 

restent  finies  et  continues  entre  les  limites  o et  i : or,  on 
pourra  toujours  satisfaire  à ces  conditions  en  choisissant 
convenablement  la  fonction  u. 

En  substituant,  dans  la  dernière  équation,  pour  e, 
sa  valeur  j' — «,  multipliant  par  dx  et  intégrant,  on 
trouvera 

fdxF[x,  y,  x 

= j' dxF  (x,  u,u', fdxf  dm\vF'(»v)  -f-p'  F'(tv')  -F.  . .] 
= jdx¥(x,u,u',...)  + J d*jdx[v  F'(«p)-t-v'F'(av')-+-. 
d’ailleurs,  l'intégration  par  parties  donnera 


jdxv'  F ' (■<’  ' ) — Jf  ' (»<•')  dv  — vF'(uv') — Jvt/x D,F'(*(>' J, 

f'dxt’"  F"  (•Pff)=p'F'(*v")— rD„F'(«e"H-  fidJcDl  F 
jiLro‘°  F*  («p")  = p"  F ' («>”)  — p'  D,  F ' («e")  + pDJ  F ' («.•") 

- j vdx  Di  F'  («p  "), 
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En  substituant,  on  trouvera 


fdxF(x,  y,  y',...)  = jtlx F(x,  u,  u' , ...) 

-J' H*[F' (*»')  — D,F'(V')-l-DiF'(««"M 

+ v ' j ld,[F'(»o")  — D,F' («*>")  v"  j l tU  [ F'  («.” 

-H  J«ic  f'd»[F' [et»)  — D.F'(av')  -(-  Di  F' 


Cette  transformation  montre  évidemment  que  l’expres- 
sion F (x,  y,  y',...)dx  sera  intégrable  par  de  simples 
quadratures,  si  l’on  a identiquement 


F'H  — D„F'(«v')-t-DÏ  F' («/')+... 

= F '[u  -h  « (y- u)]-  D,F'  [u '+  « (y'  — «')]+...=  o. 


Mais  si  cette  dernière  condition  est  identiquement  satis- 
faite, il  en  sera  de  même  de  la  suivante, 

F'(/)  — D,  F'  (y')  + Di  F'  (y") o, 

qui  n’en  diffère  que  parce  que  u -+-  a(y  — u)  est  rem- 
placé par  y.  L’expression  F (x,  y,  y',  y’,...)dx  est 
donc  réellement  une  différentielle  exacte,  et  intégrable 
quand  on  a identiquement 

F'(/)-D,F'(r')+  DiF'(r')  -...=  o, 
ou  mieux 

D7F  — D,  D7,  F 4-  Di  D7»  F — ...=  o. 

221 . Réciproquement,  si  l’expression 

F(*>  x,  x', 

est  intégrable  , on  devra  avoir  identiquement 
F'  (/)-D,F'(jr')-l-...=o. 

Dans  ce  cas,  en  effet,  i°  l’intégrale  de  cette  expression 
sera  une  fonction  [or,  y,  y,. . y*-*)  ] des  seules  va- 


j 
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riables  x,  y , et  des  dérivées  .y',  y ", ; 2°  la  partie 

j dx F(x,  u,  u',  u , . . .)  deviendra  de  mèmef(x,  u,  u,  u", ...), 

et  ne  dépendra  que  de  x et  des  valeurs  de  x aux  limites; 
3°  dans  chacun  des  termes 

V f'd*[V'(*v')  — DxF'(«m")-hDÎFV")-+-—  ].  v'f<u[  ]» 

l’intégration  est  relative  à a et  non  pas  àx,  et  ne  dé- 
pend pas,  par  conséquent,  de  la  forme  arbitraire  que  l’on 
pourrait  attribuer  à la  fonction  e,  mais  uniquement  des 
valeurs  extrêmes  des  variables;  4°  l'intégrale  double, 

au  contraire,  que  l’on  ramène  à la  forme  jXvdx,  dé- 
pend évidemment,  non-seulement  des  valeurs  extrêmes 
des  variables,  mais  encore  de  la  forme  de  la  fonction  v 
ou  de  la  valeur  de  y en  x;  donc  l’équation  qui  donne  la 

valeur  de  Ç F(x,  y,  y',  dx,  et  que  l’on  peut 

écrire  comme  il  suit  : 

• H ' • H fX' 

*(*..  r». /.»/!>••  •»  Jo,  rl, • • ■)=  / XvtU, 

J x0 

ne  pourra  être  vérifiée  qu’autantque  l’intégrale  / ’VV dx 

s’évanouira , quels  que  soient  xoî  x,  et  v,  ou  xG,  x,  et  y, 
puisque  v = u — j-;  on  devra  donc  avoir  identiquement 

F'(«p)  — D,F' (*<■')  -4-  Di  F'(«p")  +...=  o, 

et,  par  conséquent , 

F'(jr)  - D,F'(jr')  + ..=  », 

ce  qu  il  fallait  démontrer. 

La  seule  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que 
) expression  F(x,  y,  y’,  y",...)dx  soit  une  différentielle 
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exacte  et  immédiatement  intégrable , est  donc  que  l’on 
ait  identiquement 

F'(jr)  - D,F'(jr')  4-  DiF'(r")  -•••=  o. 

De  plus,  quand  celte  condition  est  satisfaite,  on  a 

!jdjc  F (x,  y,  y'  ,...)  = Jdx¥(x,  u, 

+ - f \u[¥'(.v')  - D,F'(«0+---1 

+ v'  r d*[F' («„")  - D,  F ' («O  + 

et  l’intégration  de  l’expression  F(jr,  y , y',  y" , . . .)dx 
est  ramenée  à de  simples  quadratures. 

Si  dans  l’équation  (A)  on  fait  u ==  o,  et  par  suite 
u'  = o,  u"  = o, . . . , il  viendra 


fv(x,  .r»  y",...)dx  — Jf(x,  o,  o,  o,  ..)dx 

+ Ï ['[F'(y')-D,¥'(y")  + ...)d* 

O 

J O 


C’est  la  formule  de  Poisson,  mais  elle  manque  de  géné- 
ralité; elle  devient  inexacte  quand  F (a:,  o,  o,...)  devient 
iniinie  ou  indéterminée , ce  qui  arrivera , par  exemple , 
si  l’on  prend 


F(x,  y,  y' ,...)  = i- (-  i — •51 


et  dans  une  infinité  d’autres  cas.  Comme  la  formule  de 
Poisson  n’est  au  fond  que  la  série  par  laquelle  Lagrange 

représente  l’intégrale  / Prix,  cette  série  sera  elle-même 


* * 
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défectueuse  si  F (or, 0,0,0)  est  infinie  ou  indéterminée. 
L'emploi  de  la  fonction  u fait  éviter  cet  écueil  en  faisant 
disparaître  la  discontinuité  des  fonctions. 

Exemples  : i°.  Si  F est  fonction  des  seules  variables 
x,  y,  on  aura 

e/F  = Meir  +■  Ne//; 

la  condition  d’intégrabilité  sc  réduira  à N = o.  F dx  ne 
sera  une  différentielle  exacte  qn  autant  que  F ne  renfer- 
mera point  jr,  ce  qui  est  évident  à priori. 

a°.  Si  F = M -F  Nj'  = -^(M</x  -F  N rfy),  on  aura 


(d M e/N  \ , fd M „ , , 

et  l’on  en  conclura  que  Me/.r  -F  Hrty  sera  une  différen- 
tielle exacte  quand  on  aura 


e/M  , rfN 

-l_  v' . 

dx  ' dy 


dx 


dy 


ou 


e/M  d N 
Sy-dï^' 


T !X, 


ce  que  nous  savions  déjà. 

3°.  Pour  mettre  mieux  en  évidence  la  simplicité  et  la 
vérité  du  théorème  d’Euler,  procédons  à posteriori. 
Supposons  que  l’on  ait 


_ *y 
y 


y 


</F=(— ^-f— W 
v f y ) 


on  en  tirera  F = — 


xr 


xy 


y* 


y y' 

ar'’r  x y*\ 


i dy 

r J J 


.('^•iîfV  + îrfA 

\y  y’  J y 


et  l’on  aura  bien 

ri  ■»'*?  ap**  i’d'Q 
..  = P> 


ce  qui  devait  être. 


dx  dx * 
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222.  D'après  ce  que  nous  avons  vu,  lorsque  la  condition 
d’intégrabilitc  est  remplie,  l'équation  qui  donne  la  valeur 

. fXl 

de  l'expression  I F dx  se  réduit  à 

Jx0 


j: 


'Ydx—  <p(x,,  y ,,  r,  .*.1 /«, 


Concevons  actuellement  que , sans  changer  la  fonction 
de  x que  représente^,  on  ditlërentic  les  deux  membres 
de  cette  dernière  équation  par  rapport  à x,  qui  est  arbi- 
traire; il  viendra 

*[*..  /,"->]  - 2;, 

et  par  conséquent,  en  supprimant  les  indices,  on  voit 
qu’iudépcndamment  de  toute  relation  particulière  entre 
y et  x,  F est  la  dérivée,  par  rapport  à ,r,  de  la  fonction 
f,  dans  laquelle  on  considérerait  les  quantités  relatives  à 
la  limitex0  comme  des  constantes,  et  où  l’on  supprimerait 
les  indices  de  celles  qui  se  rapportent  à la  limite  x,;  on 
en  conclura  immédiatement  que,  pour  effectuer  l'intégra- 
tion dans  le  cas  où  la  condition  d’intégrabilité  sera  rem- 
plie , il  suffira  de  donner  à la  fonction  y une  forme  par- 
ticulière telle  que  l’on  puisse,  à l’aide  d’un  nombre 
convenable  de  paramètres  ou  de  constantes  arbitraires, 
disposer  des  valeurs  extrêmes  de  cette  fonction  et  de  ses 
n — x premières  dérivées  relatives  à une  des  limites  de 
l’intégration.  L’intégrale  ne  se  trouvera  dépendre  que  de 
ces  valeurs  extrêmes  et  de  celles  qui  se  rapportent  à l’au- 
tre limite , lesquelles  devront  être  considérées  comme  des 
constantes;  et,  en  remplaçant  les  premières  par  x,  y, 
ÿ, . . . , , on  aura  l'intégrale  cherchée. 


Exemples  : 

F — ?.v  -F  y 1 a *J‘ y -+-  xy"  -F  x’y"  — y'  i 
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posons 

y — a 4-  bx  c.r’ , 

d’où 

y = b 4-  1CX,  y"  = 2C,  y"  — o, 
f = 3J:  + (fl  ■+■  bx  -+-  ex’)  2x(a  4-  bx  4-  ex*)  (6-4-  a ex)  — 6, 

I 

il  faudra  intégrer  cette  expression  entre  les  limites  xa, 
x,j  or 

/ ‘2xdx  = x]  — x’, 

I \a  ■+■  6x4-  cx»)*<ir  = x,(«4-6x,  4-  cx()‘— x„(a  -f-  6x„4-cx’)* 
— / ‘?x(6  4- 2cx)  (fl  4- 6x  4- cx»)rfx  ; 

i'  Xq 

en  ajoutant  et  remarquant  que  l’intégrale 

/'?x(6  4-  ?xx)  (a  4-  bx  4-  cx')dx 

*0  ’ 

disparaît,  il  vient,  après  quelques  réductions, 


x(  — x;  — b(xt  — x0)-+-x,(fl  4-  bx,-ycx\y—  x„(a4-6x04-cx’)\ 

Il  reste  à introduire  dans  cette  expression  les  valeurs  ex-* 
trêmes  de  y et  de  ses  dérivées  y1,  y"  \ or,  on  a 

a -4-  6x,  4-  ex]  = y]  , b = y\  — a y\x,; 

en  substituant , regardant  comme  constantes  les  valeur» 
initiales  Xa,y„,  y\-,yo,  et  changeant  a:,,  y,,  y\ , j", , en  x, 
y,ÿ, y",  on  aura  définitivementpour  rintégralecherchée, 

x*  4-  xy*  — xy'  -4-  ,x*y"  4-  C. 

Au  lieu  de  ax'  -f-  bx  -4-  c,  on  aurait  pu  employer  toute 
autre  fonction  telle  que  le  nombre  de  ses  constantes  per- 
mit de  disposer  arbitrairement  de  et  de  ses  deux  pre- 
mières dérivées.  L’habitude  du  calcul  indiquera  , dans 
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chaque  cas  particulier,  la  fonction  que  l’on  doit  choisir 
pour  rendre  les  intégrations  plus  faciles. 

223.  On  déduit  facilement  de  ce  qui  précède  les  con- 
ditions que  la  fonction  F doit  remplir  pour  être  intégrable 
un  certain  nombre  de  fois,  indépendamment  de  toute 
forme  particulière  attribuée  à y.  En  effet,  comme  on  a 

jrix  I Vtlx  — x j Fdx  — J xFdx, 

et  que,  par  hypothèse,  / Fdx  est  une  différentielle  exacte, 
la  fonction  F sera  deux  fois  intégrable  si  l’on  a 

Dj.xF  — D,D7,.xF  -+-  Di  D7  .xF  o. 

En  développant  le  premier  membre , et  ayant  égard  à la 
première  équation  de  condition 

D7  F — D,  Dj*  F + Di  D7«  F -t- . • . — o , 

on  trouvera  , pour  la  seconde  condition  cherchée  , 

D7,  F — aDx  D7(  F + 3 Di  D7«  F + * ■ • — o . 

En  partant  de  l’équation 

jdx  j <lx  j Yilx  = — J Fdx  — x ! x Ydx  -+-  - j Fx’dx, 

on  trouverait  de  même  que  F sera  trois  fois  intégrable  si, 
en  outre  des  deux  équations  déjà  obtenues , on  a iden- 
tiquement 

3.2  4.3  , 

D..F D, D.»  F -4-  - — Di  D,,r  F -4- . . . = o . 

7 I .2  7 I .2  7 

- , « 

En  général , la  fonction  F sera  m fois  intégrable  si  l’on  a 
D/»)  F — ' m - D,D/-+i)F 

7 1.2.3 . . .m  7 

(m  -H  2j^/w  -4- 1 ) .»3‘  , n r, 

— = D,  Dr(f+0  F +... — o. 

1.2.3  . m 
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Cette  formule  a été  donnée  d’abord  par  Lexell  -,  on  en  dé- 
duit toutes  les  conditions  précédentes  en  donnant  à m 
toutes  les  valeurs  depuis  o jusqu’à  m et  remarquant  que 
y{0)  = y.  On  en  conclut  que  les  conditions  qui  expriment 
que  la  fonction  F est/»  fois  intégrable,  ou  que  F dx”  est 
une  différentielle  exacte  de  l’ordre  n,  sont  au  nombre  de  n. 
Il  est  de  plus  évident , d’après  la  manière  dont  nous  y 
sommes  parvenus  , qu’elles  ne  sont  pas  seulement  néces- 
saires, mais  de  plus  sufïisantcs. 

224.  On  étend  sans  difficulté  ces  raisonnements  à une 
fonction  différentielle  d’un  ordre  quelconque,  et  d’un 
nombre  quelconque  de  variables  y , z,. . . , 

F[*.  r,  ï'>  /',•••./<«, 

Remplaçons  en  effet,  dans  cette  fonction, jr  par  u,  -j-ar, , 
z par  u,  -+•  au,,...,  et  désignons  par  f (a)  le  résultat  de 
cette  substitution,  en  sorte  que  l’on  ait 

/{•)=F[x,  «,+••',,  u'-h*v\  , «fO-J-wW,  «,+«•',,  u, -f- 

En  différentiant  d’abord  par  rapport  à a , puis  intégrant 
entre  les  limites  a = o et  a = i,  on  formera,  comme  ci- 
dessus,  l’équation 

F(*i  J.  /",•••>  s,  zl,z",...)  = F(x, 

-+-  / da[vx  F '(«*,)  H-  »,  F'  {•»,  .] 

J O 

4-  ! <1*  -t-  v\  F '(«•>’,  ) -H  etc..  ]. 

J O 

En  multipliant  par  dx,  intégrant  par  rapporta  x , en- 
tre les  limites  x0,  x,,  et  réduisant  à l’aide  de  l’intégration 
par  parties,  on  décomposera  le  second  membre  en  deux 
portions:  l’une,  ramenée  à de  simples  quadratures,  et  qui 
dépendra  uniquement  des  valeurs  extrêmes  de  x,y,y' 

A 
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s,  z’,.. .,  mais  nullement  de  la  forme  des  fonctions  vu 
i',,...;  l’autre,  formée  d'intégrales  doubles,  dépen- 
dantes de  la  forme  des  fonctions  vt,  y,,...,  qui  sera 

/ * F '(*(■,)  — D,F'  («!>',)  4-  D’  F '(ai*) 

4- J o <u  /<v/r[  F '(««,)  — D,  F ' (*v\  \ -j-  DÎF'(«t>'). 

et  qui  devra  nécessairement  s’évanouir  pour  que  f F(.r)d,r 
soit  une  différentielle  exacte  ou  soit  immédiatement  in- 
tégrable. Comme  d’ailleurs  les  fonctions  e,.  e,,...  sont  . 
entièrement  indépendantes  les  unes  des  autres,  on  devra 


avoir 

F'K)  - D,F'K)  4-  D]  F '(«.*)  o, 

F'(*e,)  - D,  F '(«»',)  -»-  DJ  F'  (*•*')  -...=  o, 

ou  , ce.  qui  revient  au  même, 

F'tr)  ~ D.F'(j')  + l)*F'(r«)  . .=  o, 

F'(«)  - D,F'(»')  4-  DJF'(*")  -...=  o, 

ou  mieux  encore 

* % 

n,  F — D,  D„ F 4-  d;  !),,,  F — . . o, 

D.F  — D,  D„  F 4-  01  D..„  F — ....=  o. 


225.  Terminons  par  quelques  remarques  dues  à Rider. 
Ei*  multipliant  par  dx  le  premier  membre  de  l'équation 
de  condition 

D,F  — D.D,.  F 4-  D.’Dj.F  — ...  = 0> 
que  l’on  peut  écrire  comme  il  suit 

N — D,P  4-  DÎQ  - DJ  R 4-  ...  = o, 
et  intégrant , il  vient 

I Nr h:  — p + d,q  — d;r  4 n:  s — c*c  — c,-, 

T- "•  6(i 

* 
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et  l’on  en  conclut  que  Ncüx  est  une  différentielle  exacte 
en  même  temps  que  Fdx.  Multipliant  de  nouveau  par  dx 
et  intégrant , on  aura 


J'dx(  jîidx  — Pj  -+-  Q - D,R  4-  DiS  — .. 

donc,  dx(  f Ndx  — Pj  est  encore  une 
exacte.  Il  en  sera  de  même  de 


. — Ctx  -f-  C|  | 
différentielle 


“■  [ /(  /”* 

— Pj  dx 

4-  q J, 

de 

llx  | 

- P \ dx  ■+■ 

«]- 

r|...  ; 

V 

donc,  si 

F désignant  une 

fonction  de  x,  y, 

/ n 

y . y * 

y<n),  l’expression  F dx  est 

immédiatement  intégrable, 

posant 

F = Mrf-r  -t-  Nf/r  -1-  P dy 

' 4-  Q dy" 

4-  R«fy 

* 4-* • • » 

P — fvdx  =P,  Q — fPdx  = Q, 

R -Jq 

dx=  P , , 

les  expressions  tidx,  Pdx,  Qdx , Rdx , . . .,  seront  elles- 
mêmes  immédiatement  intégrables,  ou  seront  des  diffé- 
rentielles exactes  indépendamment  de  la  forme  de  y ■ La 
manière  dont  nous  sommes  arrivés  à cette  conclusion 
prouve,  de  plus,  que  réciproquement,  si  ces  diverses  ex- 
pressions sont  des  différentielles  exactes,  il  en  sera  de 
même  de  F dx  -,  et  comme  on  a d’ailleurs 

N = DrF,  P — D„F,  Q = D^.F, 

on  en  conclura  facilement  que  si  F dx  est  une  différen- 
tielle exacte,  il  en  sera  de  même  de 

d.r  D,  F , </j  D;f,  ilxD’  F, 
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Le  nombre  des  fonctions  P,  Q,  R,;.,  étant  égal  au  nom- 
bre qui  indique  l’ordre  de  l'équation  différentielle,  les 
fonctions  P,  Q,  B qui  en  dérivent,  devront,  après  un 
certain  nombre  de  dérivations,  s’évanouir  ou  devenir  des 
fonctions  de  la  seule  variable  x. 


Exemples.  J Fdx  = ^±^1, 


d’où 

_ r'(i  + .y'*)*  y(  » + r,>)  , h 'V' 1 + y'1  yy"(*  + y'*fi 

~ xy"  x'y"  x xy“' 

•—  (i  -4-  y1')1'  3 y'\/ 1 -t-  y*'  _ /"(I  -t-r'1)*  . 

X*jr"  X xÿ'* 

(H-4r'1)l/'  -Hr"  3yy'l/i-hy'’  3 y\/i-h?y'’  3yy'ym\/\  +y'‘ 

*y"  *'y"  xV7~+ y»  : *r"’ 

« _ — r'Cn-r'1)  . •rf'-*-/'*)4  , r('+r',)î  .• 

^ x1  r"1  xr*1  * xr"* 


F 
N = 

P = 


x y" 1 x' y 

on  trouvera 


/Nrfx=ii±^;,l.  (Pdx=*7' (Qdx  = r.rSi±/'')\ 

J xy  J xjr 

> 

fl  i=  R — f Qrlx  = o 


-mif  *d  o!di*> 

-VFïifr  i&ht* 


..  '’rfn  ,r  i 

« - 

„ -ùnij- 


■raàîm  J-  jowr» 


anVr* 


WnfdbS’  Ht  ' 


36.. 
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Propriétés  générales  et  intégration  des  équations  linéaires  de  l'ordre  n 
à coefficients  variables  ou  constants , avec  ou  sans  fécond  membre. 


226.  L’équation  différentielle  linéaire  de  l’ordre  n est 
celle  dans  laquelle  la  variable  indépendante  y et  scs  déri- 
vées y=DJ.y,y'=D’/',  ... 

entrent  ail  premier  degré,  et  ne  sont  pas  multipliées 
Tune  par  l’autre.  La  forme  générale  de  cette  équation  est 


(i)  D"  y -4-  A.  d"  .r-l-A.n,  ^...-(-A»_,Dx.r-(-A„/  = X..., 

A,,  A,,...,  A„,  X étant  des  fonctions  de  la  seule  varia- 
ble x.  On  ne  sait  pas  intégrer  généralement  celte  équa- 
tion , mais  on  a pu  mettre  en  évidence  plusieurs  pro- 
priétés remarquables  qui  rendent  plus  accessible  le  pro- 
blème de  son  intégration. 

Première  propriété.  L’intégration  de  l’équation  diffé- 
rentielle de  l’ordre  n avec  second  membre  X,  peut  tou- 
jours être  ramenée  à l’intégration  de  cette  même  équation 
sans  second  membre 


' / + A,  D,  ^ + A, D,  / +-.  + A,.,D,/  + A,^  =o. 
Démonstration.  Faisons^  = u,  f u,  et  e,  étant 
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deux  fonctions  indéterminées  de  x\  comme  on  a , en  vertu 
d’une  formule  connue, 

m m m ■*!  m[m |)  m~*  » "* 

D,  . uv  r=  vDx  u H D,  mDxM Ds  mD,  v 4-  ...*+•  «Df  p, 


i . 7. 


on  aura  généralement 


v.lferoo) 


/ = D,  a,  |c,(ir  4 mD,  u, »,  -4-  — ^ — - Dx  b,D,«, +...+  »■!),  v,, 

et,  en  substituant  dans  l’équation  (t),  pour  y et  ses  déri-  , 
vécs  leurs  valeurs , on  trouvera 

<ir^DJ«;+A,DI  «,-+-A,Dt  u, A„_,  D,tt,  H- A„«, J 

-t-  «i  j"  D,  r, -f- B,  D,  -t-  B,_,  DxV,  -t-  B«_i e,J  = X , 


B,  , B,,...,  B„_,  étant  des  fonctions  déterminées  de  x et 
de  «, . Cela  posé,  si  l’on  sait  intégrer  l’équation  linéaire 
sans  second  membre,  on  pourra  choisir  u,  de  manière  à 
satisfaire  à l'équation 


D,»,  -t-  A,Dt  M,+A)Df  k,+...+  A,_,Djb,+ A,b, — o, 


ce  qui  fera  disparaitre  le  coefficient  de  J vtdx  et  ramè- 
nera immédiatement  l’intégration  de  l’équation  d’ordre 
n avec  second  membre  à l’intégration  d’une  équation 
de  même  forme , mais  de  l’ordre  n — i . Dans  cette  nou- 
velle équation,  on  fera  è,  = utfv,dx,  et  l’on  n’aura 
plus  à intégrer  qu’une  équation  de  l’ordre  n — 1 sans 
second  membre,  avec  une  équation  de  l’ordre  n — a avec 
second  membre.  Par  une  série  de  substitutions  semblables, 
on  abaissera  de  plus  en  plus  l’ordre  de  l’équation  diffé- 
rentielle proposée  jusqu’à  ce  qu’on  l’ait  réduit  à l’unité. 
Donc,  lorsqu’on  sait  intégrer  l’équation  linéaire  d’ordre 
n sans  second  membre,  l’intégration  de  l’équation  avec 
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second  membre  se  trouve  elle-même  ramenée  à l’intégra- 
tion toujours  possible  d’une  équation  différentielle  linéaire 
du  premier  ordre,  et  peut  par  conséquent  être  réalisée. 

227.  Deuxième  propriété.  L’intégrale  générale  de  l’é- 
quation différentielle  linéaire  de  l’ordre  n,  avec  second 
membre,  se  déduit,  au  moyen  d’une  intégrale  multiple, 
des  intégrales  de  n équations  différentielles  linéaires  sans 
second  membre. 

Pour  fixer  les  idées  et  rendre  la  démonstration  plus 
sensible,  considérons  en  particulier  une  équation  du 
troisième  ordre 

T>x  A,  Di  y + A,  D,  y + Ai^  — Xj 
faisons  ^=11,  f vxd, t,  nous  eu  tirerons 

D,  y = D,  u,  f v,rix  +■  «,  », , 

Wy  = j v,dx  -4-  1 -4-  u.  D,  p,  , 

Di  y — Di  u,  r v,dr  -y  3 Di  u,»,  -+-  3D,  «,  D, <>,  -4-  «,  Di 


Substituant  ces  valeurs  et  celle  de  y dans  l’équation  pro- 
posée, et  posant , pour  abréger, 

3Di«,  -4-  2A,  D,«,  -4-  A ,u,  = B,tt, , 3 D,a,  -4-  A ,u,  = B,, 


on  aura 

( Di  a,  -4-  A,  Di  a,  -4-  A,  D,w,  -4-  A3)  j v,  dx 

-4-  «,  ( Di  »,  -4-  B,  D,v,  -4-  B,v,)  = X, 

et  si  l’on  choisit  pour  u,  une  des  intégrales  particulières 
de  l’équation 

Di  11,  -4-  A,  D.,  «,  -4-  A,Dr«,  -4-  A3  u,  — o , 
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il  viendra 

D}*»|  4-  B,  Dxv,  4-  B, i>,  = **-- ■ 

Faisons  de  nouveau  v,  = u,  f v,dx , u,  et  y,  étant  deux 
nouvelles  fonctions  de  x ; en  substituant , et  posant 

C,  = i Dx  h,  4-  B,  «, , 

on  aura 


(D’k»4-B,  Dxu,  -4-  B,u,)  J V,  dx+  u,  ( Dx  <>,  4-  C,  v.) 


et  si  l’on  choisit  pour  u,  une  des  intégrales  particulières 
de  l’équation  Di  u,  4-  B,  D.x  u,  4-  B,  h,  = o , il  viendra 


Dj  *'j  4~  C,  ■') 


X 

«i  «. 


Faisons  enfin  — Utfv»dx  ; en  substituant,  il  viendra 

( Dx  «i  4-  C,  «i  ) / <'idz  4-  «j  V}  = * 

./  u,  «, 

et  en  prenant  pour  u,  l'intégrale  de  l'équation  linéaire 
du  premier  ordre  Dx  u,  4-  C,m,  = o,  on  aura 

X 

Vi  = . 

Eu  remontant  de  proche,  on  déterminera  tour  à tour 
v,,  vt , et  par  suite  y,  qui  sera  donné  par  l'équation 

Y = «i  / u,dx  f «jf/x  / 

J J J «.«,«3 

dans  laquelle  u,,  u, , u,  sont  les  intégrales  d’équations 
sans  seconds  membres. 

En  généralisant  ce  que  nous  venons  de  dire,  et  ap- 
pelant toujoursu,,  u„  Ut,...,  u„  les  intégrales  des  n équa- 
tions sans  seconds  membres  que  l’on  obtient  par  les  sub- 
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stitulions  successives,  on  aurait  pour  l'intégrale  générale 
de  l'équation  différentielle  linéaire  de  l'ordre  n , 

y =r  11 1 f f u s dx . , . f uhHx  j . 

228.  Troisième  propriété.  L’intégrale  générale  de  l'équa- 
tion différentielle  linéaire  avec  second  membre  se  déduit 
au  moyen  d une  intégrale  multiple  des  n intégrales  par- 
ticulières U, , U U„  de  l’équation  sans  second  mem- 

bre. 

Pour  le  prouver,  il  suffit  de  montrer  qu’on  peut, 
dans  tous  les  cas,  substituer  aux  n intégrales  particulières 
u, , ut , «j,...,  m„,  qui  appartiennent  à n équations  diffé- 
rentes, les  //  intégrales  U,,  = u, , U, , U,,...,  U„  de  la 
seule  équation 


1>,h4-A,D,  «4-A,D, 


A„_,  D,  u 4-  A„«  = o , 


qui  est  1 équation  proposée  sans  second  membre. 

Raisonnons  encore , pour  plus  de  simplicité,  sur  l'é- 
quation différentielle  linéaire  du  troisième  ordre.  Multi- 
plions l’équation  Diu,  -+-  A, D’n,  A,Dx«,-|-A,u1='o 
par  f u,dx,  et  ajoutons  à ce  produit  l'équation 


D>.  4-  B,  D,  i>,  4-  = -i 

U g 

après  y avoir  substitué  pour  B,,  B,  leurs  valeurs,  on 
aura 


"i‘ J “idar  -+-  3 D;«,  k,  4-  3D,  u , Dx  u,  -+-  u,  Di  u, 

-t-  A,  ( DJ  u,  lu.i/x  q-  2 1),  u,  h,  -(-  u,  I),  u , ; 

-h  A,(  T),  n,  I u,Ux  4-  «<«,  j-t-  Aiti,' = 0. 
vv  •’  J J 

•b-,  il  est  aise  de  voir  que  les  polynômes  qui  composent  les 
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dillërents  termes  du  premier  membre  sont,  abstraction 
laite  des  coefficients  As,  A,,  A,,  le  produit  u,futdx, 
et  scs  dérivées  première,  seconde,  troisième,  de  sorte 
que  l'équation  qui  précède  peut  se  mettre  sous  la  forme 
très-simple 

J u,c/j:  -h  A.D^.u,  j i^iùc  -h  A,D,.u,J  u/£r-+-  Ai»,  fu,tlx  = o, 

et  l’on  en  conclut  que  si  l’une  des  intégrales  de  l’équa- 
tion sans  second  membre 

Di  « A , Di  u -4-  A,  D»  « -l-  A3  u = 0 

est  m,  = U,,  U,  J u,  dx  sera  une  seconde  intégrale  de 
cette  même  équation  ; et,  en  appelant  cette  seconde  inté- 
grale U, , on  aura 

U,  = U,  J u,djr,  et  par  suite  k,  = D,,^: 

u > d'ailleurs  est  une  intégrale  de  l’équation 
Di  «.  -+-  B,  D, u,  ■+■  B,u,  = o. 

Si  l’on  désigne  par  u,  une  seconde  intégrale  de  celte 
même  équation,  on  prouverait,  en  raisonnant  comme 
nous  venons  de  le  faire,  que  Us  ==  U,  J u',dx  serait  une 
troisième  intégrale  de  l'équation  sans  second  membre  , et 
l’on  aurait 


donc,  si  U,,  U„  L,  sont  les  trois  intégrales  de  l'équatiou 
sans  second  membre 

Dj  u -f-  A,  Di«  -)-  A, D,  « -+-  Ai  « =r  o, 
les  intégrales  de  lequation 

D]  «,  -t-  B.D.m,  -t-  B,  «,  = o 

, r»  U>  n Uj 

seront  l)rÿ-,  I>, 
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Remarquons  enfin  que  l'équation  Dx«,  C,«j  = o 
est , à l’égard  de  l’équation  Dx  u,  -f-  B,  Dx  n,  -J-  B,  u,  = o . 
ce  que  cette  dernière  équation  était  par  rapport  à 
Di  u -+-  A,  Di  u -+-  A,  Dx  u -f-  Aj  u = o.  Un  aura  donc 
aussi 


et,  par  conséquent, 


D, 


«3  = D, 


U, 
U, 


Les  intégrales  u%,  u , sont  donc  exprimées  au  moyen  des 
intégrales  U,,  U„  Us  de  la  seule  équation 


Di«  A,  Di»  -4-  A,Dxtt  -1-  A 311  — o. 

En  substituant  à u,,  u,,  u,  leurs  valeurs  dans  l’équation 
qui  donne  la  valeur  de  y ou  l’intégrale  de  l’équation  dif- 
férentielle proposée , on  trouve 


Il  est  évident  que  ces  raisonnements  s’étendent  d’eux- 
mêmes  à une  équation  d’ordre  quelconque.  En  appelant 
U,,  U„  Us,...,  U„  les  n intégrales  de  l’équation  sans 
second  membre 


n n — 1 n — J 

Dx  u -4-  A,  Dx  u 4-  A,  Dx  u -f*  • • • ■+■  A„_ , D* u 4-  An u — o, 

les  intégrales  ut,  u s,  w4,.  . un  des  équations  qu’on  en 
déduira  par  les  substitutions  successives  y = utf 


« 
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u,  = u,  J dx,  seront 

* 4;  - 


5?i 


D, 


U. 


et  la  valeur  générale  de  cette  intégrale  sera 


y — 


u l'd  u‘  Cé  D*u'  ( %dx 

' J ’W.  r-- ü;-  - dH î 


u'"n  * 

1 u, 

Appliquons  cette  formule  à l’équatiou  Di  y — y=x: 
l’équation  Diu  — u = o a les  deux  intégrales  particu- 
lières U!  — ex,  U,  = e~x  ; donc 

r = sf(- 

— e*  j e~**dx  jxe*dx  — e1  J e~,,dx(xe*  — e*  -f • C) 

= + fe  Z(x  — i)</x  = — — xJ  ; 

C * 

et,  en  posant  — - =C,, 

y = C,  e~*  -+-  C\e*  — x. 

Telle  est  l’intégrale  générale  cherchée. 

L’expression  générale  dey,  sous  la  forme  qui  s’est  pré- 
sentée d’abord  , renferme  n intégrations  successives  qu’il 
est  facile,  dans  tous  les  cas,  de  réduire  à des  intégrales 
simples.  Posons,  en  effet, 

d,Hî 

u u 

■ d,^=du.,d,—£  = du. 

D,— 

U 


Xdx 


'U, 

ta  ■* 

i 


lT,D,u!D‘  S* 
ü; 


= duxy 
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on  aura 

X = U.  jdun  fdun_,Jdu„^,...Jdui  jdu,  jdu,  , 

et , par  suite , en  intégrant  par  parties , 

U,  f du„  Jdu . . jdit}(u,  u,  — ju,dn,  j 

U,  jdun  jdu _,...  Jduk  — fu,du,\ — fu 3d{  u,u , — fu,du,  j J , 

et  ainsi  de  suite. 

229.  Quatrième  propriété.  Si  l’on  connait  ni  inté- 
grales particulières  de  l’équation  différentielle  linéaire 
sans  second  membre,  on  pourra  toujours  ramener  l'inté- 
gration de  l’équation  avec  second  membre  à l’intégration 
d’une  nouvelle  équation  linéaire  tic  l’ordre  n — m. 

Démonstration.  Soient  U,,  U,,...,  U„  les  m inté- 
grales particulières  données  : en  posant^  = l , y' viix  et 
substituant  dans  l’équation  différentielle  avec  second 
membre,  le  coefficient  de  J vdx  s'évanouira,  et  cette 
équation  avec  second  membre  sera  remplacée  par  la  sui- 
vante d'ordre  n — 1 , 

(3)  D,  v -f*  B,  D,  r -+-  . • • -I-  B„  -,  Di  e ■+•  B„_,c  :=:  X, 

et,  comine  nous  l'avons  prouvé,  des  m intégrales  parti- 
culières U,,  U,,.  . .,  II„,  on  déduira  m — 1 intégrales 

particulières  V,  = Dx  V,  = Dx^,...,  Vm_,  = Dx 

de  l’équation  (3)  sans  second  membre 

’D,  c-t-B.D,  V ■+■...+  B.  ..D,»  ■+■  B,_,r  = o. 

En  faisant  d'ailleurs  dans  l'équation  (3)  y = V,  J uv/x. 
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on  la  ramènera  à une  nouvelle  équation  d’ordre  n — a , 

• (4)  w + C,  Dt  w +...+  C„_3  D,n'  + C„_,iv  — X, 

y 

et  l’on  connaîtra  m — a intégrales  W,  =zDr~, 

» I 

v _ 

\Vm_,  = Dx  ' , de  l’équation  'sans  second  membre 

* I 

O,  hp  4-  Ci D,  » + . . • -H  C. — jDite  + C„_,  w ~ o . . . i 

que  l’on  ramènera  à l’ordre  n — 3 à l’aide  de  W,  ou  de 
U,  qui  sert  à calculer  W,. 

En  continuant  de  la  sorte , on  verra  que  chacune  des 
intégrales  particulières  données  U,,  Ut, . . . , U,„  sert  à ré- 
duire d’une  unité  l’ordre  de  l’équation  différentielle  pro- 
posée, et  que,  par  conséquent,  cette  équation  peut  être 
ramenée  à une  équation  de  l’ordre  n — m. 

230.  Cinquième  propriété.  Si  Y,,  Y,,. . .,  Y„  sont  n 
intégrales  particulières  de  l’équation  sans  second  mem- 
bre, et  y , une  intégrale  particulière  de  l’équation  avec 
second  membre,  les  intégrales  générales  des  équations 
avec  ou  sans  second  membre  seront  respectivement 

y =■  C.Y,  + C,Y,  -+-  CjY 3 + ...+  C,Y„  •+•  y„ 

Y = C.Y,  -t-  C.Y.  4-  C3Yj  + ...+  C. Y.. 

Démonstration.  En  eflèt,  i°  il  est  évident,  dans  l'hy- 
pothèse admise , que  les  valeurs  y,  Y vérifieront  respec- 
tivement les  équations  avec  ou  sans  second  membre  ; 
a0  ces  valeurs  renferment  n constantes  arbitraires;  donc 
ce  sont  les  intégrales  générales  cherchées. 

Remarquons,  toutefois,  quej',  Y ne  seront  les  inté- 
grales générales  qu’autant  que  les  n constantes  étant  réel- 
lement distinctes,  on  pourra  en  disposer  de  manière  à 
faire  prendre,  pour  x — x0,  à là  fonction  y et  à ses  n — t 
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premières  dérivées,  des  valeurs  arbitraires  données  yQ, 
yc, . . . , y["~ *'.  Si  l’une  des  intégrales  particulières  était 
liée  avec  une  ou  plusieurs  des  autres  par  une  équation 
complètement  déterminée , si  l'on  avait,  par  exemple, 

Y3  = o Y,  4-  bY„ 
la  somme  Y deviendra 

Y = (C,  4-  aCj)  y , -4-  (C,  4-  bCijy,  4*.  • 4-  C*y 
ou 

Y = C'Y,  + C'Y,  -4-  C4Y4  4-... 4-  C„Y„, 

et  ne  renfermera  plus  que  n — 1 constantes  arbitraires. 

231.  M.  Libri  a poursuivi,  avec  quelque  bonheur,  l’a- 
nalogie remarquable  qui  existe  entre  les  équations  diffé- 
rentielles linéaires  et  les  équations  algébriques  ordinaires, 
analogie  que  le  théorème  de  Lagrange  mettait  déjà  en 
évidence,  en  démontrant  qu’011  peut  abaisser  l’ordre  d’une 
équation  linéaire  d’un  nombre  d’unités  marqué  par  le 
nombre  des  intégrales  particulières  données , comme  on 
peut  diminuer  le  degré  d’une  équation  algébrique  d’au- 
tant d’unités  que  l’on  connaît  de  racines.  Les  proposi- 
tions suivantes  feront  mieux  ressortir  cette  analogie. 

Siacième  propriété.  Une  équation  différentielle , li- 
néaire au  moins  dans  ses  deux  premiers  termes,  peut  se 
réduire  à une  autre  équation  de  même  ordre  sans  second 
jerme. 

Démonstration.  En  faisant  dans  l’équation 

4-  A,D,  y 4-  A,Dr  r 4- ...  4-  A„_,  D,j’  4-  A,^  = X 

y — uv.  on  aura  une  nouvelle  équation  d’ordre  n dans 
laquelle  le  coefficient  de  D^u  sera  n D,u  A,u;  et 
comme  on  peut  toujours  satisfaire  à l’équation  différen- 
tielle du  premier  ordre  n Drv  A,  o — o,  on  pourra  . 
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dans  tous  les  cas,  choisir  y de  manière  à faire  disparaître 
ce  second  terme. 

Plus  généralement  : étant  donnée  une  équation  diffé- 
rentielle dont, les  m + i première  termes  sont  linéaires, 
on  pourra  toujours  faire  disparaître  le  m+  i“*“  terme 
à l’aide  d'une  équation  linéaire  de  l’ordre  tn. 

232.  Septième  propriété.  Lorsque  deux  des  intégrales 
particulières  de  l’équation  linéaire  sans  second  membre 
ont  entre  elles  une  relation  connue , on  peut  abaisser  le 
degré  de  l’équation. 

Démonstration.  Supposons  que  les  deux  intégrales 
particulières  yt,  y y soient  liées  entre  elles  par  la  rela- 
tion j'i  = on  pourra,  dans  l’équation  donnée, 

substituer  f(y)  à y,  et  l’équation  résultant  de  cette  sub- 
stitution servira  à l’élimination  de  la  dérivée  de  l’or- 
dre n,  de  manière  à n’avoir  pour  résultat  qu’une  équa- 
tion linéaire  différentielle  de  l’ordre  n — i.  Ainsi, 
par  exemple,  si  l’on  sait  d’une  manière  quelconque 
que  dans  l’équation  D \ y — y — o,  les  deux  intégrales 
particulières^,  et  j',  sont  liées  entre  elles  par  l’équation 

y y = -1— , on  remplacera,  dans  l’équation  Di_r  — y = o, 

/ » 

y par  ce  qui  donnera 

l)ly  — - D*rJ  -+-  y = o, 

et  en  éliminant  D’ y entre  ces  deux  équations,  ou  trou- 
vera . 

IL/1  = /*,  IL/  = ± y,  y — ft1*; 

les  deux  intégrales  particulières  seront 

/,  = C.r»,  = t\e 
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ci  l'intégrale  générale  sera 

y = Cy’  + C,<r". 

233.  Huitième  propriété.  Lorsqu’on  connaît  les  inté- 
grales particulières  d’une  équation  linéaire  sans  second 
membre,  on  peut  toujours  former  les  coefficients  de  cette 
équation  par  des  opérations  analogues  à celles  qui  servent 
à former  les  coefficients  des  équations  algébriques  en 
fonction  symétrique  des  racines. 

Démonstration.  Appelons  y,,  y„ ...,  y „ les  n inté- 
grales particulières  de  l’équation  linéaire 

-+-  A,D,  y -+■  A,DZ  y A«_,  D ,y  A„  — o, 

et  y son  intégrale  générale,  on  aura 

y = y,  -H  y i + y s y ■> 

et  si  l’on  pose  y = ytf  ztlx  , il  viendra 

y . D,  i-t-^/D.y.-f-A.y.jD,,  y-h... 

■+•’  (D,  y,  -+-  A,DX  y,  -h.  ■ .-h  A„y,  )f*d*  = o ; 

ou  bien,  en  remarquant  que  le  coefficient  de  f zrix  est 
nul,  et  divisant  par  y,, 

D,  i -+-  B,  Dx  z -H ...  -+-  B„_,  z = o, 
et 

«D ,y,  4-  A, y,  = B, y,,  A,  = — — D,y,  -f-  B,.  • 

y i 

De  plus  , l’équation  en  z a pour  intégrales  particulières 
les  n — î quantités  D, , D,"— , D,  — , et  si  l’on  répète 

y « y i y i 

sur  cette  équation  l’opération  que  nous  avons  faite  sur 
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l’équation  donnée,  on  trouvera 

— («  — i )D, . D, — 

B,  =r  — -h  C, i 

Dr  — 

r. 

on  calculerait  C,,  D,,. . comme  on  a calculé  A,,  B,, 
et  comme,  après  n transformations,  on  parviendra  néces- 
sairement à une  équation  dans  laquelle  le  coefficient  du 
second  terme  sera  égal  à o,  puisque  le  degré  de  l’équa- 
tion diflérentiellc  diminue  d’une  unité  à chaque  opéra- 
tion, la  série  des  termes  A,,  B,,  C,, . . . s’arrêtera,  et  l’on 
aura,  en  substituant. 


*77 


(/»— ,)DÎ  — 
r, 


D/* 

(«- »)D 

Dx*— 

r< 


Vr- 


D, 


D,^ 

•T. 


Pour  appliquer  cette  formule  à un  exemple,  supposons 
que  l’on  donne  l’équation  D’ y — m'y  = o : les  deux  in- 
tégrales particulières  sonlj',  = y,  = Cte~mr  ; on 

a d’ailleurs  n = a;  eu  substituant  ces  valeurs  dans  la 
formule  qui  précède,  et  nous  arrêtant  aux  deux  premfers 
termes,  il  viendra 


-K-ÏM±. 


DiJ-’ 

■T. 


D,- 

ft 


: 1111  -f- 


«Je  lié) 

= a m — = o. 


A,  est  donc  nul,  comme  cela  devait  être,  puisque  l'équa- 
tion donnée  n’a  pas  de  second  terme. 
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On  pourrait  obtenir,  par  une  analyse  semblable,  tous 
les  coefficients  A,,  A,,. . A„en  fonction  des  intégrales 
particulières  J„. 

En  général,  étant  données  n fonctions  de  x,  F, (x), 
F,(x),...,  F„(x),  on  pourra  déterminer  les  coefficients 
de  Téquation  différentielle  linéaire  de  l'ordre  n qui  aura 
pour  intégrales  particulières  ces  n fonctions;  et  il  n’exis- 
terâ  qu’une  seule  équation  différentielle  linéaire  de  l'ordre 
«,  qui  satisfasse  à cette  condition , comme  il  n’y  a qu’une 
équation  algébrique  d’un  degré  déterminé  qui  ait  n racines 
données. 

On  peut  déterminer  plus  facilement  les  valeurs  de  A,, 
Aj, . . . , A„  de  la  manière  suivante.  Si  l'on  élimine  suc- 
cessivement ces  n — i quantités  entre  les  n équations 


n m — i 


Dxy,  -t-  A,DX  y,  4-.. 

. .4-  A = o, 

Dxy,  4-  A,  Dx  y,  4-. 

• .-1-  A„y-,  = o, 

D ,y„  4-  A,  D,  y,  4-. , 

. .4-  A,/,  = o, 

en  considérant  les  différentielles  D’jrt,  D" 

comme  des  coefficients  connus,  on  aura  la  valeur  de 
A,  telle  .que  nous  l’avons  déjà  donnée.  Pour  en  déduire 
la  valeur  de  A, , il  est  clair  qu'il  suffit,  dans  l’expression 
de  A„  de  changer i en  Dj-’j,,  en  D;-’y„..., 

et  réciproquement,  sans  changer  aucun  des  termes  qui 
contiennent  d’autres  différentielles,  on  obtiendrait,  par 
des  permutations  analogues,  ItA  valeurs  de  A»,  As,. . . . 

M.  Libri  fait  observer  tpie  les  quantités  y,,  y,,...,  y„ 
forment  une  espèce  particulière  de  fonctions  symétriques; 
que  non-seulement  on  peut  permuter  ces  quantités  en- 
tre elles,  d’une  manière  quelconque,  comme  les  racines 
des  équations  algébriques,  dans  la  formation  des  coeffi- 
cients A,,  A„, . . . , mais  qu'on  peut  encore  écrire,  an  lieu 
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de  l’une  quelconque  y,  de  ces  quantités,  la  somme  ou  la 
différence  d'un  nombre  quelconque  d’entre  elles,  sans  que 
la  valeur  des  coefficients  en  soit  altérée.  Si , par  exemple, 
pour  l’équation  D’ y —m'y,  au  lieu  de  faire y,  =C,e"^, 
y , = C1e-1"',  on  posait  yt  —CtC™*  — emx,  yt  — C,e“’"-r, 
on  trouverait  encore  A,  = o.  Ce  nouveau  genre  de  fonc- 
tions parait  mériter  l’attention  des  géomètres. 

234.  M.  Libri  avait  encore  énoncé,  relativement  aux 
équations  linéaires,  le  théorème  suivant:  «Une  équation 
linéaire  à deux  variables  de  l’ordre  n étant  donnée,  si 
l’on  connaît  les  coefficients  d’une  autre  équation  diffé- 
rentielle de  l’ordre  m , également  linéaire,  entre  les 
mêmes  variables  , et  qui  doit  exister  en  môme  temps  que 
la  première,  on  pourra  toujours,  à l’aide  des  coefficients 
de  ces  deux  équations,  et  sans  effectuer  aucune  intégra- 
tion , former  une  troisième  équation  linéaire  de  l'ordre 
n — m,  de  telle  manière  que  l’équation  de  l'ordre  n sera 
décomposée  en  deux  autres  qui  seront  respectivement  de 
l’ordre  m et  de  l’ordre  n — m,  et  à l’aide  desquelles  on 
pourra  intégrer  l’équation  proposée.  » On  voit  qu’il  n’est 
plus  nécessaire,  comme  dans  le  théorème  de  Lagrange, 
de  connaître  une  ou  plusieurs  intégrales  de  l’équation 
proposée  pour  opérer  une  réduction  : il  suflit  d’avoir 
deux  équations  simultanées  pour  que  l’équation  de  l’ordre 
le  plus  élevé  puisse  être  réduite  à deux  autres  équations 
plus  simples.  Cette  réduction  répond  à la  possibilité  de 
partager  une  équation  eu  deux  autres  lorsqu’on  sait 
qu’elle  a pour  facteur  un  polynôme  de  forme  donnée. 

M.  Liouville  a publié  le  premier  la  démonstration  de 
ce  théorème  fondamental.  La  voici  telle  qu’il  l’a  donnée 
dans  les  Comptes  rendus  des  séances  de  V Académie  des 
Sciences.  Soit 

«4w--  f rn  Ml-  1 

l),  y H- A,D,  j'H-A.D,  y -t-..'. 


; 
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une  équation  différentielle  linéaire  de  l'ordre  m -(-  n , et 

D,  J + Bi  D,  2 + B,Dj  s+...=  o 

une  autre  équation  différentielle  linéaire  de  l’ordre  m , 
dont  toutes  les  intégrales  appartiennent  en  même  temps 
à l’équation  de  l’ordre  m n.  La  valeur  générale  de  z 
renferme  m constantes  arbitraires,  et  celle  de  y doit  en 
contenir  m -(-  n;  cette  dernière  sera  donc  de  la  forme 

y — z ■+•  C,  ■+■  C,y,  -4-. Cny„. 

Ci,  Ci,.  . . , Cn  étant  des  constantes  arbitraires.  Faisons 
maintenant 


« = D xy  -t-  B,  r+B.D, 

Si  l’on  met  pour  y sa  valeur  dans  le  second  membre  de 
cette  équation,  z disparaîtra  de  lui-méme  en  vertu  de 
l'équation 

m m—t  m—* 

Dtï-f-B,D,  i + B,  D,  *+...=  o : 

le  résultat  de  la  substitution  sera  donc  une  fonction  li- 
néaire des  constantes  C„  C„. . .,  C„  \ par  suite,  u satis- 
fera à une  certaine  équation  différentielle  linéaire  du 
n‘imr  ordre  dans  laquelle  les  constantes  n’entreront  plus. 
Représentons  par 

n i»  — i n — a 

D^K-t-G.D,  u -I-  a,D,  o 

l'équation  de  l’ordre  n dont  il  s’agit.  Je  dis  que  l’on  peut 
aisément  déterminer  les  coefficients  a,, 

Pour  cela,  j’observe  qu’en  différentiant  la  valeur  de  u 
plusieurs  fois  de  suite,  on  obtient  successivement  les  va- 
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leurs  de  Dxm,  D^u,  lesquelles  sont  de  la 

forme 

D*u  = D,  y + i,D, / 


n — i *+n — i 

D,  u = D,  y -h  A,l>,  y H , 

h m-+-u  m+-m-  i 

Vxu  = D,  y + /,D,  r +•••• 
Portant  toutes  ces  valeurs  dans  lequation 


m n — t 

DjU  + n.D,  «-4-...— o, 


elle  deviendra 


D,  7 + /.  D,  /-+-/. 

fl  i ■+■  fl  i A, 


D,  -4- . . . = o. 


I 


fl. 


I)e  sorte  qu’en  comparant  cette  dernière  équation  à l'é- 
quation donnée 


n+n  *+fi- 1 

D4  y -h  A,Dt  y+...=o, 

on  aura 

li  ■+■  fl,  = A,,  /,  -+-  A ,h,  + fl,  = A,.... 


On  a donc  ainsi  m -h  n équations  dont  les  n premières 
fournissent  successivement  et  sans  intégration  les  valeurs, 
de  a,,  fl,,. . a„.  Les  suivantes  conduisent  aux  équations 
de  condition  qui  doivent  être  remplies  pour  que  l’équa- 
tion en  y de  l’ordre  m -f-  n soit  vérifiée  quand  on  fait 
y =z  z , ou  pour  que  les  intégrales  de  l’équation  d’ordre 
n soient  communes  à l’équation  d'ordre  m -f-  n.  En  sup- 
posant ces  équations  de  condition  satisfaites,  l’intégration 
de  l'équation  d’ordre  wi-+-n  se  trouve  dépendre  des  deux 
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équations 

u = D,/  -+-  B,  D,  D,  u -i-  a,  l>,  = 

qui  sont  respectivement  de  l'ordre  ni  et  de  l’ordre  n.  De 
plus,  d’après  la  manière  dont  les  valeurs  des  quantités 
„a,,  fl,, ... , a„  sont  formées,  il  est  évident  qu’elles  ne  dé- 
pendent que  des  n premiers  coefficients  des  deux  équa- 
tions données,  ce  qui  complète  la  démonstration  du 
théorème  de  M.  Libri.  H résulte  de  là  une  simplification 
remarquable  : En  effet,  si  dans  les  deux  équations  si- 
multanées ces  n premiers  coefficients  sont  constants,  l’é- 
quation D"u  -+-•.  = o aura  aussi  tous  ses  coefficients 
constants  et  pourra , comme  nous  le  verrons  plus  tard , 
être  immédiatement  intégrée , ce  qui  réduira  l'équation 
de  l’ordre  n -f-  m à une  équation  de  l’ordre  m. 

235.  Pour  donner  encore  un  exemple  de  l’abaissement 
des  équations  linéaires,  supposons  qu’on  nous  donne  les 
deux  équations  simultanées 

D\  j'  -4-  A,D,_>  + A,/  = A j z, 

Dis  4-  A,  D,s  -t-  A,  z — Aj  y ; 

il  est  clair  qu’en  éliminant  z entre  ces  deux  équations, 
ou  aura  une  équation  différentielle  linéaire  du  quatrième 
ordre,  qui  sera  de  la  forme 

-4-  a,D Ijr  -+-  a,  Di/  + «jDx/  -t-  fl4  = o; 

si  l’on  éliminait  Rentre  ces  mêmes  équations,  on  aurait 
précisément  la  même  équation  en  s 

Di  s -t-  a,  D]  s -f-  fl.  Dis  -+-  ajD.s  -4-  a4  = o; 

d’où  il  résulte  que  les  quatre  intégrales  particulières  dont 
la  somme  forme  la  valeur  complète  dey,  sont  les  mêmes 
que  celles  dont  se  compose  la  valeur  de  z.  Mais  si  l’on 
fait  * = ^dans  les  deux  équations  données,  on  aura  les 
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deux  équa  lions 

Dlr  “H  A,  D,jr  -4-  (A,  — Aj)/  = o, 

Di z +•  A,  D,z  -H  (A,  — Aj)z  = o, 

qui  servjrortt  à connaître  deux  des  quatre  intégrales  par- 
ticulières que  nous  cherchons.  Quand  nous  aurons  trouvé 
les  deux  intégrales  particulières  de  la  première  de  cqs 
équations,  nous  nous  en  servirons  pour  réduire  au  se- 
cond ordre  l'équation  du  quatrième  ordre  en  y , et  l’on 
voit  que  les  deux  intégrales  particulières  de  cette  équa- 
tion réduite  au  second  ordre  auront  entre  elles  un  rap- 
port exprimé  par  l’équation 

Diz  -4-  A,D,z  A ,z  = Ajz, 

et  ce  rapport  servira  pour  trouver  directement  ces  deux 
intégrales  à l’aide  d’une  équation  linéaire  du  premier 
ordre.  . 
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Intégration  <le  l'équation  linéaire  de  l’ordre  n à coefficients  constants, 
avec  o»  sait»  dernier  terme  variable. 


236.  Supposons  que  dans  l’ë<pialion 

* üty  + A,  D,  y + A,D,  ^+.  ..  + A,_,D,j  H-A,>'=X, 

les  coefficients  AM  At,  As,...,  A,  soient  des  nombres, 
X restant  une  fonction  quelconque  de  la  variable  indé- 
pendante x,  et  cherchons  son  intégrale  générale.  On 
peut  y parvenir  par  diverses  méthodes  que  nous  allons 
exposer  successivement. 

1 re  Méthode.  Réduction  de  l’équalion  différentielle  de 
l'ordre  nà  un  système  de  n équations  linéaires  du  pre- 
mier ordre.  Si  l’on  fait 

D ,y  = y',  1 hy'  = y", . . , 

D ,y^3)  = /<*-»>,  Dx/C-*'  = 

l’équation  proposée  deviendra 

Dx_r(—0  ■+•  A.Dx/t»-*)  H-  -+- . . . 

-+-  A ,-,y'  -+-  A„y  = X, 

et  l'on  aura  à intégrer  n équations  simultanées  du  pre- 
mier ordre;  or,  si  l’on  multiplie  respectivement  lesn — i 
premières  équations  pardes  coefficients  indéterminés^"- 1 1 , 
0*,  ff  et  qu’on  les  ajoute  à la  dernière,  il  viendra 

-+-  -+-  9vjr(—3'>  4-,  . .4-  $(•-*) y 4-  0<n-')y] 

-t-  [A*. , — 5("  4-  \my  — X ; 
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ou , en  posant 

-4- 6"^ ("-J> + *<*->> 

A ,—0'  = 0,  A2  — Q"=M',  A3  — V"  = 66",...,  ' 

\n_t  6(n-<)  —Q6(’-‘\  A„=60("-'>, 

D,f  4-  6t  = X,  dt  - (-  8t«£r  = Xrfx. 

De  celte  dernière  équation , on  tire , en  intégrant , * . 

t — e-6r(C  -t-  / Xe**dx), 
ou  ' 

r<*-o  o' /("->)  oi—*iy  -f-  «<—•»/ 

. =<-f^(C+  fX^dx). 

D’ailleurs,  en  posant  0 = — les  équations  qui  déter-  . , 
minent  ff,  ff’,  6”, . . . , 6(n_,)  donnent,  par  des  sub- 

stitutions successives, 


0'  = A,  4-  r,  6"  = A,  -t- A,r  4- 
;e„_,  = A„_,  4-  A„_jr  4-  An  4 r*  4-. ..4-  A.r— » 4-  r-', 
u = A,  4-  A^,/'  4-  A._,r*  4-.  • ■ 4-  A,  r'1"1'1  4-  rn. 

Cette  dernière  équation,  que  l’on  déduit  de  l’équation 
différentielle  proposée  , en  remplaçant  respectivement  les 
dérivées  ü“y,  D yy,.  . D \y,  I )xy,  par  r", 

r1,  r;  y = par  r°  — i ; X par  zéro,*  donnera  pour 
r,  « valeurs  , et,  par  suite,  pour  ff,  ff',. . . , 0("-,) , n sys- 
tèmes de  valeurs.  De  ces  n systèmes  de  valeurs  résulteront 
n intégrales  de  l’équation 

dt  4-  dtiix  =z  Xdx. 

En  représentant  par  r,,  r,,  r,,. . .,  les  n valeurs  de  r, 
par  ff,,  fl;,...,  ff,"  fl1.,  C-, 

ff;— les  //  systèmes  de  valeurs  edr responda nies  des  côeffi- 
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cicnts  (j\  6", . . . , les  n intégrales  seront 

(n—  ») 

r('_,)  -I-  t>,  +.•■  + 0,  y -h  0,  y 

= rr'x{c  -+-  f\é-r'*djç), 
[n— i)  (#— *) 

yl*-'!  -+■  y 6,  X 

- (c*  -+•  $Xc-'  'xdx\ 


y(‘ 


«n  y" 


(»-•) 


(»—  l) 

«.  7 


= rr"r(C<«)  -4-  /Xe' 


Vxi. 


La  valeur  de  j-,  tirée  de  ces  n équations  du  premier  de- 
gré, renfermera  n constantes  arbitraires,  et  sera  l’inté- 
grale générale  de  l'équation  proposée. 


La  formule  x = S , 

ï zt  a0b,ct 


• g— A_, 

• g.- 


que  nous  avons 


déjà  rappelée  plusieurs  fois,  et  qui  donne  la  valeur  de 
l’une  quelconque,  des  inconnues  déterminées  par  un  sys- 
tème de  n équations  du  premier  degré,  montre  immé- 
diatement que  la  valeur  de  y,  ou  l’intégrale  cherchée , 
sera  composée  de  n termes  proportionnels  aux  seconds 
membres  des  équations,  et  sera  par  conséquent  de  la 
forme 


y = Xe-^tlx)  + A,  er**{Cu  -h  J Xf  "’Tdx)  +... 

-h  v",r(C"i  -+-  / Xe-'  •r<ir)  , 


X,,  X,T. . À„  désignant  n constantes,  fonctions  des  coef- 
ficients 0',. . 

Comme  les  équations  qui  donnent  y,  ÿ . ., 
sont  du  premier  degré  , les  valeurs  dejy',  jr”, . . . , iyl',-4) 
doivent  être  absolument  de  même  forme  que  celle  de  y ; 
cette  seule  considération  fournil  un  moyen  facile  de  cal- 
culer les  coellieients  X„. 
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Remarquons,  pour  plus  de  simplicité,  que  la  valeur- 
dey  peut  s’écrire  comme  il  suit  : 

y = ZAe«(C  4-  J \e~'‘dx), 

" 1 

le  signe  2 indiquant  qu’on  doit  faire  la  somme  des  n 
termes  correspondants  aux  n racines  de  l'équation  en  r. 
Cela  posé,  en  diil'érentiant,  on  trouvera 

y'  = ZA re"(C  -4-  fXe~r,dx)  -+-  xaX; 

et  puisque  y doit  être  de  même  forme  que  y,  on  aura 
nécessairement 

y'  = ZAn-"  (C  4-  / TLe~r*dx), 

ZAX  = o,  et,  par  suite,  Z A = o; 

eu  diiïcrf  ntiant  une  seconde  fois , on  aura 

y"  = Z A rV'(C  -4-  f X(-"(Ü)  -4-  ZArX  = o, 

et  par  conséquent 

y"  1=  Z a rV*(C  4-  fXc-”dx), 

ZArX  = 0,  ZAr  = o. 

En  continuant  ainsi,  on  trouverait  successivement 
y"  — ZA rV*  (C  4-  JXtr~"r/x),  ZAr*  = o, 

_ ea r*— e“(C  4-  / Xe~"dx),  ZAr»-*  = o, 
_>-(*>  = ïArV*  (C1  4-  fXe~r,tL r)  4-  ZAr"-’ X. 

Si  maintenant  on  substitue  dans  l’équation  proposée , à 
la  place  de  y et  de  ses  dérivées,  leurs  valeurs , il  viendra 

i Ac”(C4-/  X<r-"r£r)(A„  4-  A^.r  4-A„_,r>4-...4-  A,r-  >4-r") 

4-  ZAr*-,X  = X. 

Le  premier  terme  du  premier  membre  est  identiquement 
nul,  puisque  la  somme  2 s’étend  aux  seules  racines  de- 
l’équation 

A„  4-  A,..,  r 4-  A0_,  r'  4-... 4-  A,  r"  ■ 4-  r"  = o. 
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ÏAr*-' X = X,  ou  2 A r*~l  — i. 

On  adonc,  pour  déterminer  les  coefficients  X,,  X,,...,  X„, 
les  n équations  du  premier  degré 


2 A = 0, 

2 Ar  = o, . . 

• > 

2Ar*“J 

= 

O,  2 A r"- 

1 __ 

ou  bien 

A. 

4- 

A,  4- 

*3 

4-.  • 

.4- 

A.  = 

0, 

Ai  r, 

4- 

A,  r,  4- 

Aj  rj 

“f“  • • . 

• 4- 

A„r»  = 

o, 

A,  r"~’ 

+ 

A,  r"-’  4- 

AjrrJ  + -- 

.4- 

A.  r;-’  = 

o, 

A,  /"J- 1 

“f* 

A,/^->  4- 

A3^ 

-4-.. 

. -1- 

A-C"  = 

I . 

La  formule  symbolique 

_ (*  - *)(c  - *)-(*  - *)(c-  »)-(*  - *)•••(*  - g: 

( b — a)  (c  — a). ..{h  — a)(c  — b).. .[h  — A).. .(A  — g) 


qui  donne  la  valeur  générale  de  l’une  des  inconnues 
déterminées  par  « équations  du  premier  degré,  se  ré- 
duit, dans  le  cas  particulier  où  l’on  a ka  = o,  k,  = o,..., 


= o,  A„_,  = i,  à jc  = 
donne  , par  conséquent , 


I 

(„  —b)(a  — c).  . .(a  — A) ’ . 01 


*'  (r-  — r0  (r> 
A>  — (>»  — '•.)('■> 


n)--.(r,  — r„)’ 
— r.) 


Si  l'on  représente  par  f{f)  le  premier  membre  de  l’é- 
quation 

r*  4-  Atr°~‘  + A .r—»  +...4-  A„_,  r 4-  A.  = o, 


on  aura 


/(r)=(r—  c.Xr-  r,)...(r—  r.), 


I 

(r— r.)  (r  — r,)...(r—  r.) 
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et,  par  suite,  en  faisant  r=rt,  et  remarquant  que  la  vraie 
valeur  de  la  fraction  qui , pour  r = /•,,  devient  f, 


est  le  rapport  des  dérivées  j,.— t,  on 

J V') 


trouvera 


a,  = 


on  trouverait  de  môme 

i 


— jv, 


fV.Y  ' ‘ 


K = 


la  valeur  générale  de  y est  donc , en  comprenant 
dans  la  constante  C, 

y = Xj^e”(C+fXe-'‘dx)  = XCc”+ 

= C,cr,x  -+-  C,er'z- C.er*x 

Si  X = o,  c’est-à-dire  si  l’équation  différentielle  donnée 
n’a  pas  de  second  membre,  son  intégrale  générale  est 
simplement 

y = C,er'z  -+■  CJ*  -4-  C,er'z  = xCcrz. 

Il  est  facile  de  voir  que  cette  valeur  de  y , contenant  n 
constantes  arbitraires,  vérifie  réellement  l’équation 

D^-f-A.D,  j'+A,D,  / A„_,  Dzy  -h  A*y  =o. 


L’expression  y — £ Cerx  donne , en  effet , 

D ,y  — XCrtT*,  Ttly  = ïCr’c'*, ....  = ÏOV1  ; 

et  l’on  a , en  substituant, 

ïO"  (r*  -t-  A,r»-'  -f-  A ,r—‘  -f-.  • . -t-A_,c  A.)  = O, 
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or  cette  équation  est  identiquement  satisfaite,  puisque 
la  somme  du  premier  membre  s’étend  aux  seules  racines 
de  l équation  auxiliaire 

f{r)  = r-  + A ,r—  + A,r“*  -K.. -H  A „_,r  -+-  A,  = o. 

237.  2"'  Méthode.  Par  l’abaissement  progressif  de 
l’ordre  de  l’équation  proposée. 

Dans  l’équation 

D,/  + A,D,  r+A,D,  V +...+ A._,  Dx/ + A„r  =X, 

faisons  y = e*'xJuxdx,  a,  représentant  une  eonstante 
indéterminée,  et  «,  une  fonction  indéterminée  de  x.  On 
trouvera,  en  difl’érentiant  n fois,  ou,  en  recourant  à une 
formule  connue , 


D./  = c*<* (*,/ u,dx -+-  u,), 

Di/  = + +DX«„ 

Di/  = ex,x (a\J utdx  -H  3*)«,  -+-  3<r,Dx«l+  D’w,}, 

[**fu,dx  + nm'-'u,  -h  1 

, ' I 

■+...  d;-..  1 

Substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  proposée  et  divi- 
sant par  e“,x,  on  trouvera 

(A.  -I- A«_,a,  + A,,_,a|  -t-A„_3«J  -K..-+-  A,«f—  •+.  «")/«,</* 

“1”  (A„_,  •+■  7.A„.,ctt  -t-  3A„_3«Î  *+■•••-+-  U, 

n («  — I ) ~\ 

A„_, -f- 3A._ja,  +...-+-  D,«, 


+ I A-, 

+ = Xc~*'r. 


[' 


1.2.3 


rJ  ]di«,  + ... 


Or,  puisque  a,  est  une  quantité  constante  indéterminée x 
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on  pourra  la  choisir  de  manière  à rendre  nul  le  coeffî- 
cient  de  /«,</ x;  il  suffît,  pour  cela,  que  a,  soit  racine 
de  l'équation 

f(r)  — r*  -t-  A,r*~ 1 -4-  A ,/•*-*  . . -t-  A„__,r  A„  = o. 

Alors,  pour  déterminer  u,,  on  aura  l’équalinn  linéaire  de 
l’ordre  (n  — i) 


D,  u,  -t-  B.l),  u,  - 4-. . -4-  B.-.DxM,  -t-  B„«,  = Xc-v, 
dans  laquelle 


B.  — A»_,  + j.A,_ 
B,-,  = A,  -4-  3 A, 


3A„_3*’ 


n(n — i) 

.-4--  --a*-*, 

i .a 


Si  l’on  fait  maintenant  u,  =e*> xf  utdx,  et  qu’on  opère 
de  la  même  manière,  on  trouvera  que  si  l’on  prend  pour 
a,  une  des  racines  de  l’équation 

r*-'  -4-  B, r"— * -4-  . -4-  B,  r -4-  B„  = o, 

la  détermination  de  «,  dépendra  de  l’équation  linéaire  de 
l’ordre  n — a, 

l)"  '«.-t-Cjl)"  1«,-4-...-4-  ti,-,  C.«,=Xc  , 

dans  laquelle  on  fait,  pour  abréger, 

C«  = B»— i -4-  2B„  _,a,  -4-  3B,_3*  J -4-...-H  (n — l)*"— 

C«~ i ~ B»_,  -4-  3B,„3 *,  -+-•••> 

on  fera  encore 

u , — *»,* f itjdx. . . , 

et,  en  continuant  ainsi,  on  parviendra  à faire  disparaître, 
un  à un,  les  termes  de  l’équation  proposée,  en  abaissant 
son  degré  d’une  unité  à chaque  opération,  de  telle  sorte 
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qu’en  faisant  nnJ_,  = ex*xf  u„dx,  on  arrivera  à l'équation 

Avant  de  remonter  à la  valeur  de  y,  remarquons  que  les 
racines  a„  a,,...,  a„  sont  égales,  respectivement,  aux 
différences  r,  — r,,  rs  — r„  r4  — r„ . , r„  — r„_,,  des 
n racines  de  l’équation  auxiliaire 

r„  -+-  A,  r"—'  4-  A,  4-.  . .4-  A^,r  + A,  = O, 

En  effet,  multiplions  l’expression 

1 4-  B,  ’ 4-  • • ■ 4-  B»_,  a,  4-  B. 


par  a,,  ajoutons-la  à l’équation 

«J  -I-  A,<—  4-  A,*^~ 1 -I-  A„  <*,  4-  A„  : 

et  substituons  aux  coefficients  Bs,  B„. . .,  B„_,, 
valeurs,  il  viendra 

[n  (n  — 1)  , "1 

«7  + ■+■  -777-  «r,aî  +•••«:  J-+— • 


= o, 

B„  leurs 


4-  A,_3(“î  4-  3aJ«,  -h  3 *,a\  4-  «î) 

-+-  A„_,(«î  -H  2#,*,  + *\)  4-  A„_,  (a,  -(-«,)  -I-  A„  =0, 


ou 


+ A,  («,  4- 

4-  A„_,  (* , 4-  «a)’  4-  A,_,  («,  4-  a,)  4-A,  = 0. 

Celte  dernière  équation  prouve  que  a,  4“«»  est,  en  même 
temps  que  a,,  racine  de  l’équation  f (f)  = o;  donc,  si 
l’on  désigne  par  r,  une  seconde  racine  de  cette  dernière 
équation , on  aura 

«(  “4“  «a  = r 1 "4“  *1  — 1 r »>  ai  “ r*  ri  * 


Généralement , si  l’on  nomme  r,,  r,, . . . , r„  les  « racines 
de  l’équation  / (r)  = o,  et  a»,  les  n — 1 
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""  ■+■  B,«"  ’ B„_,a,  -f-  Ii„  — o, 

on  aura 


On  prouverait  de  la  même  manière,  que  les  n a va- 

leurs de  a,  seront  données  par  les  équations 

, » » (»— })  (»— i)  . 

«J  = ««  — *.)  a,  = a1  —a,, 

ou,  en  substituant  pour  *„  ct\,  . . . leurs  valeurs  trour 
vées  précédemment, 

«j=  rj  — r„  •,  = ri  — r,,...,  <t3  = r„  — r, . 

En  continuant  ainsi , on  trouvera  successivement  les  va- 
leurs de  at,  a', , . . . , a,,  qui  seront  données 

par  les  équations 

“4  = r4  — O,  = r5  — 

«s=r5  — r4,  = r6 — r5, . . . , «„  = r„ — 


11  est  donc  démontré  que  a„  a,,  at, ... . , a„  sont  bien  les 
différences  — r,,  r,  — r„  . . r„  — r„_,  des  racines 
de  l’équation  f (r  — o)  ; on  aura  , dès  lors, 

' . / _ - j.  ~ V*\ 

r-  — eT'*  fu,dx,  a,  = Art—r,)xJ u,dx, . . , t 

«»-.  = L+r' -'•—<)  *fundx,  «„  = Xc-'-**,  » . 

puis,  en  éliminant  u„  n„,  et  ajoutant  une  con- 
stante arbitraire  à chaque  intégrale,  on  trouvera  *■ 

re-r‘T=ftr*  ■ '^dxfcr-r<>dxf...  fc'r--  r—>dxfyLc~  r’*dx 
+ C’  fcr'-r'>dxflr-rJxdx. , .fr(r—-‘>dj- 
+C'fe(r‘-r>îxdx...fAr~  • ~r-'>dx+  'xdx+m . 

T.  n.  38 
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En  représentant  par  Ct,  Cu . . . , Cu  les  rombinaisons  îles 
constantes  C,  C", C(n),  dans  l’état  primitif  où  se  trou- 
vent ces  constantes  avant  le  développement  des  intégrales 
multiples  qu’elles  affectent,  avec  les  racines  r,,  r,,. . r„ 
de  l’équation  auxiliaire,  après  ces  développements , on 
trouvera,  dans  le  cas  où  toutes  les  racines  seront  inégales. 

y=/^jcr'r'Tdxjcr‘r'rdj:..J<k^r--^,Lrj  TLcr’xdx 

r.x  , a.v  , ..  -f-C>'vr. 


(B) 


■ C,<- 


■ C,er 


■ CyeT' 


La  substitution  des  intégrales  multiples  aux  intégrales 
simples  ne  souffre  aucune  difficulté,  il  suffira,  pour  cela  , 

d’observer,  i°  que  l’équation  évidente 

,/,  f cCr"~r*"  ■/  Xe  - "dx  j = e(r-  - r—  'T)dx  f Xe~r-Xdx 
, Lrm  r*—  i J 

H U Xe~r’  - 'xdx 

f m F'm — , 

» 

donne,  quand  on  intègre  les  deux  membres, 

Je(r“  fm~,)xdx J Xe~r“  dx 

(r-  — rm-.ÏTrfj.  g 

— J Xe  ' xdx — J Xff  m~'dx  ; 

T*  f/n  — i r"«  r«—  i 

a°  que  1 on  a 


(r*>_rf  Ydxfei'y  ' «K/x  = 


,(rV-'6>r 


(r>  — '•«)  K — '•s) 

En  employant  plusieurs  fois  ces  équations,  et  posant 


(r,  — r,)(r,  — rj)...(r,  — r,)’ 

l 

~~  (r„_,  — r,).  . .[/•(«_,)  — r»]’ 
on  retrouverait  la  valeur  connue  de  y, 

y =IA fXtrr‘dx). 
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238.  S"10  Méthode.  Par  le  passage  de  l'équation  sans 
second  membre,  à l’équation  avec  second  membre. 
Considérons  les  deux  équations 

d"^"  -i-  a,  A^.D,^  -H  A,/  = X, 

D"z  -+-  A,  D"— ’s  +...+ A,_,D^  -I- A„2  — o , 


et  supposons  qu’on  satisfasse  à la  seconde  équation  par  les 
n valeurs, 


Z Z , , Z Zf  y Z — Zj,  • • • f l 2»|  J 


on  y satisfera  encore  par 

2 = Ci 2, , 2 — C,I|,  2 — ~ C\Z 3,  • . * , 2 — f,  Zn  , 

C,,  Ci,...,  C„  étant  des  constantes  arbitraires,  et  par 
la  somme 

2 =S  C,2,  -t-  C,2,  -+-  Cj2l  -t-  . . . -+-  Cn  2»  , 

qui  sera  son  intégrale  générale. 

Cela  posé,  je  dis  qu’il  sera  toujours  possible  de  déter- 
miner n fonctions  u„.  . .,  u„  de  x,  de  telle  manière 
que  la  somme 


y = 11,1,  -+-  u,z,  •+•  «32j  . . .4-  u„z,  = Xuz 


satisfasse  à l'équation  avec  second  membre.  En  effet , 
nous  avons,  en  différentiant  une  première  fois, 

D,  r = ssD,«  -+-  XuD.z, 


ou,  simplement , 
si  l’on  pose 


D ,y  — ï«D,2, 

22D,«  = o. 

F.n  différentiant  une  seconde  fois,  on  aura 
l)i_r  = XiiDis-t- 2D.,2D,m, 


38.. 
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ou , simplement, 
si  l’on  fait 
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D3  j = XuD}i, 

SDjî  D,«  = o. 

En  faisant  ainsi  successivement 

ïDîzDI«  = o,  zDizDxiz  = o,...,  2D"~ 'zX),u  =o, 

les  dérivées  de  y , jusqu’à  l’ordre  n — i inclusivement , 
données  par  les  équations 

T>ty  = XuD,z  = u,  I)xS,  -4-. . «»D,s„ 

D’/  = ZuDx  z =u,Diz,  4-  u,  Di  s,  . .-t-unDi*„, 


Dt  / =X«DI  * = «,  D,  ï.+  h.D,  z,  -t- ...4- «J»,  z„, 

auront  conservé  la  même  forme  que  dans  le  cas  où  u, , 
u,,...,  //„  étaient  des  constantes.  En  dillerentiant  une 
dernière  fois,  nous  aurons 

Dt y — SuD^z  4-  2 D,h  D,  z. 

Si  maintenant. on  substitue  toutes  ces  valeurs  dans  l’é- 
quation avec  second  membre,  il  viendra 

ï»(D,i  + A|D,  i-4-  A,  D,  i -t- . . . 4-  A„_,  D,z  4-  A„)  4-  2 D,«D,  z = X. 

Or,  le  premier  terme  s’évanouit , car  la  somme  désignée 
par  2 s’étend  aux  seules  valeurs  z„  z,,...,  z„,  qui, 
toutes  par  hypothèse,  vérifient  l'équation  sans  second 
membre.  Donc,  la  somme 

y = «,*,  4-  u,s, 4-. . -4-  u,z„ 

vérifiera  l'équation  avec  second  membre,  si,  eh  outre 
des  équations 

2zD,w  = o,  £D,zD,«  = o, 

SD;zDx«=  o,...,  vDJ-’îDxU  = o, 
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on  a 

ïD,  z D,«  = X. 

En  faisant,  pour  plus  do  commodité, 

D1«,=piX,  D,ua  = e1X,. D,«„  = p.X, 

les  équations  qui  précèdent  pourront  se  mettre  sous  la 
forme 


Si  v,  -f-  *.  p,  ■ 4- . 

. . + *»•'»  = 0, 

*,  e.  4-  z,  v,  -4-  . 

• =0, 

(«->)  (n-l) 

(» — ») 

Z,  P.-t-*,  P.-+-. 

•’«  = <>» 

(R—Ê)  (»-l) 

(« — » ) 

*.  P.  + *.  O,  -h. 

• •-+-*„  c»=t, 

cl  donneront  les  valeurs  cherchées  de  tq,  v,,.  . . 

substituées  dans  les  équations 

Dx«,  = c,  X,  D»u,  = v,X, , . . , 

fourniront,  par  une  intégration  facile,  lés  valeurs  sui- 
vantes de  u, , u,, . . . , 

u,  = C,  4-  u,  = C,  -t-  J'vjtdx,,  . . , 

«.  = C.  -H  fv.XAx  ; 

l’intégrale  générale  de  l’équation  avec  second  membre 
sera  donc 

y = (C.  -+-  fv.Xdx)  ■+■ . . . -t-  z,  (C.  fv.Xdx) 

= Iz(C+  JvXdx) . 

Ce  que  nous  venons  de  dire  s’applique  même  au  cas  où 
les  coefficients  A„,  A,,.  . . , A„  seraient  des  fonctions  de 
x,  puisque  jusqu'ici  nous  n’avons  fait  aucune  restriction. 
Revenons  au  cas  où  ces  coefficients  sont  constants.  Il  est 
évident  qu'alors  011  satisfait  à l'équation  sans  second 
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membre  par  les  valeurs  suivantes, 

S|  C,er>‘,  Zj  — ...  J — Cn Cr"*  , 

rii  rn  • • - i r»  étant  les  /*  racines  de  l'é(|ualion  auxiliaire 
r"  -+-  A,/-"—  -+-  A,/-"-'*  -+-  . . . -H  A,.,I-+A,  = o, 

et  la  valeur  générale  de  z,  ou  l’intégrale  générale  de  l’é- 
quation sans  second  membre,  sera 

2 = C,  z,  -+-  Cj  z,  . . . -t-  Cn  s». 

Dans  la  même  hypothèse,  si  l’on  fait 

les  équations  que  donnent  e,,  e„, . . . , v„,  deviendront 

l 

A,  -f*  A,  A„  — O , 

Ai  c,  -f-  A,  r,  -f-  . . . -+-  A„  r„  — O, 


A,  r"~’+  a,  r', . . -+-  A,  r’-‘=z  o, 

et  l’intégrale  générale  de  l’équation  avec  second  membre 
sera 

y = «v(C,  A,y \e~'‘‘dx) •+■  er,t(C,  ■+•  Kf  Xe~r‘‘djc)  + .... 

C’est  précisément  la  valeur  de  y trouvée  par  les  mé- 
thodes précédentes. 

239.  Si  l’on  connaissait  seulement  n — i intégrales 
particulières  z, , z„.  . .,  z„_,  de  l’équation  différentielle 
privée  de  second  membre,  l’expression 

y =C,i,  + C)i1+...  + C«— 1 2„_, 

ne  serait  pas  l’intégrale  complète  de  cette  équation  5 ce- 
pendant on  peut  encore  concevoir  que  l’intégrale  géné- 
rale de  l’équation  avec  second  membre  soit  représentée 
par  cette  même  expression,  à la  condition  que  les  m — 1 
quantités  C,,  C»,...  seront  non  plus  des  constantes, 
mais  des  fonctions  n,,  11,,. . n„_,  dex  convenablement 
choisies.  Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  l’équation 
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donnée  soit  seulement  du  quatrième  ordre, 

-+-  A,Dîj"  -f-  -4-  A}D,_y  -+-  A iy  =X, 

il  faudra  prouver  que  l'expression  y = ulz,-\-utzt-\-  i^s, 
peut  devenir  son  intégrale  générale;  comme  la  condition 
que  cette  fonction  satisfasse  à la  proposée  n’établit  qu’une 
seule  équation  entre  les  trois  quantités  , u,,  on 

peut  les  assujettir  à deux  autres  conditions  arbitraires  ; on 
peut  en  disposer,  par  exemple  , de  telle  sorte  que  les  dé- 
rivées première  et  seconde  T)xy,  Dly  conservent  la  forme 
qu’elles  ont  quand  u,,  «s  sont  constants:  on  arrive,  de 
cette  manière  , à trois  équations  qu’on  peut  écrire,  pour 
abréger,  comme  il  suit, 

izD,»  — o,  EDxîDfK  = o,  S(zDis  -t-  A,Dî.z)I),«  = o, 

le  signe  S s’étendant  aux  trois  valeurs  particulières  zt, 
z,,  z„  et  aux  trois  quantités  u,,  u„  u3. 

Des  deux  premières  équations  on  pourra  tirer,  par 
exemple,  les  valeurs  de  D^u,,  D,«j  en  fonction  de  Dxu,, 
pour  les  substituer  dans  la  troisième;  on  arrivera  de  cette 
manière,  en  posant  Dxu,  — f , à une  équation  différen- 
tielle linéaire  du  premier  ordre  Dxt  -f-  pt  — n,  p et  <] 
étant  des  fonctions  de  x;  en  l'intégrant,  on  aura  la  va- 
leur de  t et,  par  suite,  celle  de  u,  donnée  par  l’cquation 
u i = C -+-  J tdx  qui,  comme  on  voit,  contiendra  deux 
constantes  arbitraires.  La  valeur  de  , substituée  dans 
les  deux  équations 

XzV)jU  — o,  = o, 

conduira  à celles  de  u,  et  de  u ,,  qui  seront  données  par  de 
simples  quadratures  avec  deux  nouvelles  constantes;  on 
aura  donc  l’intégrale  de  l’équation  proposée  avec  quatre 
constantes  arbitraires. 

On  voit  aisément  que  le  même  raisonnement  s’étend 
à une  équation  diflércntielle  de  l’ordre  ;i , qu'on  art  i- 
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vcra,  dans  tous  les  cas,  à Une  équation  linéaire  du  pre- 
mier ordre  qui  donnera  la  valeur  de  la  première  fonction 
m,  avec  deux  constantes  arbitraires,  et  qu'on  calculera 
ensuite,  par  de  simples  quadratures , les  autres  fonctions 
ut,  u j, 

Si  l’on  avait  connu  seulement  n — a intégrales  parti- 
culières de  l’équation  sans  second  membre,  l’intégration 
de  l’équation  avec  second  membre  aurait  été  ramenée  â 
celle  d’une  équation  du  second  ordre.  Considérons  tou- 
jours, pour  plus  de  simplicité  , l’équation  de  quatrième 
ordre 

bl/  -I-  A,  Di_y  -I-  A,Di_f  + Aj D, / + A4 / = X, 

et  supposons  que  l'expression  y = C,z,  -4-  CjS,  vérilie 
l'équation  sans  second  membre. 

Il  s'agit  de  montrer  qu’en  considérant  C,,  C,  comme 
des  fonctions  u,,  u,  de  x,  cette  même  expression  peut  vé- 
rifier l’équation  avec  second  membre.  En  outre,  de  l'é- 
quation qui  exprimera  que  la  valeur  y — i/,z,  -)- 
vérifie  l’équation  proposée , on  ne  pourra  établir  entre 
les  quantités  u,,  u,  qu’une  relation  nouvelle  ; si  nous  ad- 
mettons que  la  dérivée  première  D^y  conserve  toujours 
la  forme  qu'elle  avait  quand  u,  et  //,  étaient  deux  constan- 
tes arbitraires,  les  fonctions  u,,  u , seront  déterminées 
par  les  deux  équations 

i,!),»,  -4-  s,D,k,  =r  o, 

A.Dj/r.-t-  A,D]u,-|-  AjDJ«,-l- A',D,u,-f-  A',D*«,-t-  AjD]o,=  X. 

Si  l'on  substitue  dans  la  seconde  équation  la  valeur  de 
D,u,,  tirée  de  la  première,  et  qu’on  pose  D,.m,  =/,  il 
est  évident  que  t se  trouvera  déterminé  par  une  équation 
différentielle  du  second  ordre 

-t-  j‘ I),  t -h  i/t  — r ; 
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p,  </,  r étant  des  fonctions  de  x,  on  intégrera  cette 
équation,  et,  en  remontant  de  la  valeur  de  / à celle  de 
on  trouvera 

ut  — C -H  Jtdx\ 

cette  valeur  de  u , , renfermant  évidemment  trois  constan- 
tes arbitraires  , servira,  avec  l'équation 

Z.D*!/,  -t-  z,D*u,  = o, 

à calculer  la  valeur  de  u , qui  contiendra  une  quatrième 
constante,  et  l’on  aura  par  conséquent , avec  quatre  con- 
stantes, l’intégrale  générale  de  l’équation  proposée. 

En  généralisant  ce  que  nous  venons  de  dire,  on  prou- 
vera facilement  que,  si  l'on  connaît  ni  intégrales  parti- 
culières de  l’équation  sans  second  membre  , la  recherche 
de  l’intégrale  de  l'équation  avec  second  membre  sera  ra- 
menée à l'intégration  d’une  équation  de  l’ordre  n — m,  et 
l’on  retrouvera,  de  cette  manière,  un  théorème  que  nous, 
avons  déjà  démontré. 

240.  Remarquons,  iu  que  dans  la  valeur  obtenue, 
les  n constantes  C\,  C,,.  . . , C„  entrent  seulement  dans 
la  partie  de  celte  valeur  qui  compose  l'intégrale  générale 
de  l’équation  sans  second  membre;  a°  qu’on  peut,  dans 
tous  les  cas  , déterminer  les  n constantes  par  la  condition 
que  pour  x — x„,  xa  étant  une  valeur  quelconque  dex, 
la  fonction  y et  ses  n — t premières  dérivées  prennent 
des  valeurs  données j\„  yn_,.  Il  suffit  en  effet,  pour 

cela,  de  prendre  les  intégrales  fXe~r,‘<lx,  J'Xt~r''<lx,..., 
à partir  de  x=x„,  et  d'assujettir  la  valeur  suivante  de^, 

X — C,  -4-  C,cr*’  -t-  . . . , 

a vérifier  les  conditions  énoncées.  Cette  valeur  peut  d’a- 
bord se  mettre  sous  la  forme 

X = C,*A*-*o)  -t-  C, <*,(*-*■  o;-K  . . 4-C>  -(*-*o), 

car  cette  transformation  consiste  simplement  à mettre  en 
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évidence,  dans  chaque  constante,  un  facteur  constant 
e—,'i-ro,  e—rixo,. . . ; et  si  maintenant,  après  avoir  dillé- 
rentié  n — i fois,  on  exprime  que  y et  ses  dérivées 
prennent  les  valeurs  données  j'0,  j',,. . .,  ou  aura 

les  n équations  suivantes  : 


C, 

-H  Ct  . 

• 4-  Cm 

To  > 

C,r , 

-+-  G,  r,  . 

■ . 4*  Cm  r„ 

—y » » 

Ctr) 

-t -C,r]  -b.  , 

• • 4-  C#»  f'n 

C*  r\~ 

. .-bC,r 

Or,  les  valeurs  déduites  de  ces  n équations  du  premier  de- 
gré, et  que  l'on  calculera  à l’aide  de  la  formule  souvent 
rappelée,  étant,  en  général , déterminées  et  Unies , il  en 
résulte  que  l’on  poura  toujours  satisfaire  à la  condition 
proposée.  On  verra  facilement  qtic  l’une  quelconque  des 
constantes  C,n  est  donnée  par  l’équation 

n 7»-i  -+-  ^,->^11-»+  h-3/n-i  -I- . . . -+-  h,  jr  > -+-  &<>y o 

dans  laquelle  f (r)  représentent  toujours  le  polynôme 
r* 4-  A -|-  A.r»-1  + . . . +A„_,r  -(-  A».  . , 
tandis  que  fc„_„  A,,_s,  A„  A0,  désignent  les  coefficients  de 
r"-*,  i"-’,...,  /■,  r()  dans  le  développement  de  - — — — 

2-H.  4""'  Méthode.  Par  changement  de  variable  indé- 
pendante. Reprenons  encore  les  équations 

-+-  A,  P*  „r  -4-  A,  I),  j-t-...-t-A»_,Diy  eA„y=X=F(j:), 

D,*  + A,  D,  z -t-A,Dx  z -+-...~t-A„_,Dxz-f-  A„z  — o, 

et  supposons  que  nous  ayons  trouvé  une  valeur  de  z, 
z — 5)(jr,  a),  qui,  vérifiant  la  seconde  de  ccs  équations. 
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satisfasse  pour  a = x,  aux  conditions  suivantes, 


z — o,  D,z  = o,  Di  z = o,...,  DJ  ‘z  — o,  Di  ’*=F(«), 
et  faisons 


z = <f(x,  a)  étant  une  fonction  de  la  variable  x et  de  l'in- 
déterminée a.  En  dilférentiant  par  rapport  à x qui  est 
l’une  des  limites  de  l'intégrale,  et  qui  entre  dans  z , on 
aura  (nu  53), 

D,/  ~ f D,  ztU  4-  $ U,  x)  ; 

or,  if(x,  x),  qui  est  ce  que  devient  z quand  on  \/  fait 
« = o:,  est  nul  par  hypothèse;  on  a donc  simplement 


En  dilférentiant  une  seconde,  une  troisième  fois,  etc.,  et 
remarquant  que  les  dérivées  successives  D xz,  D’z,..., 
D ï~‘z,  s’évanouissent  aussi  par  hypothèse  pour  « = x, 
tandis  que  la  dérivée  ( n — i devient  alors  F(x),  on 
aura 


D)zrfa,...,  D :-r  = fx 

J 'o 

D.\r=  f D>/-+F(x); 
J O 


en  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  avec  second 
membre,  ou  trouvera 


L 


D rz  -f- A,D*  ’ï  -f- . . . -f-  A,_,  D, 2 f/a  = o, 


ou  o = o.  puisque  z,  par  hypothèse,  vérifie  l’équation 
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saps  second  membre.  La  valeur 

X = f *1* 

J O 

satisfait  donc  à l'équation  avec  second  membre,  ou  de- 
vient une  intégrale  particulière  de  cette  équation.  Pour 
en  déduire  l’intégrale  générale , il  suffit  évidemment  de 
faire  ... 

'“J." 


zd x + » = 


u étant  l’intégrale  générale  de  l’équation  sans  second 
membre;  car  le  résultat  de  la  substitution  de  cette  valeur 
dans  l’équation  avec  second  membre  se  composera  de 
deux  parties,  l’une  identiquement  nulle,  puisque  v véri- 
fie l'équation  sans  second  membre,  l’autre  identiquement 

égale  à F (a:),  puisque  u = j zrfa  satisfait  à l’équation 

avec  second  membre  ; d’où  il  résulte  que  la  valeur 
y — u -J-  v,  qui  d’ailleurs  renferme  n constantes  arbi- 
traires, satisfera  à cette  môme  équation  avec  second 
membre  et  sera  son  intégrale  générale. 

Dans  le  cas  particulier  où  les  coefficients  A,,  A,,. . ., 
A„  sont  constants,  on  peut  prendre,  comme  nous  l’a- 
vons vu , 

vz=  C,er,{*—x)  4-  -f- . . . 4-  O- 

11  faut,  de  plus,  déterminer  une  valeur  de  z qui,  pour 
a.  — x satisfasse  aux  conditions 


z — o,  Djï  = o,  Djs=o,...,  D^“,î  = o,  I)"  'z=F('ii. 
Pour  y parvenir,  il  faudra  assujettir  les  constantes  C\ , 
C, , . . • , C„  aux  conditions 


c, 

+ £> 

4-. 

• “H  Cm 

= o, 

C,r, 

■+•  C,r, 

4-. 

. Cn  rn 

= o» 

c,  r; 

4-  C,r\ 

+ . 

• -h  Cnr\ 

= O, 

C,r'T 

4-  t>r 

H-  • 

• -+-  C,ry-‘ 

=*( 
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qui  donneront,  comme  nous  l’avons  déjà  vu, 

* r _ FW  r _ FW 

TW  FWY 

f ( r ) désignant  toujours  le  polynôme 

•r"  A,  r"-1  4- . . . 4-  A „_,r  -f-  A,. 

On  en  déduit 

/■*  eri(jr  — «)F(ï)r/at  *)F(*)d* 

r=C.er,(*-«5-+-...+C^-.)+Jo  +..•+  X -~7^T- ' 

OU 

r =■“*>-  ■>+ «»*=*’"  [c  + 7%/,'  **-"*} 

la  somme  du  second  membre  s’étendant  à toutes  les  ra- 
cines de  l’équation 

/(r)  = r’  4-  A,r—  4-  A,r— * 4 4-  A„_,r  4-  A„  = o. 


242.  Dans  tout  ce  qui  précède,  nous  avons  supposé , 
implicitement  au  moins,  que  les  n racines  de  l’équation 
f (r)  = o étaient  inégales  et  réelles;  en  effet,  si  deux  de 
ces  racines  étaient  égales,  si  l’on  avait,  par  exemple, 
r , = r„  les  deux  intégrales  particulières  C, e'\x,  6’»er.J", 
en  s’ajoutant,  donneraient 


(C,  4-  Cx)cr,*  = CV,*, 

les  deux  constantes  seraient  remplacées  par  une  seule  qui 
est  leur  somme.  L’intégrale  générale  ne  renfermerait,  en 
réalité,  que  n — i constantes  distinctes , mais  i]  est  tou- 
jours facile  de  lui  rendre  sa  généralité.  On  a eu  recours  , 
pour  y parvenir,  à divers  artifices  que  nous  allons  expo- 
ser brièvement. 
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Remarquons  d'abord  qu’il  suffirait  d’opérer  sur  l’inté- 
grale de  l’équation  sans  second  membre,  car  c’est  elle 
qui  apporte  les  n constantes  arbitraires  à l’intégrale  de 
l’équation  avec  second  membre.  Cela  posé  : 

icr  Procédé.  Chacune  des  intégrales  particulières 
y — #'*•»  y — er,r>  • • • > ou  J—  cr,x  = O,  y — er>x=o,...j 
peut  sc  mettre  sous  la  forme  <p(r,)=o,  ^(r,)=o,...,  et  l’on 
montrerait,  comme  nous  l’avons  fait  dans  le  cas  des 
équations  simultanées,  que  si,  une  seconde  racine  r,  de- 
venant égale  à /*, , deux  intégrales  se  confondent,  on  verra 
apparaître  une  équation  nouvelle 

ç'  (r,)  = o,  ou  X — «r*x; 


de  sorte  que  l’équation  sans  second  membre  est  vérifiée 
par  les  deux  valeurs  y = eriJr,  y = xeriI,  et  par  la 
somme  y = C'C\X  + C"xe?\*,  qui  renferme  deux  con- 
stantes distinctes.  Si  une  troisième  racine  r,  devenait  en- 
core égale  à r,,  on  aurait  non-seulement 


mais 


f(r,)  — 0,  9'  (ri)  — °> 

<p"  (r,)  = o; 


l’équation  serait  également  vérifiée  par  les  trois  valeurs 
errr,  xer<x,  iW,  et  par  la  somme 


CV.»  -4-  C"xc’>*  -t-  €"’x‘c\x, 


qui  contient  trois  constantes  distinctes.  E11  général , si 
m — 1 racines  r,,  r,, . . . , r„  sont  égales  à r,,  la  somme 

Ctc\x  -+-  C,Crrx  H-  Ci<r,x  - )-.  . +Cmer-X, 


qui  équivaut  à un  seul  terme  Cer >x,  sera  remplacée  par 
cette  autre 

C'e',x  + C"xe’\x  -h  C"’ jt’c'i*  +. . ‘cr,T, 
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qui  renferme  m constantes  et  rend  à l’intégrale  sa  géné- 
ralité. 

a*'  Procédé.  Faisons  rt  — ri  e.  Pour  que  r,  de- 
vienne égale  à r,,  il  faudra  faire  e = o;  on  aura 

/ I 7*  t * JT* 

Cter,x  C2c',r  = Cter^  -f-  C2e*  = C,*",*  C^*  H H 

\ I 1 . 9. 

= (C,  + C,yt*  -H  c,  i jccr,*  f.  -f  — 4-  +. . . Y 

\ 1.2  1.2.3  / 

ou , en  posant 

C.  4-  C.  = C',  C,  i = C", 
et  faisant  ensuite  e = o, 

C,/?!1  -f-  C,«v,*  = CVi1  -f-  C".re',x  q- . . . . 

Si  trois  racines  devenaient  égales,  on  aurait,  en  faisant 
r,  = r,  -f-  g, 

é>r.x4-  CJcr,r4-C3fr.r  = C'er.x  4-  4-  C3e*(r,  -*-•') 

= cr.-r  fc'4-C"x-t-  C34-C3fx4-C3 hC3  — — r-t-.-.V 

\ 1.2  1.2.3  J 

ou,  en  faisant  C ■+■  Cs  = C',  C"  4-  C,  e = C",  Cs  i}=  C", 

C,  er>*  4-  C1errr  4-  C3er.r  = CV,*4-  C"xe<-1*  4-  C’x’f'4. 

3"e  Procédé.  Il  est  facile  de  voir  que  si,  dans  l’équa- 
tion sans  second  membre , on  fait  y = uerx,  en  ayant 
égard  à l’équation  connue 

o; («•')=  t’D'J u 4-  «D,  rD"- '« 4-  ”--y  - ^ D>  D;-*«  4-,  . . 4- 
le  résultat  de  la  substitution  sera 

uf{r)  4-  Di  uf(r)  4-  D’ uf"  (r)  4- ...  4-  DJ — («)/(— • > (r)  4-  D;  « = o, 

f(r)  étant  toujours  égal  à 

r * 4-  A.  r*~ 1 4-  A,  r1— ' 4-  . . . 4-A„_,r  4-  A,. 
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Or,  si  l’équation  /(r)  = o n’a  pas  do  racines  égales,  l é- 
([nation  qui  précède  sera  vérifiée  si  1 on  fait  r — r,,  t\ 
étant  une  racine  quelconque  de  l’équation  J (/)  = o et 
D,«  = o,  où  u = C\,  et,  par  conséquent,  la  valeur 
y = 6’,e'ix  sera  une  intégrale  particulière.  Si  l’équation 
/(,•)  = o a deux  racines  égales  à r,,  cette  racine  double 
vérifiera  aussi  l'équation  f\r ) = o,  et  l’on  satisfera  à 
l’équation  en  u si  l’on  pose 

D;  u = a,  u — C ■+■  C x. 

Dans  ce  cas  donc,  la  valeur  y — C er>*  -{-  C'xCi*  vé- 
rifiera l’équation  proposée.  En  poursuivant  le  même  rai- 
sonnement, on  prouvera  que  si  l’équation  /(r)  = o a 
m racines  égales  à r,,  l’expression 

y ^ e*"**  -H  C " xcr\x  . . ■ -t-  CW  -r"  1 c1  ix, 

qui  renferme  m constantes  arbitraires  distinctes,  vérifiera 
l’équation  proposée. 

243.  4mc  Procédé.  Cherchons  directement  ce  que  de- 
vient, dans  le  cas  des  racines  égales,  l’expression 

y = Xcrz(C  -1-  A ,fXe~rldx)  = <*-.x(C,  •+-  X,fXe-r,*dx) 

-+-  e>\x  (C,  •+•  X,fXc-r,*rix)~ 

on  a,  comme  nous  l’avons  vu, 

« »_  i 

A‘  ~7V7)  ~ (r,  - r,)  {r,  — r,).  . . (r,  — r,)’ 

1 1 . 

A*  =7?W  = (^r-r,)(r,-r3)...(r,-r;  j ’ 

pour  r,  = r„  X,,  X,  deviennent  infinis,  et  1 on  ne  voit 
pas,  à priori,  ce  que  deviennent  les  deux  premiers  termes 
de  l’intégrale  générale  : pour  le  découvrir,  posons 

i-r T -c"  fxt-"dx=<p,(r), 

y.  — rj)  (r,  — r4) . . . y,  — r„)  J 


• > 
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^ fx  C->M. r = , 

f7'~  r,*  f K r-vdx  = I^à.  ~ 

J (ra)  J r%  — rt  1 

rk)",'fXr *7kf-’Sx^v 


_?.('■,  + «)  — <p,(r.) 


=<?',('•«  -+-  ®«). 


Quand  on  fait  r » — r , ou  • — o,  cette  somme,  qui  est , aux 
constantes  C,  et  C,  près,  la  somme  des  deux  premiers 
termes  de  l’intégrale  générale,  se  réduit  à <f\  (r,);  on  a 
donc 

X = p\(rt)  H-  A3 cr>*  fXc-r%Tdx  

Si  une  troisième  racine  r3  devient  encore  égale  à r, , 
à sou  tour  sera  infini.  Pour  savoir  ce  que  devient  l’inté- 
grale, posons 


[r 


w \ / \ *”  fXe  r‘dx  = <f>,  ( r ) 

— r4)(/  — r5)...(r  — r.)  J rn  " 


et 

il  viendra 


n = r,  ■+- ,, 


r — n 


Aj«r,*  fxe-'^tlx  = y.-j — e'.-r  fxc-i,*rU= (rj)  _*ilCi+d 

J f[r 3)  J (O— r,)(rj— /•,)  (r,— r,)*  ,»  ’ 

<p\  (/•,)  4-  A3 cr,x  / Xe—V  dx  — — îïiLl)'—  — ir‘)  , 

J «*  < ,» 


T.  H. 


— 0,(r,+  •)  — ■?.  (r.)  — , 9',  (r,)  , 

_ 77 r-77? ?>(r‘  + 6‘)i  m 

• . 3y 
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donc,  quand  on  fera  r,  =V,,  e = o,  l’intégrale  générale 
deviendra,  aux  constantes  près  C,,  C,,  C5, 

y = — $",(r,)  ■+-  JXc~rAxdx 

Si  l’on  supposait  4 racines  égales,  on  trouverait,  en  fai- 
sant 

M = 

et  raisonnant  comme  précédemment, 


3 (r.)  *5^»'  (xe-'  s dx  -t-  . 


' -..a. 3 

En  général , si  m racines  sont  égales  àr„  on  fera 
et  l’on  aura 

(a)  y = -t — 5—7 î0!£lï,,(/‘i)'+**«M.«cr"+**  f \e~'“+,*rix- 

v J i.2.3 ...(m  — 1)  ' J 

Pour  que  cette  dernière  formule  (a)  soit  rigoureuse- 
ment démontrée , il  suffit  évidemment  de  prouver  que , si 
elle  est  vraie  dans  le  cas  de  m racines  égales  , elle  le  sera 
encore  dans  le  cas  de  m + 1 racines  égales.  Or,  c’est  ce 
que  l’on  fera  facilement  de  la  manière  suivante  : posons 

(r)  = e"j  xe~"<lX,  = r.  + . , 

<Pm— 1 (r)  — — — — ' ' 


on  aura 


W,  = *Ar±  . +J>-  ; 

J (rm+.  — r,)"  1" 
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d'ailleurs,  en  considérant 

Pm  {f)  I 


6n 


X (rl 


comme  un  produit  ue,  on  aura 

g&F?*  W - • . • 

--■(î^+7séSk+îiÿéSr^-]- 

et  l’on  en  tirera 

■ )(r)_  »■(*•.)  '*>.)  « t_  rt-'V.) 

i.2.3...(m— 1)  " ’ 1 «"  i i.u-''  i.a.3...(m— it  , 


r= 


?»('•,+  «'  <P*(r,)  iç'Jr,)  i ®'(rt) 


j dr-M*.) 

1-2.3...  {m — i)  , 


+ W'-^Xr-r.  Wr-V...  = i î 3;  ^-_i)/?i 

Enfin,  si  l’on  fait  rm+1  = r,  ou  e =o,  on  trouvera 

■r=  i.s.3...(i»-iW  <fLmV,)+^,er^.Jxe-r.^dx+:,:t 

et  c’est  précisément  la  formule  (a),  étendue  au  cas  où 
rn  -f-  i racines  sont  égales  h r , ; donc,  si  cette  formule  est 
vraie  pour  m racines  égales,  elle  le  sera  encore  pour 
m -H  t racines  égales  ; or,  elle  est  vraie  quand  deux,  trois, 
quatre  racines  sont  égales  à r,  ; donc  elle  sera  vraie  tou- 
jours. 

Il  reste  à déterminer  la  valeur  de  (/•,),  pour  mon- 
trer que  l’intégrale  contient  encore  n constantes  dis- 
tinctes. Or 


®„_,  (rl  = ; — r. r 7 r f"  ( X 

(r  — r„+,)  (r  — r,*,) . . . (r  — r„)  J 


X <-”  dx  = (r)Xf(r), 

3ÿ.  . 
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en  posant 

i 

(r)  = (r_r„+l)(r-rB+1)...(r-  r.)' 
f (r)  = e"fXe-r’Jx; 

donc 


fc(')  -/<.-o!^  'W+V  /-  W W 


/ir,°WfW- 


Lorsque  dans  ccttc  équation  on  remplacera  r par  r, , la 
fonction  et  toutes  ses  dérivées , seront  des  nom- 

bres; il  reste  donc  à trouver  ce  que  deviennent  les  déri- 
vées successives  de  f(r)  — erx  J \c~rx  dx  : on  a 


t ' (r)  = cr’{xfXc-'*dx  — / Xxc~rxdx)  = e"ffXg-rxdx*, 
["  (r)  = e»  (*’/  Xr"rir  - ax/  Xxe-”dx  -4-/  Xx'tr'*dx) 


enfin 

f—  (,)  = , .2 .3.  • .(«  - *)«"////•  • ./Xr-dx*. 

En  substituant  ces  diverses  valeurs  dans  1 équation  qui 
donne  après  avoir  fait  r = r,,  on  trouvera 


[.2.3. ’ 

= c’-1  f^{r:jSf  -SXc-r^+  y-  :î(r.l/J/-/Xr  r‘x^1 

Si  l’on  remarque  qu’en  vertu  des  formules  établies  dans 
la  dixième  leçon,  une  intégrale  multiple  d ordre  m 

///•  • ■/*(*)*=" 

est  égale  à une  fonction  de  x,  augmentée  de  la  somme 


C,  -f-  C2x  -+-  Cjx*  +. . .-4-C.x*-*, 


il  sera  prouvé  que  la  valeur  de  *£?'(»•»)»  et  par  suite 
l’intégrale  cherchée,  renferme  m constantes  distinctes. 
Pour  la  réduire  en  intégrales  simples , on  aurait  recours 
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à la  formule 
///•••  /F(x)rfr- 


[x1— /F(x>Zr— (n—  i)x"~»/xF(x>ir-F("  ^ x»~3/x»F(x>*r~| 

a)(*rj)  <t— «yy  F(x)rfr...  rfci/x— F(x)<ir  J 

-F  C -F  C"x  -+-  C"x*  -F  ...  -F  Cf")  x*—, 

que  l’on  déduit  facilement  des  diverses  formules  établies 
n°65,  et  que  l’on  vérifie  immédiatement  à l’aide  de  plu- 
sieurs intégrations  par  parties. 

21t.  Le  procédé  que  nous  venons  de  suivre  a beau- 
coup d’analogie  avec  une  des  mélliodcs  qui  nous  ont 
conduit  à l’intégration  de  l’équation  linéaire.  L’équa- 
tion 

' L +C"/e;r*-r‘>Vx/. . . ,/t(''-.-r->(ir...-FC(-')</e(r.-  ’^djr+C,  J’ 
convenablement  développée,  ou  sa  transformée  (B),  p.  694, 
donneront,  dans  tous  les  cas,  la  valeur  de  l’intégrale  géné- 
rale avec  n constantes  arbitraires  distinctes. 

Si  toutes  les  racines  r„  r,, . . . , r„  de  l’équation  auxi- 
liaire f (r)  — o étaient  égales,  c’est-à-dire  si  l’on  avait  à 
intégrer  l'équation 

[n  — 1) 


ü’j-F/Jr.D;  'y  — n 

I 

=F" 


r\  d î“‘r  h — 


I . 1 

(n  — 1 } 

~r:-U:y±„r;~'D,y+  ^ = o , ' 

dont  l'équation  auxiliaire  est 

(r  — r ,)■  = o, 

alors  tous  les  coefficients  X,,  X,,  X,,.  . .,  X„  se  pré- 
sentent sous  la  forme  infinie;  mais  en  ayant  égard  à la 
formule  qui  précède , on  trouvera 

\JdxJ\lcfdx..J\tr  ”<lx+C'f  [f. . .fdx”+C"fff...f,ix*-+...+C(-'  'fdx+C (•  ] 
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Le  second  membre  est  évidemment  le  développement  de 
e'*.fSS  ■ • ./X^f;  on  aura  donc 

ou,  en  développant, 

er,r  yx*-'f\e-rt*dx-(n—i)a*-’J'\xc-rl*dx...±.f\i*-'e-rlTdx  1 
12. 3. . (fl — i)L  4-  C'x*-'  -4-  C"x"-*  -H.  . .4-  Cf—'or  -I-  C<")  J’ 

24o.  Considérons  enfin  le  cas  où  quelques-unes  des  ra- 
cines de  l’équation  auxiliaire  sont  imaginaires.  Comme 
les  racines  imaginaires  vont  toujours  par  couple,  il  suf- 
fira de  chercher  ce  que  deviennent  les  deux  termes  de  la 
formule  correspondant  à deux  racines  imaginaires  conju- 
guées. Supposonsdonc  que  l’on  ait 

r,  = « -t-  îl/—  i , r,  = » — C l/—  i , 

et  représentons  par  R la  somme  des  termes  correspondant 
aux  racines  réelles.  Les  deux  coefficients  A,,  pourront 
être  imaginaires,  et  l’on  aura,  en  général, 

a,î=  A-t-  a,  = a — Bf/— T; 

les  autres  coefficients  seront  toujours  réels,  car  ils  renfer- 
meront à la  fois  les  deux  facteurs 


(r«.—  r,)  (r„—  * — * \/—i  },  rm—r,=  (r.—  « 4-  î l/—  i ), 

dont  le  produit  est  ( rm  — «)’  4-  c’.  Cela  posé,  on 
aura 


_ r'x  e°  l/~1  (C,+/Xc- 


A B' 


> 4- R, 

A — B k — i 

ou,  en  réduisant  au  même  dénominateur,  remarquant  que 
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e±6»l/'— i — cos  G.r  ±;  \/  — i si n ë x , et  représentant 
par  aC',  2C"  les  constantes  indéterminées  C,  C,  et 

(C,  -CJV'-i, 


tT  ( A ros£r  -f-  B sin»x)(C'  -(-  JXe  **  cosCxdx) 

Y — ie  - Ai  + g.  ' 

„ ( A sin  tx  — B cos »x)  (C  ' -4-  (’Xe~,x sinSxdxj 
■+■  le. -+-  R. 


Il  sera  facile,  dans  chaque  cas  particulier,  d'effectuer  les 
intégrations  du  second  membre;  on  a , en  effet,  n°  29, 


ja*  sin  bxilx 
ja‘  cos  bxdx 


a2 

b2  -+-  !«■ 
a 1 

b2  -+-  la» 


(ici  sin  bx  — b cos  bx) , 
(la  cos  bx  — b sin  bx)  ; 


or 

d.X Ja2 sin  bxdx—  dX J a'sin  bxdx  -t-  Xa2  sin  bxdx-, 
donc 


fXa2  sin  bxdx—  X f a1  sin  bxdx  — J'dX  f a2  sin  bxdx, 
et,  en  substituant  pour  fa*  sin  bxdx  sa  valeur,  il  vient 


j‘  * fl1 

I Xa 1 sin  bxdx  — -, ; — fia  sin  bx  — b cos  bx)  X 

J b’  -t-  la’'  ’ 

— 7 — — / D,X.a'sinA.rrf.r-t-- — /d,X. a'  cos  bxdx-, 

b 2 -+-  la1  J b2  la2,! 


on  trouverait  de  même 


/*  fl1  < 

I Xa2  cos  bx  dx  — 7 -, — f la  cos  bx  -t-  b sin  bx) 

J b1  -+-  la* 

— - — — / D.X.a*  cos  bxdx  — -, r — j O.X.a'  sinbxdx. 

b’ -h  la2  J b2 -h  la2./ 

Substituant  tour  à tour  dans  ces  formules  D,  X et  ni  X, 
l>i\  et  D^X,  Di  X et  D‘rX,...  ; à la  place  de  X et  D,X,  f 
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on  aura  une  série  d'équations  qui  donneront  les  valeurs  de 

/’D,X.<r'sin6x<£r,  f D1X. a*  cos  bxdx-, 
J'DlX.a*sinbxdx,  J'DlX.a'  cosbxdx,. . . , 

et  en  remontant,  par  des  substitutions  successives,  les  va- 
leurs des  intégrales  cherchées.  On  trouvera  de  cette  ma- 
nière, en  posant  b * -+-  la*  = m,  \a  = n. 


iXa‘ sin bxdx=  ~(nsin  bx-b cos bx)[\-  - DjX-f-- — — DÎX-  — — ^-^DÎX-t-  . . .1 
J *■  m L m " i 1 /wJ  J 

-+-  —r(n  cos  bx+bsin  b x)  ( D,X—  — DiX-+-  — — DJX — . . • ), 

m*  \ m m’  J 

jXn*casbx<Ix=—  (/»  cos  èx  + è sin  6x  |^X-  - DxX-(-  — — ^-D’X-  — — Dj  X-f-  ...j 


— —(nsinbx  — ècoséx)(  DxX — — D’X 
m‘  ' \ m 

Si  l’on  fait  « = e~ «,  b = 6 , d’où 


. 3"’  — b’  r»  y . 'i 

■f'"  m— 


la  = — «,  1 m — C’,  a = — a, 


il  viendra 

jXc-*-rsinCxr/x= j — — (a  sinCx+Écos  Cx) 


[Xh ^D,X-f-^ r— — Di  1 

«’-t-C’  («■  -+-;*/  x I 

« («’ — 36*)  ; 

+ (kjr^DxX+-'J 

+ Cr—  cos^)[D'x+  ^ Di  x + (7^  Di  X4- . . .], 

/ t+r  f X*f'4T^  PxX-H  Dixl 

%(«<.Wi»Cr)  *’+’  .(.•-3^‘j 

L * + (•■+£■)>  D«x+-J 

+ ««(Tx+asin -^.X+^Di X+ ?£=£ Di X+ . . 


ces  formules  sont  d'une  application  facile. 
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Examinons  encore  le  cas  où  une  racine  imaginaire  r, 
est  double  ou  triple  : supposons , par  exemple , que 
soit  une  racine  triple,  et  appelons 
/•,  = « — o l/ — 1 la  racine  imaginaire  conjuguée;  la 
portion  de  la  valeur  de  y correspondante  à ces  deux 
racines,  dans  le  cas  où  l'équation  n’a  pas  de  second 
membre , sera 

r-  =/*x(C'  -+-  C"x  ■+■  C”x')  + er'x  (c'  -I-  c"x  -f-  c*x>) 

= e(a-t -C\S=~x)x(C  + C"x  + C"V)  -4-c"x’) 

= *«■((]'  /*  V/ri  -f-  cVCxV^i)  +x{c"e6-rVCï  4-  cV6jV-ï)+x>  (c-cCaVr*+  c-Vc'Vri) 
= e*jr(C'cosCx+c'sinCx)-t-x(C"  cosCr-f-c,'sin£x)-t~x,(C*’cos£x  -f-  c'"  sinCx) 

=c*T[  (C.-f-C^x-HCiX1)  cos  Cx+(c,-|-c1x-4-c,x,i  sinîx]. 

216.  Applications  : I.  Equation  sans  second  membre  : 

1 D*/ — 1 -t-GaD’/ — 1 72D’/ — x6oy=o: 

l’équation  auxiliaire  est 

r5  — 1 2H  -f-  6 2r3  — 172  r’  -f-  266e  — 160  — o, 
et  elle  a pour  racines  . 

r.  = 2 + 2 \/—  1 , r,  = 3 — al/—  1,  _ 

ci  = 3 -f-  l/— 1,  r4  = 3 — l/— 7,  r5  = a; 
on  trouvera 

/ = [(C,  cos  2x  C,  sin  2x)  -f-  cosx  -)-  C4  sin  x)  -H  Cj], 

2°.  D ’jr  — 1401^"  -+-  64D,j-  — 96/  =V  : 

l’équation  auxiliaire  est 

r 3 — i4r’  4-  64^ — 96  = o, 
et  a pour  racines 

r,  — 6 , r,  ~ 4 , r3  4 i 

en  ne  prenant  dans  la  formule  (A),  que  les  termes'  affectes 
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des  constantes  arbitraires,  puisque  X = o,  on  aura 

y — e®*  l‘tlx  [dx  4-  C,/ e~,xdx  4-  Cj); 

or 

C,  /V-”rfj / dx  = -™  «-"(x  4 - j), 

C,  fe~“dx  = -r~“, 

J 2 

donc 

j = e*’{C'x  4-  C"  4-  C'V*). 

30.  Dj y — 8D]^  4-  9.6D’ y — 48  D,/  4-  = o: 


l’équation  auxiliaire  est 

H — 8rJ  -H  a6r’  — fôr  4-  45  = °, 
et  elle  a pour  racines 

r,  — 3,  r,  = 3,  r3  = 1 4-  >K  — !»  r4  = • 
La  même  formule  (A)  donnera 


, C 

y — e3r 


C,fdx  fe-*(l  ^ 1 ^ dx Je  ldx 

■ C ,fdxje~^1  -V^x dx  + CsJ'dx  4-  C 

en  développant , on  trouvera 

y — é*  [C,  cos ix  4-  C,  sin  ix  4-  e”  (C3X  4-  C<)  ]• 
n (/»  — 1 ) 


.]■ 


4".  D*j-  — nr,D"-,.r  4- 


r;  lYr’.r... 


± zp<-'D,r  ±<  = o: 

l'équation  auxiliaire 

_ nAr"-'  — îîi—-— 1 AJr"-*...rn/»A"“'=hA"=(r—  A)"  = o 
1.2 

a toutes  ses  racines  égales;  et  l’intégrale  générale  sera 
y=er**{C,xn -•  q-C>.i*-»4-Cjx’>-34-. . . 4-C,_,x  4-C.  ). 
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21 7.  II.  Equation  avec  second  membre  constant: 

D»,  A,  DJ-’.r  4-  A.D;  ‘jr-+-. . ,+A,.1DIr  + A,/=A. 

Dans  la  formule  (B),  ou  pourra  faire  sortir  la  constante 
X = A du  signe  d’intégration  qui  l’ affecte , puis  succes- 
sivement en  dehors  de  tous  les  signes  d'intégration  qui 
précèdent,  et  l’on  aura  , 

y — Ae>‘xfÀr~r')xJxf/r‘-rJxdx. . ./-■('■  -r'->dxfc~r’xdx 

4-  C|P,‘X  + C/r|1  4-.  . . 4- C» 

mais 

fe~r"xrtx  = — e~' "r, 

r. 

fjr--r-->dxfe-r’xdx  = —fe,'->xdx=-ï--c-,~‘x  ; 

r n f, 1 f"n—  1 

en  continuant  ces  intégrations  successives,  remontant 
jusqu'au  premier  sigue  J" , effectuant  la  multiplication  de 
l’intégrale  définitive  par  erix,  et  remarquant  que  le  pro- 
duit de  toutes  les  racines  r,,  r„. . .,  r„_,,  rn  de  1 équa- 
tion auxiliaire  est  égal  au  dernier  terme  A„  de  cette 
équation , on  aura , pour  l’intégrale  complète  de  1 équa- 
tion donnée , 

y =- f-  Cier|X4-  C,e',x  4-  ■ . .4-  C„_,er”'''  4-C.r  " • 

A» 

Si  deux  des  racines  de  l'équation  auxiliaire  étaient  ima- 
ginaires et  égales  à a rfc  él / — 1,  on  aurait 

_)•=—-)-  e*x(C,  cos&r4-C,sin£x)4-C}er,x’4-.  . .-t-C„er"Xi 

A n 

si  toutes  les  racines  de  l’équation  auxiliaire  étaient 
égales;  alors,  en  passant  toujours  la  constante  X = A 
en  dehors  de  tous  les  signes  d’intégration . l’équation  (B) 


6ao 

donnera 
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r‘T(A  Jdxjdx. . //c-'‘*dx  + CJSf...fd^'+C,fSJ...dx*-’+...C. 

Mais  AfdxJ'dx...fe—ri*dx=±.—  e—rix,  etd’ailleurs 
r’[  — ± A„  ; on  aura  donc 


X 

/ — — -+•  -+-  C,r"“*  4- . . . C,,_,x  C.). 

A» 

248.  III.  Equation  avec  second  membre  variable: 
i°.  Di/  — ^a’DI/  -H  6a5/  — x’  : 

f équation  auxiliaire  est 

r3  — ~a}r  4-  6a3  = o, 

et  ses  trois  racines  sont  r,  = — 3a,  r,  = 2 a,  r,  = a ; en 
employant  encore  la  formule  (B),  on  trouvera 

/ —c-Uxfcia*dxfe-<udxfx*e-a*dx- f-C.e-3"  -+-  C1e,M4-  Cjc“*  ; 


donc 


fx'e-’dx  = -—(x> + — + -)■, 
a \ a a* J 


ftr^f  x'e-^dx  = (x*  4-—  -+- 

■’  J -2aJ  V //  O/J»  I ’ 

e~ 


3x 
n ia' 


Jeia*dxfe-  "dx f z'tr^dx  — 4-^  4- 

J J J 6n3  \ 3a  i8a* 

En  substituant , on  trouvera 
-y=6^(X,+  Ta  + T^)  + Cl"3“  + C> 


c’est  l’intégrale  générale  de  l’équation  proposée, 
s".  Dj/  •+•  «D,  >•  — 6a3  y = b‘: 
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l’équation  auxiliaire  est 

r1  -h  ar  — 6o’  = o ; 

ses  deux  racines  sont  r , = a a,  r , = — 3a  ; la  formule 
(B)  donnera 

y — e “*/ e-'jalrlx ffrc^dx  -+-  C.c*"-*-  C.e"  5"  ; 


mais 


donc 


jb*c^aldx  — J'  (bc^ydx  — 


{hé**)* 


J f~Scjdr J'b1c3mxdx  = 


16  4-  3a  ’ 
(be-^Y 


(!6  4-3a)(16  — aa)’ 

et,  en  substituant,  on  trouvera,  pour  l’intégrale  cher- 
chée, 

b* 

y — TTï  ~i~  a w|  i . 4-  C,e™  4-  C7e~^'. 

( 1 b -t-  3a)  ( 1 b — 2a) 

3°.  Di/ — 3Di/  -t-  7Dr/  — 5 y =x3  : 
l’équation  auxiliaire  est 

r3  — 3r’  -h  •jr  — 5 = 0; 

ses  trois  racines  sont  r,  = i+  2 l/ — ‘ 1 , r,  = 1 — 2 V '■ — 1 ■> 
r,  = 1 ; on  aura 


1 

Ai 


— n)  = — 8, 


— — (r,  — r,)(r,  — r})  = — 8, 

f = (rj  — r,)(n  — r,)  = 4, 

et  la  formule  (B)  donnera 

fi—*  m 

[cos'ax(C, -f-  fxie~x CM’iTdx) +sinix(C,  J xirr-Z  sin  ixdx<] 

4-  -j  (Cj  4-  J x'r-'dx) . 

Pour  avoir  en  termes  finis  l’intégrale  générale  cherchée, 
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il  suffira  de  substituer  les  valeurs  des  deux  intégrales 
f x*e~*  cos  xxrlx,  fx'e~x  siu ixdx,  déduites  des  formules 
que  nous  avons  rappelées  ci-dessus. 

4».  DJ/  -4-  A,D,/  -+-  A, y = X: 

l’équation  auxiliaire  est 

r'  ■+•  A,r-(-  A,  = o. 

Supposons  que  les  deux  racines  soient  imaginaires  et  que 
l’on  ait 

r,  = *.  4-  Cl/ — i,  r,  = « — Cl/"-., 

on  aura 

r,  — r,  — î l/  — i , r,  — r,=  — 2 C V' — i , 

c'x 

— [sin£r(C,  -f- J Xr  *reosCxr/x)-f-  cos  Cx  (Ci  — / Xr  sin  Cxrlxj  ]. 
Exemple  : 

Di/  -t-  2Ü,/  -t-  2/  = x, 

A i ~ 2 | Aj  — 2,  X — x,  » — — i , « « î , 

C,  sinx  -4-  C,  cosx  , , 
r = ? r i(x-  I). 

r,<>-  DJ  / -t-  A,/  ~ X : 

c’est  l’équation  du  fameux  problème  des  trois  corps,  l’é- 
quation auxiliaire  est  r*  -+-  A = o ; 

r,  ==  1/a  l/ZT,  r,  = — 1/ AX/'—T,  « — o,  ff  — l/Â” , 

on  aura 

sin  (xl/Â)  [(? , -+-/X  co»(xV/À)<ir  -+-  cos(*l/Â) [c,  —/X  siu(xV/Â  l 

6".  DJ./  — 8DJ/  +î3  DJ/  — 2.8'D,/  -)-  12/  — x : 
l' équation:  auxiliaire  est 

H — 8/  -4-  23c1  — 28c  -I-  12=0, 
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et  a pour  racines 

-,  * 

= 2,  r,  = 1 , rs=  i , r4  = 3 ; 
l'équation  (A)  donnera 

^ f dr  \'<r‘dx J e,x  <£r J'xc~udx  -4-  C,  J dx J e~’dx J e'zdx  \ 

-hC,  fdx  fe-’dx  -h  Ci  Jdx  -+-  CA  ) ' 


et,  en  développant, 


y = — 4-  1 4-  C.xe"  -+-  C,e'z  -+-  Cic*  -+■  C4cJ'. 

1 1 JO 

D )y  —nr,W,-'y  -+-  ' r!  D"~V  +•  • — "rr'  D..T  -4-  r-  y = X. 

L’cquation  auxiliaire  est  (r  — = o,  cl  a toutes  ses 
racines  égales;  on  trouvera  dans  ce  cas,  en  se  servant 
toujours  de  la  formule  (A), 

c ,jr  T-17"  'f^e~'  'zdx—(n—  i ]x“~,J'\xe~r,xdx-t-...± f\x"~'e~r,xdx~ 1 
i.2.3...(u— i)L  -+-C1x*-’  •+•  C, x"~‘  C„_,x  -+-  C.  J 


8°. 


Ti"  y an  y = \ : 


l’équation  auxiliaire  est  r"  a"  = o.  Si  n est  impair, 
l’un  des  facteurs  du  premier  degré  sera  r ■+■  a,  ou  l’une 
des  racines  sera  r=  — a.  Tous  les  autres  facteurs  sont 
donnés  par  l’expression  r’ — anrcosî  -+-  dans  laquelle 

9 = — 11 La  partie  de  l’intégralecoirespondante  à la 

> 

Q 

racine  réelle  sera  e~ai  J X.e*xdx.  Chaque  couple  de 

racines  imaginaires  donnera  naissance  à une  intégrale 
particulière 

ri,  y w.'uRife  VtilftlfeT  *jb  üMJtnrj 

ac"  cob b p cos  ^ ax  J ^ e— “ cos S cos  (nx sin  à)<£r  • ; 

na“  1 L -t-C,  Sin(6  -f-  ax  sin  4) J'\e~ax fos  ® sin  (ax  sin  t)dx  J 


T 
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et,  pour  obtenir  l’intégrale  cherchée , 11  suffira  de  faire  la 
somme  de  tous  les  termes  que  l’on  obtiendra,  en  don- 
nant tour  à tour  à 0 pour  valeurs  tous  les  multiples  im- 

* ~r  _ • 

pairs  de  -,  inférieurs  à jr.  Quand  n est  impair,  l’un  de 
ces  multiples  est  ^ ou  tt,  auquel  correspond , d’une  part, 

la  racine  r = — a ; de  l’autre,  le  terme  a — — f\caxdx, 

qu’il  faudra  réduire  à moitié,  parce  que  ce  n’est  pas 
a ’ -j-  a ar  -|-  r1,  mais  bien  a -f-  r qui  est  facteur  de  l’é- 
quation x"  + n"  = o. 

Si  X = o,  chaque  terme  correspondant  à un  facteur 
du  second  degré  devient 

,r*rcos6 

— [C,  cos{&  -+-  ax sinG)  -t-  C.sinfÛ  -f-  nasinOlj, 

«n*-* 

que  l’on  peut  mettre  sous  la  forme 

^«jrcoAe  coj(c  ax  sinô), 
c étant  un  angle  constant  quelconque, 
g®.  D"  y — a"  y = X : 

l’équation  auxiliaire  est  r"  — a"  = o;  l'un  des  facteurs 
est  r — a,  ou  l’uue  des  racines  est  r = a le  terme  cor- 
respondant de  l’intégrale  est  ^ 't  e“’/Xe~“dr.  Si  n est 
impair,  a r sera  aussi  facteur,  — a sera  racine  et 
donnera  naissance  au  terme  c~ax  J'\eaxdx.  Chaque 

couple  de  racines  imaginaires  sera  donné  par  le  facteur  du 

, 2 / t 

second  degré  r*  — 2arcos0  -t-  a*,  dans  lequel  9 — , 
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et  produira  la  portion  d'intégrale 

r'r  <a> f C , cos(3  -f-axsili  G)J  Xc~~ax  1 0:’^  eos(«/xsin  &.J  dx  I 

na  ' L -t-C,sin(5  -f-«rxsin  B)J  Xr  "x  C09fl  sin(flxsin6)  <lx  J 

et,  pour  arriver  a l’intégrale  cherchée,  il  suffira  de  faire 
la  somme  de  tous  les  termes  que  l’on  obtiendra  en  don- 
naut  tour  à tour  à 0 pour  valeurs  tous  les  multiples  pairs 

de- inférieurs  à Quand  n est  pair,  o et0”  - = ~ sont 
n r n 

deux  de  ces  multiples  auxquels  correspondent  les  racines 

r = a,  r = — a,  et  les  termes  de 

<*’/  Xe-dx , — 1 - «r"  f X'*’dx, 

na"  ■ u nam~ 1 J 

\ 

qu  il  faudra  réduire  encore  à moitié  pour  la  raison  que 
nous  avons  dit. 

io».  ^ y + D "-‘y  H-  . . H- Diy  -t-  Yi\y  ■+■  D,y  + y = X: 

/ 

l'équation  auxiliaire  est 

/•"  -+-  r* ■ -f- . . . -f-  r < -+-  r1  -+-  r1  -f-  r — o, 


Si  n -1-  i est  pair,  r = — i sera  l’une  des  racines  à la- 
quelle correspond  le  terme  e_x  fXcTdx.  Chaque 
couple  de  racines  imaginaires  sera  donné  par  le  facteur 
du  second  degré  r5  — a r cos  6 -f- 1 , dans  lequel  G = . 

n -f-  i ^ 

la  partie  correspondante  de  l’intégrale  sera 
I vxcoi  ^sin-O  F*-  S*n  > (3®  + 2x  sin  G)  J Xe~x  c0*  'J  cos  (x  sin  B)  tir  T 

1 t— C,cosi(3?-j-2xsin®)/Xr-;,co»®sin(.rsm3)Wx  ’’ 

T.  4«. 
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et,  pour  arriver  à l'intégrale  cherchée,  il  suffira  de  faire 
la  somme  de  tous  les  termes  que  l'on  obtiendra  en  don- 
nant successivement  à 6 pour  valeurs  les  multiples  pairs 

de  — — . 
n -+-  1 

Si  X était  égal  à o,  la  partie  de  l’intégrale  correspon- 
dante À une  couple  de  racines  imaginaires  deviendrait 

fxcot9  [C,  Sin-j(39  -1-  axsinO)  -t-  C,coSy(35  4-  xrsinô)], 

ou  plus  simplement 

Ce* cot,'j  cmic  x sin  ; l'j  t 

c étant  un  angle  arbitraire  quelconque  et  C une  constante 
arbitraire. 

1 1”.  -+-  A,D "/  'y  4-  A,D*~’r  -t-  A3D"“3  y + . • • 

-f- A„_,D,/ 4-  A„y  = flx"  4-  n ■•r'— 1 4-  + "«• 

Essayons  de  satisfaire  à l’équation  proposée,  par  une  va- 
leur de  la  forme 

j',  = 6.r"  4-  b,xm~'  4-  b,x’'~‘  4--. .4-  bm~,x  4-  /'«; 

en  substituant  pour  y cette  valeur,  on 'trouvera 

Knbx"-\-A„b,  \x»-'-\-...=ajr+-  atxT-'  4--  .4  n„_,x4 -am, 
4-  A„^,mb\ 

et,  pour  déterminer  les  /«-f-i  coefficients  £>,  b bm , on 
aura  les  n -f-  1 équations  du  premier  degré 

A nb=tt,  Anb,  4-  A„_,mb  — <1,, . . . ■ 

Connaissant  y,,  on  complétera  1 intégrale  générale  en 
ajoutant  à cette  valeur  y,  l’intégrale  s de  l’équation  sans 
second  membre 

D"î  4-  A, D"~'z  4-  . .4-  A„_1P,S4-  A.î  = o. 
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I?".  D’,t  +A,D;-)  + ..  4-A„  ,D,r4-A„.>- 

T • 

;=  A ciismi  4-  B sin  mx , 


A,  b,  ni  étant  des  constantes  données. 

.Kssayons  de  satisfaire  à cette,  équation  en  prenant 


W 

en 


V,  — a cos  mx  -t-  n sin  mx  ; 

’’«*k  • 

substituant,  on  arrivera  à une  équation  de  la  forme 


<1  (G  cos  mx  4-  H sin  mx)  4-  b (K  cos  mx  4-  L sin  mx) 

— Acosmx-t-  Rsinmx, 


♦ 


G,  H,  K,  L étant  des  constantes  dépendant  de;;/.  Or. 
celte  dernière  équation  sera  vérifiée  si  l’on  a 

AL  — BK.  BG  — AH 

" ~ GL  — HK’  ' ~ GL  — HK 


Ces  valeurs  de  a et  de  l>  seront  admissibles  tant  que  le 
dénominateur  GL  — HK  ne  sera  pas  égal  à zéro  : nous 
verrons  tout  à l’heure  comment  il  faudrait  procéder  si  ce 
dénominateur  était  nul. 

On  obtiendrait  avec  autant  de  facilité  l’intégrale  par- 
ticulière yx  dans  le  cas  où  le  second  membre  X,  composé 
d’une  suite  de  deux  ou  de  plusieurs  termes  de  la  même 
forme,  serait 

X=  A cos  mx  -t-  B sinmx-|-  A'cosm'x  -)-  B'cosm'x-t-, . . , 


cl  faisant  y = u-H  «et  r étant  deux  nouvelles  va- 
riables, et  substituant  dans  l’équation  donnée,  on  pourra 
la  partager  en  deux  ou  plusieurs  équations  nouvelles 


l)"zz  -t-  A,D*  'u  -K  . . 4-  A „n  = A cos  mx  ■+■  B sin/;;./, 
I>“i’  4-  A,  D*~ V 4- ... 4-  A, v — A'cosm'x 4-  II' sin  m'x. 
Kn  procédant  comme  nous  l’avons  déjà  indiqué,  ou  dé- 
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« • 

terminera  deux  intégrales  particulières 

«,  = a cos  mx  -(-  b sinmx,  vt  ~ a'  cos  m'x  -f-  !>'  sin  m'x, 

de  ces  équations , et  la  somme  y =n,  e,  de  ces  deux 
intégrales  vérifiera  évidemment  l’équation  proposée, 
dont  on  complétera  l'intégrale  générale  par  la  valeur  de 
z déterminée  comme  nous  l’avons  indiqué  plus  haut. 

1 1°.  D \y  -+-  y = cos  x : 

en  appliquant  la  méthode  précédente  , on  trouverait  que 
le  dénominateur  des  valeurs  de  a et  de  b est  nul.  Pour 
arriver,  dans  ce  cas,  à la  vraie  valeur  de  l’intégrale , par- 
tons de  l’équation  D ly-hy  — cos  nx.  Si  l’on  cherchait 
une  valeur  particulière  de  cette  équation  , on  trouverait 

i cos  nx 

a = - , b = o,  y,  = » 

i — /?’  i — «’ 

et,  en  désignant  par  z l’intégrale  de  l’équation  sans  se- 
cond membre  D]  z -)-  z = o,  intégrale  qui  est  évidem- 
ment égale  à C'cosx  C"  sin  x , C'  et  G"  étant  deux  con- 
stantes arbitraires,  on  aurait  pour  l’intégrale  générale 
de  l’équation  DI  y +y  — cos  nx 

cos/jx  . 

y — — -I-  C cosx  -+-  C.  sm.r, 

* i — n‘ 


ou 


, en  posant  C'  = iC  — 


cos  nx  — cosx  „„  . 

y = +C  cosx  + C sinx. 

J i — /?’ 


COS/JX  — cosx 


w . wa  v uj  •* 

Or,  pour  n = i , 1 expression — — J — prend  la 


forme 


indéterminée  -,  et  a pour  vraie  valeur  * Sm-*;  donc  l’iuté- 
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grale  générale  de  l'équation  D \y  -\-j  = cosx  est 
xsinx 


4-  C ' cosx  4-  C"  sin  x. 


On  arriverait  au  même  résultat  en  employant  l’artifice 
de  d’Alembert.  En  efi’et,  si  l’on  pose  n = i e,  l’inté- 
grale générale  de  l’équation  Dj.  y-|- y = cos  nx  deviendra 

cosfx  4-  ix)  . 

y = — ; — - -I-  C cosx  +C  sinx; 


-.(2  4-,) 


or 


cos  (x  4-  ix) cosxcosix  — sinxsin.x 

— 1(24-1;  — «(2  4-.) 

et  l’on  trouvera , en  développant  cos  ex,  sin  ex,  et  posant 


y = cosx  (C'  4- A.)  4-  sinx(C"  4 — 4-  B.  ), 

\ 2 ■+•  « J 

A et  B étant  deux  coefficients  qui  ne  deviendront  pas  in- 
finis quand  on  fera  e = o,  n — i ; on  aura  donc  définili 
vement 


xsinx  __  . 

y x=. y C cosx  4-  C sinx, 

2 

v**  • • [■.{  i Ji:  t ;'**«». j ■ 

comme  nous  l’avons  déjà  vu. 
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Intégration  de  quelques  équations  linéaires,  de  l'ordre  n,  à coellicienu 
variables. 


249.  Considérons  d’abord  l'équation 


n;x 


A, 


A, 


(a  4-  bx) 


; nr\»  + . . . 


Si  l'on  fait 

il  vient 


y — («  -f-  bx i'. 


A.  r 

( n Ajf)" 


r (r — i)  (r  — a). . . (r  — n •+-  t) 

-+■  A ,r(r — i )...(/•  — n -t-  a)  -4-. A„_,r  + A„=  t r)  = o; 


et  l’on  en  conclut  que  l'expression  y = (a  -J-  bx)r  véri- 
fiera l’équation  proposée,  si  l’on  donne  pour  valeur  à /• 
l'une  quelconque  des  n racines  r,,  /•„ . . . , r.,  de  l’équation 
auxiliaire  f (r)  = o.  Les  n quantités 


(fi  -4-  bx'',  [fi  -+-  b.r)r', . ...  (o  -h  bxf’y 

seront  donc  autant  d'intégrales  particulières  de  l'équa- 
tion ddtanée,  et  l’intégrale  générale  sera 

y — L (a  ■+■  bxf'  ■+-  C,  (a  -t-  bx)r'  -t-  ('„  (n  -t-  bx)’  " . 

Par  une  méthode  tout  à fait  semblable  à celle  que  nous 


¥’•  • • 

' • . -.  * : . 

B 

V .. 
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avons  suivie  dans  la  trente-sixième  Leçon,  on  passera  fa- 
cilement  de  cette  intégrale  à celle  de  l’équation 


D"/4- 


— l ry>— ■ >•  -i — — D"— 1 

H-  bx  ‘ -(a-ybx)'  r 


y...+  ; 


A,,/ 


• bxY 


= X. 


Si  quelques-unes  des  racines  r,,  /•„.  . r„  étaient  égales 
entre  elles,  ou  imaginaires,  on  aurait  recours  à des  mé- 
thodes de  transformation  absolument  identiques  avec 
celles  que  nous  avons  employées  dans  le  cas  de  1 équa 
lion  linéaire  à coeflicicnts  constants. 

Prenons  pour  exemple  l’équation  différentielle 


Dîr  +- 


A,  A, y 

a bx  * ^ («  -+-  bxf  ’ 


l'équation  auxiliaire  est 

r(r  — i)  H-  A ,r  -y  A,  = o; 

en  appelant  r,  et  r,  scs  deux  racines  supposées  inégales, 
l’intégrale  cherchée  sera 


y — Cx{a- y bx}1 1 -y  C,  (a  -y  bx f«. 

Pour  reconnaître  ce  qui  arrive  dans  le  cas  des  racines 
égales,  mettons  l’intégrale  trouvée  sous  la  forme 

y = C,<p(r,)  -+-  C,*(r,), 


■t  faisons 


r , = r, 


on  aura 

y.(r,)  — ç (r,  -+-«)=  i p(r,)  -t-  -r-  üi), 

y = (C,-yC,) p(r,) 4-  C,tç’ iy,  -yOi)  = Ç<p(r,)-y  C”*' (r,  -i  '-<)  ; 


en  passant  à la  limite  et  remarquant  que 

<?'(;•}  — 1>,  (n  -y  brY  — ( n *(-  bx)’\  (a  -t-  b. r), 

on  verra  que  quand  les  racines  sont  égales,  l’intégrale 
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y = («  4-  bxf*  [C'-t-  C'  I («  bu)  ] ; 

«n  verrait  de  même  que  si  trois  racines  r,,  r„  sont 
égales,  l’intégrale  générale  est 

v = (fl  + ix'{'  [C  4-  C 1(«  4-  bu)  4-  C"\(a  4-  bu)' } 

4-  C'4  (fl  4'  bu  j * 4-  • - - 

230.  Comme  seconde  application,  considérons  l'équa- 
tion 

Di  j 4-  X,D,  y 4-  \,y  — X. 

(Nous  avons  vu  qu’il  suffira  de  connaître  une  intégrale 
particulière  de  l'équation  sans  second  membre 

D/ï  4~  X|D*  z 4-  X3z  ~ o 

pour  ramener  au  premier  ordre  l’équation  avec  second 
membre.  Soit  zt  cette  intégrale,  et  posons  y — uzx-,  en 
diffiérentiant  il  viendra 

D,r  = «D,z,  4-  z,D,«, 

Dîy  =ul) lz,  4-  2Dtz,Drtt  4- z,D>. 

Substituant  dans  l’équation  proposée  et  réduisant,  on 
trouvera 

(aDjZ,  4-  X.sjD^i  4-  2,D>  = X; 
et  en  faisant  D ru  = v, 

=iDr  v 4-  (aD.s,  4-  X,z,)  v — X. 

On  tirera  de  cette  dernière  équation  la  valeur  de  e,  et 
l’on  en  conclura 

« = C 4-  J'viix,  y = z,  (C  4-  / vdx). 

Exemple  : 

• 4-  X.y  = X ; 

l’équation  en  z sera 

Dj  z 4-  Xj*  — o, 


« 
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l’équation  en  v deviendra 

r,  DjK  -4-  jrDji,  = X,  ou  z,dv  •+■  2vdzt  =:  X</x, 
multipliant  par  slt  et  intégrant , ou  aura 


vz‘=C,-h  (rXz,<lx, 

J X O 

H — (\-h  I 


* C,  -+-  J Xz,  lI.T 


l/jc  , 


C,  + /Xa.rfx 


L’intégrale  générale  de  l’équation  en  z sera 

'X  de 


z = C,z,  + cr 


/’  x d.r 
*'  / Z T' 

•J  x0  Zt 


Comme  nous  l’avons  vu  encore  pour  abaisser  le  degré  de 
l’équation  sans  second  membre,  il  n’est  pas  nécessaire 
de  connaître  une  valeur  particulière  de  z ; mais  la  nou- 
velle équation  différentielle  du  premier  ordre  ne  sera 
plus  linéaire  comme  la  précédente:  il  suffit  pour  cela  de 


r 

»«/ 


tdx 


faire  z — e.J t„““  , d’ou 

f * tdr 

Dxz  = teJx0  — tZy 
I)]  z = t DjZ  -+-  sD xt  — (Dxf  -I-  /*)  z. . 


Substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  différentielle  pro- 
posée, z sera  facteur  commun,  et  il  restera  une  équation 
différentielle  en  t du  premier  ordre,  mais  qui  ne  sera  paa 
linéaire,  puisqu’elle  renfermera  des  puissances  de  t. 

Exemple  : 

DJ  z -4-  X,  z — o; 

l’équation  en  t sera 

t> 1-  X,  — <>. 


» 
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z = tz,  on  aura 


z 


et  il  semble  que  la  valeur  de  t renfermera  deux  constantes 
ainsi  que  la  valeur  de  z , ce  qui  ne  peut  être,  puisque  l’é- 
quation en  t est  du  premier  ordre  ; mais  les  deux  con- 
stantes de  la  valeur  de  l se  réduiront  en  réalité  à une 
seule.  En  effet,  la  valeur  de  z est  donnée  par  l’équation 


z = C,z,  -+-  C. 


(■*  dx 
>*'  / 

z, 


z = C,z,  ■+■  C.z,, 


en  faisant  z,  — z,  I —,  et  l’on  aura,  par  conséquent  , 

./r0  Z , 


C,z,  ■+-  C.z,  _ ' C,  7 _ z,  C: z. 

' - C,»,  -+-  C.z,  C,  ~ z,  -+-  Cz,  ' 

251 . Faisons  X,  = — ax"‘,  a étant  un  coeJlicienl  con- 
stant, et  cherchons  l’intégrale  de  l’équation 

DJ  z — axmz  — o. 

L’équation  en  I deviendra  . 

D,  / -J-  / ’ — ax‘“,  ou  dt  ■+■  t’dx  — ax*dx. 

C’est  l’équation  de  Kiccati , que  l’on  saura  intégrer,  par 
conséquent,  si  l’on  sait  intégrer  l’équation 

DJ  s — axm  z — n . 

Pour  y parvenir,  posons 


,#05  r 

z — j c 1 “ip  («  j du , 

. ' r» 
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et  \oyons  si  nous  pourrons  déterminer  le  nombre  a et  la 
fonction  s(«),  de  manière  à satisfaire  à l’équation  en  z ; 
on  a 

,•*  « 

— ajr*  1 J u$(u)r  T "du, 

J o 

Dît  = x‘  x2"  2 ! u‘f  (u'\e  1 "du 
J o 

— a (a  — 1 )x"~2 J u${u)c~x  "du  ; 

en  substituant  dans  l’équation  Dis  — ax"‘z  — o , et  ex- 
primant qu'elle  est  satisfaite,  on  trouvera  d'abord  que 
a — a doit  être  égal  à ni,  ou  a = ni a,  et  que  <p(m) 
sera  déterminé  par  l’équation 

I — «(«  — i)«  — o]  £ (u)e~I*"dn  = o. 

J O 

Or,  on  peut  choisir  <p(u)  de  manière  que  l'intégrale 
qui  précède,  prise  entre  des  limites  quelconques,  soit 

égale  à if (u)e~ car,  en  dillérentiant  les  deux  mem- 
bres de  l’équation 

/ [m’x’u'  — «(«  — i )« — fl]ÿ(«)e— "dit— ^.(u)c~x 

on  trouve 

[«’x'i»1  ■ — a (a  — i)  u — a\f  (u)  — — x'4-(")  4-  4’  («), 

et  cette  dernière  équation  sera  satisfaite,  quel  que  soit  a, 
si  l’on  a 

\ * 

4(“)  = — *****  («/,  4'(«)  = —[«(*  — \)u  -t-u]<p(«), 

-J/M  * — i u , , a — i . u 

___  = -i — 14(«  = • — I u ; 1-  < , 

mu  un  x «'« 

X — I ’rt 

4 («)  — Cu  *■  e ; 
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ou  a donc 


— a (* — 1)«  — rt]p(u)e  * " du— Cu 


-X4U 


a 

a*u 


et  l’intégrale  définie  prise  entre  les  deux  limites  o et» 
s’évanouira  nécessairement,  puisque  le  second  membre 
s’évanouit  aux  deux  limites.  D’ailleurs,  des  équations 


4-  (a)  = Cu  “ c “ “ , 41  («)  = — P («), 


on  tire 


$>(«)  = --  ~u"*e  = C'a  ‘ * 'e  , 

et,  en  substituant  pour  ^(u)  sa  valeur,  on  trouvera  défi- 
nitivement que  l’expression 


J", 

.* 


'■»GO  - I - - XUU 


“du 


vérifie , lorsque  a — m + a,  l’équation  proposée 
Dl  z =z  ax“z. 


Si , après  avoir  fait , pour  abréger,  — = k , on  change  u“ 

en  u,  on  trouvera  que  la  valeur  de  z prend  la  forme  plus 
simple 

.r* 

..ce A*u* 

I = Cm  j e «“ 


du. 


Enfin,  si  dans  cette  dernière  expression  on  change  « en 
- ce  qui  ne  change  pas  encore  les  limites,  on  aura 

Cu  r*—*-  — 

Z / Jor 


du 
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1252.  11  est  facile  de  prouver , à priori , que  cette  va- 
leur de  z vérifie  réellement  l’équation  proposée.  Suppo- 
sons en  ell'et  qu’on  fasse  d’abord 

/t*)  = J r -**; 

I 

ou  bien  , en  changeant  u en  «*, 


f (x)  = - J u*  e “ du, 


et  mettons  en  évidence  quelques  propriétés  de  la  fonction 
J(x).  En  difleréntiant,  par  rapport  à x,  les  deux  mem- 
bres de  l'équation  précédente,  ou  trouve 

f'{x)  = —x*—J‘  % “ “rf«, 


et,  en  multipliant  para:, 

x 1 r% 

*•/  f \ / y — U i u ^ 

jc / (xj  — f u c x c — . 

J (>  u * 


Intégrons  maintenant  par  parties , en  remarquant,  i°  que 
si  l'on  fait 

u~~  du 

X c - =«</, 

ou  aura 

r* 

* “ = 7» 

• a°  qu'en  posant  de  plus 


/•“  ao  05 

.rf(x)  — — I pdq  — pq  -f-  I r/dp  — / 

*/  O t/  O «/O 
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car  pq  — u e u $ évanouit  pour  u — o et  u = ao. 
Ou  a d ailleurs 


ilp  = -«*  f “rf«  — «“  e~udu. 


qt/p  — - u*  <'  “ rfn  — k*  r “ f/«, 


et,  par  suite, 

jqr/p^x/'(x)=f{x) — | u*  e "r/n. 

F,n  différentiatit  de  nouveau  par  rapport  à .r,  on  aura 


,GC  _ I __  y 

x f" (x)  = mx'~~ 1 f ux  r " du  — a,xx~‘f(.r); 

J o 

f(x)  satisfait  donc  à l’équation 

r(x)  = a‘x*-*f(x), 

qui  ressemble  déjà  beaucoup  à l’équation  différentielle 
proposée,  mais  qui  est  moins  générale  parce  qu’elle  sup- 
pose; que  l’on  a a — «’  = (m  -|-  a)*.  Pour  lui  donner 
toute  la  généralité  qu’elle  doit  avoir,  faisons 


d’où 


z =/(Xx), 

= X» /"(Xx), 


I),’z 


— «’(Xx)’— ' J = , Djs=X’Vx*-,3, 


7 « ** 

<•1,  en  posan  A = — * 


DU  — 
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Il  est  donc  bien  certain  que  la  valeur 

a X*  a a x* 

.,00  — « .,00  — « 

z = Cf(U)=  C e ““  fl"  = C / r 

s/  O t/  O 

vérifie  l’équation  différentielle  D \z  = ax^—^z. 

Exemple.  Soit  a = a , l’équation  différentielle  se  réduit 
à D’ z—  az , et  l’on  a 

a.’ 

.»  — u’ — 


z = C I e 
J o 


..50  — 11’  — 

e 
/o 


I 


4"  = T «■’  *-/> 


et  par  conséquent 


J. 


,00  — U*  — 


— J l/a 


donc  la  valeur  .z,  ==C,  l/rc  e~ xl^«  est  une  intégrale  par- 
ticulière de  l’équation  D’  z = az.  Mais  nous  avons  vu  que 
son  intégrale  générale  était 

z=C,z,  -+.C.S.  + fe^^dx 

J *ï  2 \/h  J 

= C>r-x'/a  + (Ç-e-xV-‘ 

4" 

donc  enfin,  l’intégrale  générale  de  l’équation  D’i:=a: 
sera  définitivement 

z — C'e-xy/a- 4-  C"r*v'a. 

253.  Considérons  maintenant  l'équation  différentielle 
une  intégrale  particulière  de  cette  nouvelle  équation  sera 
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I ou* 
.00 r — 

ï,  =C'  / e ““  * 

./ o 


/«' 


rfH. 


En  changeant  « eu  x y - u,  ce  qui  ne  change  rien  aux 
limites,  et  réduisant,  on  trouvera 

■ 

,»  — Vf z. 

:,  = Cr  I e *!u*  c/«. 

J o 

Donc  si  o (.r)  est  l’intégrale  particulière  de  l’équation 
différentielle  D!  s = ax*~~0  z,z=x^(  sera  l’intégrale 


particulière  de  l’équation  que  l’on  déduit  de  la  précédente 
en  changeant  a.  en  — a.  11  en  sera  de  même  de  l’intégrale 
générale,  car  si  y (x)  représente  l’intégrale  générale  de 
l’équation 

r>  :s=«x*-2*, 

on  aura 

i>"  (x)  = ai"  ~ a p (x), 

et  par  suite 


*"UJ: 


i ! ] ; 


X*-2  W 

or,  si  l’on  différentie  deux  foisl’expressioti  z = : - !, 

1 \x  / 


on  trouvera 


(;;“x9'  ù)*  DI*-p  *"  (ï); 

et  en  substituant  pour  ),  leurs  valeurs 


Dîs  = 


.r*  1 ^ \.r  J 


az 

-4-  -J 


. — x — 2 - . 
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Jonc  réellement  si  y (x)  vérifie  l'équation  Di  z = ax*~*z , 
.r <p  (i)  vérifiera  l’équation  Di  z = ax~x'*  que  l’on  déduit 

de  la  première  en  changeant  a en  — a. 

Exempte.  Nous  avons  vu  que  lorsque  a était  positif  et 
égal  à 2,  l’équation  différentielle  se  réduisait  à Diz  = az , 
et  avait  pour  intégrale  générale 


z— Ce 


— rl/  a 


-+-C"/‘/a=f(x). 


Donc  si  l’on  change  a en  — a,  c’est-à-dire  si  l'on  fait 
a.— — 2,  l’équation  différentielle,  qui  devient  DJ s—ax'^z , 
aura  pour  intégrale  générale 

s = Xf  ( I ) = x(c' c-^T  + C '«1?) . 

Dans  tous  les  cas,  quand  ou  connaîtra  l’intégrale  générale 
correspondante  à une  certaine  valeur  positive  de  a,  on  en 
déduira  immédiatement  l’intégrale  correspondante  à cette 
même  valeur  prise  négativement. 

2.’)f . On  peut , dans  un  certain  cas  particulier,  obte- 
nir en  termes  finis  l’intégrale  générale  de  l’équation 
Di  z = ax*~ ’z,  c’est  lorsque  - = n -+-  - , a=  — - — , 

a 2 2//  -f-  I 

/«étant  un  nombre  entier;  alors,  en  effet,  l’intégrale 
trouvée 


U X* 


fin 


deviendra , si  l’on  y change  successivement , i°  u en  u * , 

I 

« 


u en  au-,  et  si  l’on  fait  -y  =r  s , C — = C, 


Hff 


= ‘J> 


— I — au 

* e “ du. 


Supposons  un  instant  que  a soit  égal  à 2,  l’équation 
différentielle  devient  alors  Di  z = az  , et  a pour  ihté_ 

T,  11.  {> 


Digitized  by  Google 


642  CALCUL  INTÉGRAL. 

grale,  comme  nous  avons  vu, 

ax% 

/,CC  y’  y-  V 

«i  4-’  du=zl\/*  e-x'/a; 

O 

ou,  en  faisant  x ’ =4J? 

_ , _ foi 

z=C  C “ 4“’ 

i %>  o 

comme  la  valeur  précédente  de  z n’est  qu’uue  transfor- 
mation de  celle-ci , on  aura  nécessairement,  en  remplaçant 

c 1/^ 

«et  Cpar  leurs  valeur  s , i,  — - — , 

u~i  e u du  — YJl 

I /a 

et  en  différentiant  n fois  par  rapport  à a , on  trouvera 
,00  _ 

X " du  = (—  i)«  D^rt-  4 X 

or,  on  calculera  sans  peine  dans  tous  les  cas , la  valeur 
de  cette  dérivée  de  l’ordre  n que  l’on  peut  mettre  sous 
la  forme  f (x,  l/a)  et  qui  à une  constante  Ct  près,  sera 
une  intégrale  particulière  z,  de  l’équation  Djz  = axt~’1  z 

dans  le  cas  où  - = n -f-  j.  Il  est  facile  de  voir  que  cette 
même  équation  sera  satisfaite  encore  par  l’expression 
z,  =/(x,  — l/â),  car  la  valeur  de  l’intégrale 


f' 


/. 


n"+*  1 e “ 


du 


reste  évidemment  la  même  quand  on  change  \ /a  en — l/a; 
l’intégrale  générale  de  l’équation  D ïz  = ax*~a,  dans  le 
cas  où  - — n j,  sera  donc 

t X 

1 — C.fU,  l/n)  -f-  C,/'x, — l /a), 
et  s'exprime  par  conséquent  en  termes  finis. 
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2oo.  Proposons-nous  d’intégrer  l’équation 
VTx  — xjr=o, 

et  pour  y parvenir,  considérons  d’abord  l’équation  plus 
générale  D"  y — xy  = C, , dans  laquelle  C,  désigne  une 

constante  arbitraire  : faisons  y = f e“  Z dz,  Z étant  une 
fonction  arbitraire  de  la  nouvelle  variable  indépendante 
z,  et  l’intégrale  devant  être  prise  entre  des  limites  qu’il 
s’agit  de  déterminer.  On  aura 

D"  y — /e“Zz"  dz, 


et  en  substituant  dans  l'équation  D ly  — xy  = C( , 

Je**  Zz*  dz  — Je**  xZ  dz  ==  C, . 

En  intégrant  par  parties,  on  a 

Je22  xZ  dz=e22  Z — Ji22  r/Z , 

et  par  conséquent  ' > 1 

f<**{Zl*dz  + dZ)~  e**Z  = C,.  ' ’ 

La  fonction  Z et  les  limites  de  l’intégrale  étant  complète- 
ment arbitraires , noua  pouvons  en  disposer  de  telle  sorte 
que  la  partie  affectée  du  signe  intégral  s'évanouissant,  la 
différence  entre  les  deux  valeurs  aux  limites  de  la  partie 
intégrée  e"Z  soit  égale  À — Ci . La  première  condition  four- 
nit immédiatement  l’équation  différentielle  — *"  dz, 
d’où  l’on  tire 


«■+• 


■* 


•Ç  ■«ml 


Z = Ce  c**  Z xx  Ce 

et  la  seconde  sera  satisfaite  si , en  prenant  pour  limites 
z = o,  z = ao  ; on  fait  C = C, , on  aura  donc 

>*»•••*•  *■  “iWq . 


GO  ...  - ... 

c e 32  dz. 


4l  • • 
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Cette  valeur  de  y ne  sera  cependant  qu’une  intégrale 
particulière^,  de  l’équation  proposée.  Pour  en  obtenir 
une  seconde,  il  suffit  de  remarquer  que  puisque  la  quan- 
tité Z ne  change  pas  quand  on  y remplace  z par  a,  s , 
«,  étant  une  des  racines  de  l’équation  an+l  — 1 = o,  et 
qu’il  en  est  de  môme  des  deux  limites  de  l’intégration,  on 
aura  une  seconde  intégrale  particulière  en  prenant  pour 

£"+* 



y l’expression  Cia,  J c lH‘l  e*'  “ dz.  D’ailleurs  la  dif- 

férence de  ces  deux  intégrales  particulières  fournit  néces- 
sairement une  intégrale  particulière  y,  de  l’équation 

D "xy  — xy  — o;  on  aura  donc 

£■+■ 

y,  = C,f  e " _t‘  *(c“  — *,e*'ix)dz, 

J o 

C,  désignant  une  constante  quelconque. 

Les  n — i autres  intégrales  particulières  s’obtiendront 
évidemment  en  employant  les  n — i autres  racines  a,, 
. . . , «„  de  l’équation  an+v  — 1 = o ; et  par  consé- 
quent l’intégrale  générale  de  l’équation  proposée  sera, 
en  faisant  C,  — f-  C*  -f-  C3  -f*  * . . 4-  C„  = c , 

C,  “ c,,  C,  — C, , . . • y La  

I'»1 

E11  difl’érentiant  n fois  de  suite,  par  rapport  à x,  cette  va- 
leur de  y , on  verra  sans  peine  que  dans  l’hypothèse  de 
z — o,  le  coefficient  ditlërcnlicl  IKy  se  'réduira  à la 
somme  c -+-  e,  e,  -^. . .-(-  c,,  et  l’on  eu  conclura  que 
l’intégrale  complète  de  l’équation  lJ^y  — xy  = C,,  s’ex- 
primera par  la  môme  valeur  de  y,  pourvu  que  les  n + 1 
constantes  soient  assujetties  à la  condition 

r -+-  r,  -h  r,  -t-  . -t-  e„  = C.,. 
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256.  Considérons  en  second  lieu  l’intégrale 

Di  y 4-  abx'y  =z  o, 
que  l’on  peut  mettre  sous  la  forme 


645 


DÏS  _ 


=2  c'y. 


v.jjiv  1 


en  posant  nb  = c*.  Prenons  pour  variable  indépen- 
dante la  variable  z , déterminée  par  l’cquation 


Ht  ~ xldx , 


on  aura 


en  faisant 


et,  par  suite, 


2 î + ' 1 

= x — - x ", 

n 4-  2 m 


m — - -f-  ■ , 
a 


D,r  = D,r  X jc—  *, 

Dir  = ( m — i)x^->D,/  4- 

= ,^=iD.r +D;r. 

si  1 011  substitue  ces  valeurs  dans  la  proposée,  elle  devien- 
dra 

“ ‘ * 


Dir 


m — 1 1 

- - D,  r = c'y. 


JflM  ,TO 


m s 

Pour  intégrer  cette  dernière  équation,  faisons 
r = fc~  "T  dt, 
on  aura  successivement 

1 ■ : '■  >(J  •>■11 

•y  = ftrl,Tzdt  = — <r^T  -H  / cr'un, 

D..y  = —fer»Ttdt, 

-Dir  = fc~" Tt’zflt  = — <r" Tf * 4- J'<r“d. ïr*; 
substituant  ces  valeurs  dans  l’équation 

n*'  + — ,-D^=c*r, 
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mise  sous  la  forme 


z ( d.’  / — c’r)  ■+■  m m~~  = °> 


il  viendra 

e-'*T(c»  — /’)  -hfe~'‘(d.Tr  — c’dT  — ——  = »• 

En  égalant  à zéro  la  partie  soumise  au  signe  intégral , on 
aura,  pour  déterminer  T,  l’équation  différentielle 

(r>  — e»)rfT  -4-  ■~f~—  Ttdt  = o, 

' ' m 

d’où  l’on  tire 

dt m -f-  I tdt 

T . m t* — c*  ’ 


et,  en  intégrant , 

m-H  I 

T = (c*  — ff 

Il  reste  à déterminer  les  limites  par  la  condition  que  la 
différence  entre  les  deux  valeurs  extrêmes  de  l’expression 

m — i 

e~‘‘  T (c*  — — t*)  w soit  égale  à zéro; 

or,  tant  que  l’exposant  sera  positif,  cette  condition 

sera  satisfaite,  si  l’on  prend,  pour  valeur  extrême  de  f , 
t = o,  t = oc,  et,  par  conséquent , une  des  intégrales 
particulières  de  l’équation  donnée  sera 

m — 1 

7 =r  C ,J  tru(c'  — t *)  am  dt 

„ —a<  T »4~  ‘ <1-^-4 

= c,l  + 3 r (c1  — r)  M + 4dt. 
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Mais  la  condition  aux  limites  serait  encore  satisfaite  si 
l’on  prenait  pour  valeurs  extrêmes  t = — c,  t = -f-  c ; 
on  arrive  ainsi,  en  changeant  tour  à tour  t en  et,  t en — et, 
à deux  nouvelles  valeurs  dey  : 

m-t-i  Pi-t-i 

y = fJ)  2m  dt=C,j  + '«-*"(  1 — />)  Jm  «*, 

rny-i  m- 4-f 

y = C,  / f*)  jm  <U—C,  ïm  <*; 

s/-+-C  x/  — > 

d’où  I on  déduirait  facilement 

WI-+-  1 

y =cj  V“  + — t’)  2m  <*• 

vMHB»  loo*  a oiliÉOil  .14  14*5  ;• 

Pour  obtenir  une  seconde  valeur  particulière,  faisons 
y = zy, , l’équation  proposée  deviendra 

*D]y.  -H  aD^rSc'a^y,, 


D’y. 


t -t-  m 


//I  Z 


- D.y,  = c'y. 


si  l’on  prend  pour  variable  indépendante  dz  = x^ilx . 
En  comparant  la  dernière  équation  à celle  que  nous 
avons  obtenue  plus  haut 


ou 


d. y ■+•  ~D,y  = c'y> 

m z 


„ 1 — m 1 „ 

D.y  H ~"7D'/  = c -r»  » 

«J  *» 

on  arrivera  à cette  conclusion  importante , que,  si  l’équa- 
tion proposée  est  vérifiée  par  une  certaine  valeur/  =/„ 
elle  le  sera  encore  par  le  produit  xy ,,  pourvu  que  dans  la 
valeur  de  y,  on  change  me  n — m ; la  somme  des  deux 
intégrales  particulières,  obtenues  comme  nous  venons  de 
le  dire,  sera  l’intégrale  générale  cherchée. 


¥ 


■w* 


> V v * 

♦ 

* 
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M.  Lobalto  , à qui  nous  avons  emprunté  ces  transformations,  ajoute, 
eu  terminant  sa  Note,  que  les  valeurs  de  y précédemment  trouvées  pour 
les  intégrales  complètes  des  deux  équations 

a » 

i)xy  = xJ*  V£y  = cV/, 


conduisent  immédiatement  aux  intégrales  complètes  des  équations 
aux  dérivées  partielles  D nxy  *=  xDf"+'/,  I)*r  = **  D*/. 

237.  Four  rendre  plus  sensibles  encore  les  théories  que  nous  avons  ex- 
posées , pour  familiariser  avec  les  artifices  do  calcul  par  lesquels  on  est 
forcé  de  suppléer  sans  cesse  à l'imperfection  des  théories  générales,  pour 
mieux  faire  connaître  l’état  actuel  de  la  science,  nous  avons  cru  néces- 
saire de  passer  en  revue  rapidement  les  diverses  classes  d’équations  que 
les  géomètres  sout  parvenus  à intégrer  directement  ou  à l'aide  de  procé- 
dés plus  ou  moios  détournés.  Les  équations 

D,. y — xy  es  o , Dx.r  — *=  o, 


si  élégamment  intégrées  parM.  Lobalto,  sont  déjà  deux  exemples  remar- 
quables de  ce  qu’on  peut  obtenir  à l’aide  de  transformations  habilement 
devinées.  ^ -, 

I.  Équations  dans  lesquelles  une  dérivée  d’ordre  quelconque  est  expri- 
mée en  fonction  de  la  dérivée  qui  la  précède  d’un  ou  de  deux  rangs. 
Posons 

dy  — pdr,  dp—qdr,  dq  = rdx , . . . , 

puis  désignons  respectivement  par  Y,  P,  Q,  R,...  des  fonctions  de 
y y p,  <j>  de  telle  sorte  que  l'on  ait 

Y =/U),  l’  = fW.  Q = *(*),...• 


et  propusont-nous  d’intégrer  les  équations 

p—\=f{  x),  1 — P — f(.P)<  r — Q=f\t)  !»••• 
Comme  on  n p = la  première  île  ces  équations  devient 


et  donne  immédiatement 


, dJ 

dx=T’ 


••  X 

A cause -de  q = s , la  seconde  donne 
1 tir 


. _ . _ P*P  , _ C dJL  r - C ’1± 

dx~  V’  * - P ' -J  V J 1*  ■ 

La  troisième  équation  r — Q,  quand  on  y substitue  pour  r sa  valeur 
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fi4y 


dq 

■=z-P-,  donne 

iLc 


d'où 


dq'  ■ qdq 

<**  = q>  qdrzadp  = —, 


■■/?•  'Sfr 

On  trouvera  de  même  que  les  équations  s = R,  l = S,  donneront 

/, dr  fdr  rdr  (‘rdr 

B-  '=  J TïJ  «J  TT 

/dt  rds  rdi  rd , r,j< 

s>  ^JsJsJ  sJV 


Corollaire • Si  dans  les  équations 

4 #•’ 


'pdp 

P ’ 


r ■ 1 • 


J* 


r-f 

U * \ 

on  suppose  x = F,  on  aura 

% =dP,  s = J'pdP  = l‘r- J'pdp, 

ce  qui  devait  être.  Si , au  contraire,  on  fait  * = Q,  on  aura 

dx  =3  d Q,  qdx  — dp  = qdQ , 

P = /»<*?,  T rxfdQfqdQ  = Q/  T<>  -JqQd<j, 


:jna  *u.l 

. |M 


ou , en  transformant, 

ar  = Q'q  — -iQ/Qdq-i-JQ'dq. 


igelnituoq  nuÇ 0 


Si  l'on  faisait x r:  R,  x = S,  on  trouverait  du  même 

(5r  = RV  — MV/Rdr  -t-  3R /R'dr  — / R*dr . . . etc. , 

347  = S4/  - 4 S1  /Sdi  ■+■  GS> fS'ds  - 4S f S'ils  -1- fS'ds. . . . 

En  conservant  les  mêmes  notations  que  ci-dessus,  cherchons  les  inté- 
grales des  équations 

♦ — r — B,  1 — Q,  ( = R,..,; 


zm 
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pour  U première  équation  q — Y , comme  on  a 

dp 

1=P±, 


pdp  = y dp,  p'  — a/ Y dp,  P = \Zif\dr= 


S 


dp 


l/a/ Y dp 


Pour  la  seconde  / = P,  à cause  de  r = on  aura 

dp 


qdq  — Pdp,  q=\/lfPdp=^  = ^, 


d’où 


= f— r=  r 

J \Z7f¥dp'  J 


pdp 


l/ay  Pdp 


Pour  la  troisième,  la  quatrième,  etc.,  procédant  de  la  mémo  manière,  on 
trouvera 

^ dg  r = f **  Ç ,,d'> 

J l/a  fO dq  J X/ifOdq  J l/aTOda’ 


/dr  _ f dr  Ç dr  r 

\ZTfPTdr  J l/a  ! H dr  J l/a  / R drJ 


rdr 


l/a  y I 


l/a/ Rdr  J l/a/ Rdr 


la  loi  est  évidente. 

Les  équations  qui  précèdent  sont  toutes  comprises  dans  les  deux  for- 
mules 

F(DrV.  D>)  = O,  F(D*/V,  D>)=o, 
qu’on  peut  iutégrer  comme  il  suit  : en  posant  tour  à tour 
D,  r = * , D,  p = s , 

ccs  deux  équations  deviendront 

F(*’ap)=°; 

et  l’on  en  tirera 

dr=/(s)ds,  s — f/(t)di  -t-  C = y(s), 

S=/w,  »£*£-/«* 

dr  - y(ild;.  r = *(s). 


Digilized  by  GoogI 


* 


TRENTE-HUITIÈME  LEÇON.  65l 

Si  l’on  peut  résoudre,  par  rapport  à a,  l’équation  x = y(x),  on  con- 
naîtra D,  y,  et,  par  une  6uite  de  quadratures,  on  arrivera  à la  valeur 
de  y.  Si  l'on  ne  peut  pas  la  résoudre,  on  obtiendra  y de  la  manière  sui- 
vante : l’équation  D,  ' r = * donne 


D,  y =/  tix  dt  -t-  C ; 

intégrant  toujours  par  rapport  à x,  et  remplaçant  dx  par /(»)  dx  dans  le 
second  membre , on  parviendra,  par  mie  suite  de  quadratures,  à une  va- 
leur de  la  forme  j'  = f (x),  et  il  suffira  d’éliminer  x entra  les  deux  équa- 
tions x = y (x),  y — f(x),  pour  trouVer  l’intégrale  générale  de  l’équation 
donnée,  avec n constantes  arbitraires. 

De  même , si  l’on  peut  résoudre,  par  rapport  à x,  l’équation  x = x (*)> 

on  connaîtra  y,  et,  par  suite,  y à l’aide  de  a — a quadratures  qui 

introduiront  a — i nouvelles  constantes  arbitraires.  Sinon,  on  obtiendra 
y en  fonction  des,  en  intégrant  n — a fois  l’équation  D^_,  = x,  après 

avoir  multiplié  à chaque  fois  le  premier  membre  par  dx,  et  le.  second 
par/(x)dx  qui  est  égal  à dx. 

Plus  généralement  encore,  si  l’on  a 

F(*,D>,'br+V,..-,  D>)  = o, 


on  abaissera  de  m unités  l'ordre  de  cette  équation ,-  en  posant  l),.r  = x, 
et,  si  l’on  peut  intégrer  l’équation 

F (*»  *»  Ce»»-..»  D#  *)=o, 

puis  résoudre  par  rapport  à x ou  à x,  on  obtiendra  l’équation  en  x et  en 
y par  les  mêmes  moyens  que  dans  les  cas  précédents. 

8i l’équation  ^ 

F(j',D«r,Dl.r, 

-T  ‘ "j 

v 

on  pourrait,  par  le  changement  de  variable  i ndëpondante , la  ramener  à 
la  forme 

^ (y,  D,*,  d’x,...,  D"x)  = o, 


♦*t  rabaisser  en  posant 


Drx  = p 


» 
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Exemple t choisis  parmi  les  équations  que  l'on  rencontre  le  plus 
souvent  dans  les  applications  du  calcul  intégral. 


d'y  dy  p 

adP  = d*’  ou 

dp 

dr  = a — , x=  C,  -t-  ülP  i 


,r-C, 


dy  = a dp,  y — ap,  x = C,  -t-  a 1 - 
3".  - ndxd'y  = (dx  > -+-  dy  *)T,  x = C,  - ; 

y — C,  -i- 


1/ 1 -t-  />■ 

d.<dr  dr 

1ü~ady  ’ 


l/l  -t-  /i*’ 

, (x  — C,  ;*  -+-  (y  — C,)*  = a*. 


pris  pour  variable  indépendante.  On  a 
pdxdp 


d*s  — O = d 'x\/ 1 -H  p*  *4- 


•J  où 


1/7 


d'x  — — 


pdxdp 

î+7" 


et,  en  substituant  dans  la  proposée, 

pdx(,+p')\  = x <fr>= , r = c,  - 

— pdp  P ( I -H  p'ji 


1.1  . 


ap 


V i -t-  p' 


l’ar  suite,  en  faisant  />  = - , 


•u>  K)  ' 


dx  = 


au'du 


a du 


adu 


’-t-l)î  l/«,-t-t  (il  * -+-  l)V 


X = C,  — 


l sT- 


: -4-  « 1 (il  -S-  t/  * •«’  ) 


uiioopè'i  i 


X=C,- 


- al 


i -+-l/ 1 -rp' 


5®. 


l/i  -t-p* 

dsdr  dr 

-J^-  = oarctaog-, 

ds  étant  encore  la  variable  indépendante  : on  aura 
dx(l  -t-  p*)î 

S— — = fl 

dp 


dx  — — • 


(•-H/)» 


arc  tang/>  ; 

apdp 
(t  -H  />•)• 


adp  , apdp 

— - — - arc  tang  p , <(r  = — - — £ — — arc  Ung  /»  i 
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et,  comme  le  différentielle  deerc  tangp  est  ^ ^ on  au 

an  C I^P 

x = .:_  arc  tang/>4-a  I- — — 

l/ 1 4 - p'  J (t 

a P dp 

rare  tang  p — a I — — , 

‘ -p')\ 


1/7 


«F 


ap 


1/ 1 -t - p'  l/ 1 -t-  p‘ 


arc  ta  ng  p, 


T —C, : I-  — =iarc  tangp. 

\/  \ -4-  p'  l/ 1 4-  p’ 


G°. 


ZT>  = s/'+lf"  ou 


x = C,  -t-  al/ 1 4-  </’, 

ÿ = f,dx  = f _afdq__  = fV^T^Î  _ f , (y+  l/,+7)+  C„ 
J J l/l  4-  y>  3 3 

y—IS.  — ^ 1 ?'  1 (ï  -+-1/  > -t-  f*  )-+-^-Ÿ  + 1/ 1 -4-  V*  -t-C,: 

l’élimination  de  q entre  ces  deux  équations  donnera  l’intégrale  cherchée. 

A J,*/  <f  V ifr 

7 • adx‘^ic*’  dx  ’ 

x = a 1 r +C„  / = a’r  -f-  1 x1  4-  a C,  1 r 4-  C4. 


8°. 


9°- 


d‘r.  ./d‘z 
dii~ay  dx” 

’A/r  r 

x h C„ 

a 

a r*  lCt  r 

^a^l/7  _^c< 

ü.â.a*  a‘ 

a 

d'y  a 

dx’ 


p = a 


Ix-t- C,,  y — ni  1 x 4-  C,r  4-  C,. 

ds’J’v  I x 

dx  a b 


ds  — l/ jx * ■+■  dy'  est  constant;  par  conséquent, 

dsd's  sa  d'd'x  4-  dyd'y  = O,  d'r  =. — 


pdrdp 
> ~p'  ’ 
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. , nd'y  ds'd'y  dx 

dp  — (•  +P')~r-  = -rr-  = — 


c°.r;  prr-.inj+C,, 


y — cos  - -h  c.x  -h  C.. 

a b 

d*x  ady  dp 

\ZdFTdr  ~ T ~~  \7TTJ'' 


on  suppose  que  y est  variable  indépendante  : on  aura 

✓ / y \a  ra+«  f i* 

= - = a(a  + IyCi.  ^ 


,d2  _ d\r 

dx 4 dx** 


i*d*q dqd'q  qdq  dq%  _ y*  -4-  C, 

iLr 1 ~ 1’  //  r*  Ti-'  JT"  — ^ * 


■=f^*=al 

J \Zq'  + C, 


î -+- l/ 7*  -+-C, 

c. 


^ — f qdx  — a\/  q,-i-Cl  -f - C,,  ^ = a*f  -f-  aC,l  (q  -f-  -4-  C,  ) -*-  C4 , 

x r x t 

r = ^!ea-^e  “+C1r  + C,  = C'r‘,  + C'f  “+C'i  + C'. 

2158.  H.  Équations  du  second  ordre  dans  lesquelles  une  des  variables  x ou 
y manque;  ou  de  la  forme  F (x,  py  q)  = o,  F(/,  py  q)  = o.  Si  y manque, 

on  substituera  à q sa  valeur^,  et  Ton  n’aura  plus  à intégrer  qu'une 

équation  du  premier  ordre,  dont  on  tirera  la  râleur  de  p en  x,  ou  de 
x en  p.  Si  cela  est  impossible,  on  t&chcra  d’exprimer  x et  /j  en  fonction 
d’une  nouvelle  variables  ; on  aura  donc  ou  p = X,  x = P;  ou  x = Z,, 
p =Z,;  et  l’intégrale  cherchée  sera  dés  lors  donnée  par  une  des  trois 
équations 

y = f\dx,  y=fPd\>,  r = /Z,dZ, 

Dans  le  second  cas,  c'est-à-dire  si  x manque,  des  équations 

dp  . 4' 

n = y- y 4v=  -, 

dx  p 

on  tirera 

dp 

puis  l’on  substituera  cette  valeur  dans  l'équation  donnée  qui  sors  du 
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premier  ordre,  et  ae  renfermera  plu»  que  y et  p.  On  en  tirera,  ou  p = Y, 
ou  T — P;  ou  p = Z,,  y = Z,;  * sera  donnée  par  une  des  équations 
suivantes  : 

, _ C**  rdP  p CPdl‘  /»dZ. 

J y *=)t  = -p+J  P"  x=f  c 

Applications  numériques. 

,0  (dr*  -4-<fr')i  _v  °*  dr  _ dr  _ lidx  r 

dxi'y  xr’  (I  + “ X ~ ' 

p a:*  -4-  aC, 


i/TTT'  «*  ’ 

P=  **  ^«fi  . _Ç  f-r'-4-«C,)dr 

l/a‘-(x> -t-  «C,)1’  J l/a*  — ,(x’ -4- aC,)*  ' 

a®.  (dr1  -+-  dr'){  _ X»  _ c,x  — a 

dxd'y  - â’ 

7_  r (fi*  - a)  dr 

a i *('  — fi)-»- «fi  — ?r, 

” (.  — CJ)t  w^Tc;  fi*-*)* -4- fi. 

3°.  dr(dx*  -4-  dr*)  H-  xdyd'y  = odV  l/dr'-r  ,fr*, 

<**  (•  ■+■  P')  -4- xpdp  = adp  V — ' T -t-  /»*, 

x = ap  fi  y _ fi?  — « r | P -t-  1/ 1 -4-p* 

a /'  I î*  a / â 1 Z1 


= l/«*  -+-  c;  - P - C , I fi  fi  - ; 

fi(x— o) 


i/i  -+-  p'  i/r  -+-  p' 

4°-  «'  dVl/  »*+x*  -4-  a'drdy  --  x'dr', 

«*  dp  i/o*  -4-  x1  -4-  u’pdr  = x'dr , 

dp  -4-  pdx  = 

l/a’-4-x'  o'i/a'-V-x*’ 

équation  linéaire  du  premier  ordre , qui  donne 


« ? = — ■ 


-4-  Ua*  — Xr  l/ a 


-4-C,  l/a'-t-x'  -fir. 


: - *x>  - } .'x+  } («*-4-**)i  _ i C,x> 

-4-^1  l/J'TT'  -4-  fl £>  I L±^£±E. 

a a C, 
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5*.  (a'iir  ' -I-  x'dx’)  <P)  = nxdx'dy,  («*/>’  ■+•  **) 
(a'p'  -+-  x*)  dp  = npxdx, 


équation  homogène  du  quatrième  degré,  par  rapport  à x et  à />.  Faiso' 
x = pu,  il  Tiendra 

n n 

p = C,  \a*  -+-  (i  — »)n,la(I  — x = C,u  [a*  (t  — n)u!]a(l  — 

- r> 

y = px  — f xtip  = C\u  [a*  (i  — n)  u*]  1 ““  ” 

in  — i 

— nC'Ju'du  [a*  -4-(l — n)u*]  1 n • 

Si  » = i,  on  trouvera 

j = j = «p*l.ajZ-  — a j pdp^l'.-- 

fio.  adxdy ' -t-  x'dxd'y  = rtrjr  l/ tir*  -f-  a [d'y  *, 

T 

a p*  d-x  -+-  x*  J/i  — npx  l/ Jx*  -+-  a' dp*  y 
ap'  -+-  qx*  — npx  V/  * -+■  û*7*  y 


équation  homogène  par  rapport  à p et  à x.  En  posant  p = rx,  on  aura 


dp  rtï!  + ni  I — n'a* s*  -4-  a*g* 

Jr  ^ n,a*s*  — i 

dx_  Jf  __dj  n'a *1*  — 1 

x q — t e i 4-  «g  — « * fl  * î1  + "l/l-  -f-  «V 


dg  i -f-  «if  — n'a's*  — n \/ 1 — -t 

f n*  — I — 2«»f  -f-  (n*  — l )a't* 

ou  obtiendra  p et  q à l'aide  des  (‘quations 

p = fx,  y =/ /iJr  = y cxdx. 

Supposons  qu'on  ait  n*  = 2,  * — l/'-*»  on  trouvera 

Jx  _ Jr(t  — l/i)  u dg  (3  — 2 l/i  ) 

T “ f i — az  ’ 

Ir=(l  - l/a  ) 1 f — (3  — 2 l/i)l(l  —*•)■+■  C«> 

*/*  _ ‘ (t  - o*)3  - a 1/5  = C,. 


dx*Jr  — xdi'd'y  = adxds  \/ d'x'  4-  d V" * i 


ds  — dx ' J/  : est  considéré  comme  constant  : on  aura 

pqdx ' ,,  qdr' 

d's  = o,  d*x  = — , , JV  = r = » P — xq  = aq, 

l -f- /i  1-t-/» 
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on  diflcrentiant,  on  a 

— xd)  — adi)f  d'où  d*j  — o, 

« -k-  >-î«~'-ii:->'-f.+-zgi+cr 


8°. 


dx'dj  — rds*  d *jr  — 


bdx'ds'd  *r 


\/  dx'  + i'4'iiyl  . 

J est  encore  pris  pour  variable  indépendante  : on  arrivera  à l'équation 

h 


p —q* 


dinVrcntiant,  on  trouvera 


t -+-  a’y* 


— xdq 


bd,) 


doil 


K (i  -t-«V)r’ 


^ = «.  î=ê-. 


— h 

l/;t  p «V’> 


_c*  **  v^c;  -+-o>’ 


t- 


La  >alonr*  = — 


(i  -t- 


donnerait 


l*ÿ(l  4- an*  o*) 


34*7  3/,* 


a(H-oV)*  8{H-«V)  «C(i-haVj't  '•»!?«? -+-C'; 

en  éliminant  7 entre  les  deux  équations,  on  arrivent  il  une  intégrale 
nouvelle  qui  ne  sera  qu’une  intégrale  particulière. 

ÿ°.  abd'j  = dx  'dx*-r  a‘d)  ■ , abq  — \ j 1 - "bpdp 

dr  ’ 

équation  homogène  par  rapport  il  ) et  p.  l’osons.)  = ps  , on  aura 
df  ni,  de 

? abc  — ça’  4-  z‘ 

et,  on  faisaot  Ja'  ;*  — te.  a*  = — - ~ ^ 

- 1 a - r 


d.r  b n!i  ldi 

j 4t* — ni  — 4 /' — ant  — 1 

T.  n. 


4’ 
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en  posant  7 — ni;  doue 
b 


-r-  I dl(n  -frV«*  -t-  1)  ^ dl  [n  — \Jn'  -1-  1 ) 

* I — n — 1 I — n -h  V/ù’  -t-  ■ 

, ■ . , n — y/n’  -t- 1 

^.ay^n’-t-i  C,  (l  — n -t-  y/rt*  ■'  ' 


(a  — n — y5r  -hi) 


On  remoutera  de  la  »aleurr=/(0  = T à celle  de  x,  au  moyen  des  équa- 
tions 


Tyr’  — 1 , ad  T 

P—  — — , <**=■ 


atdt 


Tyr*— 1 (<’ — ant  — ijy'i  ■ ' 

,.u  {dr'^-r'dx"?  ■ [p'+r'f 

■ldy'dx-t-j'dx’ — jrd'ydx  ’ ip' -rr‘ — <jy  1 

Jt 

dj  [p1  -+■?')'  = 2npijdx-hnr,4r  — njxpdpy  équation  homogène  par 
rapport  à p et  à y.  On  fera  encore  p = tyy  et  l’on  aura 

}' <b  (»’  -+- 1 )T  = ms'x'dr  -t-  nj'dr  — n »y* <{r  — ntr'dt, 
dr  nids  nids 


r (*’-+-  «**—  « (i'+i)(«-Vi+r') 

Dans  le  cas  où  n = l,  on  n 

dr  _ Î* di(  I -f-  y^i  -r-  z>) 

r («*  -+-  i)(y^s*  ■ — »)  *(*'■+■  0 

cl 

j dl  (1  ■+■  ^ I *'  ) 

x"  TÏP+T)  ’ 

or 

= /?iï^)=-;-"CUn<^ 

/’ rfr_  t V s1  -+-  1 — 1 /* 

J rl/s'+i-  * ’ J "» 


Donc 


l/r'-t-i  \ 1/sTï) 

„ 1 — l^  r'-r  I I f 

x = I , arc  tang  »,  — — = 1 — - r 


l /»*-+-! 


V a<tr  — 7 ’ 


— -,  x = C.  - - 


Via  — y 
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_ . « —y 

ou , en  faisant  arc  cos =;  y. 


y = a ( i — cos  o) , x = ç — ^ — cot  \ y . 
(p'+y'Y 


■ip'  -y-y'  —qy 
Posons  p*  -h  y'  = *’  ; d’où 

pdp  ■+  r<b  — q<b  -+-  ydy  = sdi 

et 

q-uy  — ^jj-.  *'dy  — latdy  — aydi , 
j 1 = — fi—  et  en  faisant  / *=  t,  <ir=  .(fi  ~t~ 

5“  — * ail/4«,l  — (C.+  O* 

Posons  encore 


il  vieiidra 


dr  — 


i = a«*  — C,  -f-  sut  cos  5»  V* nL  — C, , 

<î  (a  -t-  eos  y l/a1  - C,)rfy 
aa’  — C,  -t-  a«  cos  » l/ i?  — C, 

^’.dy 


an’  — C,  -t-  a«  cot  y l/a  • — C, 


en  intentant , et  posant 


aal/n’  — C,  . _ aa*  1 — m‘  tua 

= don  C,= T7=r 

l -f-  u I — «i  I -h  V l — tfl 


ro  4-  cos  o ’ia1  ( i -+-  m cos *») 

ix  — $ — %,  — arc  cos , y ~ — ■ — - - . 

' r i-f-mcosy  i+^/i-b,' 


facile  équation  donne 


’(,  V'i  _ m-  ) — 


m -+-  cos  y y'  il  -t-  j/i  — m‘  ) — aa’(i  — iw’) 
I -t-  «i  cos  y 

et,  ou  faisant 


wir  * (*  -4- V^1  “ m*  ) 


y a ( 1 ^ 1 m%  ) , y * = A*  -t-  xah  cos  , 


’xnb 


1/7 


a’  - //• 


4i. 
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Ano 

r = ç — y — arc  cos  * — - 


2nb  4-  (n*  4-  b*  ) CoS  y 


a*  -r  b*  4-  ah  cos  ip 

. (a*  — b%  ) tfin  î> 

= f — ÿ — arcsm ^ i. 

1*2°.  d %jr  {ydy  4-  =.  df  (djt’  4-  4r‘), 

dp<.pr  + •)  = dr(< Jr  = 

*~r~p  l-t-p 

intégrant, 

a p 

et 


^ - >y- ^ •+■  C„  r-«p  + <\\/\  t-r', 

1/  1 -+-  />’  1/  ! 


-•-r 


x-f^  =«ip+c,\{/>+  1/ 1 c,. 

Si  l'on  faisait  C,  = o,  on  obtiendrait  l'intégrale  particulière 

T 

y = ap%  et  x = a]p  -|-  C',  y — C 'ca. 

Si  Ton  taisait,  au  contraire,  C,  = at  à cause  de  />  4-  \/ 1 -1-  /**  = - et 

rs  — «’  . , . 

/>  as , il  viendrait 


j-  = al 


J — " 


4-C'  ou  ;‘=fl‘4-CVfl. 


i3°.  dyx — yd*y  =s  n^dx%4y  *4-  *,  — qy  =s  n \/px-+-  o'y*  ; 

faisons 

d/»  , • 

'?—/»*•  011  p ~ =z  pi , d/>  — «f.v, 

il  viendra 

//*  — pzy  ^np\/ 14- a*** , /*  — y } 

difleren liant  et  remarquant  que  d/>  — rdj,  on  trouvera 

rui*£<fe 


|/i4-«V* 


d'où 


dz  ~ o ou  ^ = — 


ï/ 1 4-  nV 


La  première  équation  donne 

I = C, />  = C,  r ■+■  C, , di  — - 


I > -t-  C. 


f>- 1/:,..  ....  f,;; 
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p 

<b 

p 


n l/i- 


l/|+«V 

r = — a arc  tanj  at  -+-C,i* 


et  parce  que 
C,  — j 


a V — 


= arc  tang  — 

i /«>,.■ 


_r  = orc  sm 


y — nn  sîn  - 


2iîi).  lit.  Équations  homogène*. 

Une  équation  différentielle  est  homogène  lorsque,  en  considérant  les 
variables  x,/,  et  leurs  différentielles  dx , dy,  d'y,  comme  des  facteurs 
du  premier  degré,  tous  les  termes  de  l'équation  sont  du  même  degré. 
Ainsi , par  exemple,  l'équation  x'd'y  -h  xdxx  -f-  ydy  * ss  o est  homogène, 
parce  que  tous  les  termes  sont  du  troisième  degré.  Mais  si  dx,  dy , d'y 
sont  considérés  comme  des  facteurs  du  premier  degré,  p , qui  est  égal  à 

*Tx'  R°ra  °»  ? = *era  du  degré  — 1,  etc.;  donc*  si  l'on 

ramène  l'équation  à no  plus  contenir  que  x , y,  p , q, . . . , pour  qu'elle  soit 
homogène,  il  faudra  qu'en  accordant  respectivement  à ces  quantités  les 
degrés  i,  o, — !»•••»  tous  les  terme*  do  réquation  soient  encore  du 

mémo  degré.  On  en  conclura  que  si  l'on  fait  y = zx.  q — . . . , tons  les 

termes  contiendront  r i lu  mémo  puissance.  Celte  variable  disparaîtra 
donc,  cl  sa  disparition  est  précisément  le  caractère  distinctif  des  équa- 
tions homogènes.  L'intt gration  de  semblables  équations  du  second  ordre 
se  ramène  toujours  à l'intégration  d'une  équation  du  premier  ordre.  En 

effet,  puisqu'en  posant  y = sx,  q = r disparait,  l'équalfon  résultante 
renfermera  les  trois  seules  quantités  s,  r ci  p,  et  par  conséquent  une  de 
ces  trois  quantités  pourra  toujours  s'exprimer  au  mo)cn  des  deux  autres. 
Mais,  des  deux  équations  dy  = pdx , rdx  rds  = «(r.  on  tire 

litx  xrf*  s=  pdj  , lLr, 

X p t 


on  a aussi 


d'où 


dp  = q dx  tz 

dx  dp 


l-  dr  - 


En  égalant  ces  deux  valeurs  de  on  aura 


dj 

r — * 


dL 

l 


tdz  =x  pdp  — z dp , 
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équation  du  premier  ordre  que  Ton  intégrera  d'après  les  procédés  con- 
nus, au  moins  par  approximation.  Celte  équation  sera  réellement  inté- 
grable à l'aide  de  simples  quadratures,  i°  si  test  une  fonction  homo- 
gène de  p et  de  s,  car  alors  l'équation  sera  homogène  et  du  premier  degré  ; 
9°  si  t est  une  fonction  quelconque  de/?,  parce  qu'alors  l'équation  est  du 
premier  ordre,  et  du  premier  degré,  por  rapport  à z : mise  sous  la  forme 


elle  a pour  intégrale 


a =pd>’ 

t t 


r±  r± 

J Ce-' 


3"  si  / est  fonction  quelconque  de  la  différence  p — s;  car,  en  üiisaut 
P — z = a,  l deviendra  fonction  de  u,  et , à cause  de  p = t u,  réqua- 
tion tdz  = pdf > — sdp  deviendra 


d’où 


tdz  — u du  4-  udt. 


l'intégration  est  ramence  à une  simple  quadrature;  si,  en  posant  tou- 
jours p — z = u,  et  désignant  par  P,  Q,  R des  fonctions  quelconques 
P« 

de  u,  on  avait  « c # + _ — - car  alors  l’équation  devient 

Or  4-  r*r-  9 1 


Piir  = Or </u  Rr"d«, 

et  on  sait  Pintégrer;  *>°  si,  en  désignant  par  M,  N des  fonctions  quel* 
conques  de  s,  on  a 

/ = u -+-  Mu*  -4-  Nu"j 
car  l'équation  devient  alors 


Mudr  -f-  ” du. 

En  général , comme  l'équalion 

tdz  = pdp  — sdp 

peut  se  mettre  sous  la  forme 

udu  z=  (f  — u de , 


on  aura 

t s u h-  Su, 

si,  en  désignant  par  S une  fonction  des  deux  variables  u et  r,  l'équation 
du  — S dz  est  intégrable. 
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Exemples  : 

1°.  x*d\r  = j 'dxdy  -f-  fydx1,  ou  x*q  = //>  + ir  j 

faisons 


663 


r=zx,  <i=-, 


d'où 


tir dp  dp  dz 

x t p -+-  3«  p — s* 

{p  -h  3s)  dz  — pdp  — zdp , p = r -f-  l/ fa'  -t-  C,  » 


■ -, , M+/y  -+-C,  î+i/c'4-t’ 

,X=J  T-’1- c, “i'— ÎÇ • 


, s-t-l/C'-f**  / + V/CV+/’  C’ 

r = ür— = ^ . ^ = C,x.-_. 


2°. 


d V 

»'  -t—;  = 1/  mx'd}  1 -t-  nj  'dx  ' ; 


dx' 


les  mêmes  substitutions  donneront 

dt  V' rnp%  -t-  ns'  = (p  — t)dp , 
et,  en  fsi6.nl  p — rj, 

rfî  _ ( s — t)<f  t 


r i/ fln!+B  — j*  f i 

3°.  = ( }dx  — xd} )'  ; 

les  mêmes  transformations  donneront 

»dp  = (p  — t)  de , 

et,  on  faisant  p — z u , on  trouvera 

ndu 


dz 


u — n 

"Ü  -°r  x_  Tjr » 


.u  — n , nC.JP 

r = m 1 -y;—  = nx  I — . 

C,  C^t  — C,x) 


4“ 

on  trouTcra 


(dx1  -4-  djr')\  — ndxd'j  \Zx'+jr‘‘y 


( 1 + ds  = n(p  — s)  dp  \/ 1 4-  z't 
Pour  intégrer  cette  équation,  posons 

p =;  tanga,  s ± lang  S , 


i 

■ 
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on  aura 

j* rfs  — dC  .'  Y * dy 

1 — *n»in(a  — 6}  i — nsiny’ 

• 

si  y = a - 

- O,  ot 

ilr  dz 

dC  cos  ■ (cob  C cos  y — sin  C siu  ■>  ) d£ 

x p — z 

cosCsiny  cos  € sin  y 

cosydé  sin€f/6  ncosydo 

sin  Cdv 

siny  cos  i»  i — nainy 

Cos  (. 

puisque 

r n .in  ydy 

1 — Il  Mit  y * 

donc 


200.  I\  . Équation  différentielle  qui  devient  homogène  quand  on  y con- 
sidère^ comme  ayant  n dimensions,  et , par  conséquent,  p et  q comme 
«les  quantités  de  degrés  n — i,  n — a.  On  peut  ramener  une  semblable 
équation  au  premier  ordre;  en  effet , si  Ton  pose  alors 

y — •*"* , P — y = 

à cause  de  dy  = pdxy  df>  — qdx , on  aura 

xdz  -+-  nzdx  — tdx , xdt  -h  {«  — j)  tdx  = udx , 
dx  Je  dt 

T = = ÏT  («■_,),•  dc  > ~ ("  - 00  =('  - «)  <««  ; 

mais,  par  hypothèse , si  dans  l'équation  proposée  on  substitue  à y , 
q leurs  valeurs  en  s,  f,  u,  x disparaît  de  l'équation  résultante,  qui  ne 
contiendra,  par  conséquent,  que  r,  f,  u : de  cette  équation  on  tirera  la  va- 
leur de  u,  pour  la  substituer  dans  l'équation  du  premier  ordre  entre  z et 
t.  L'intégration  s'achèvora  alors  par  les  procédés  connus.  On  remontera 

d'ailleurs  facilement  de  la  valeur  de  t en  z à celles  de  x et  de  y. 

* 

Exemples  : 


co&  « y __  9in  6 r ndy 

u ain  y i — nsiny  ’ J i — n s in  y 


l°.  x'd'y  = nydx'  -i-  hxilxdy,  ou  y*1  = ey  hpx  : 

ici  n = o;  faisons 

i u 

u — ny  ht  \ 


il  viendra 


l'équation  différentielle 

d:  [«  — (n  — i)t  ] = (/  — ne)dt 


deviendra 


tijfb  -+•  (h  •+-  t )u(y  =.  tdf. 
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Faisons  t = yt}  ii  viendra 

arfy  4-  (b  4-  l)  zdy  = yzdz  4-  t%dy , 
dy  rds 


en  posant 


y a 4-  (J*  -+-  i)s  — r* 
a 4-  (b  4-  l)  s — Zl  = (*  4-  *)  (6  — x), 


a€  — a,  € — * = # + l, 
Ç 


h* 


■ d? 


a 4 -S  € — t 


665 


on  a d'ailleurs 


,r(*  (î  -*)“-*•  ® = C'.i 


<L r tir 


j z (*4-  s;  vfc  — s) 


i tfx 


<ir  1 ds 

x * 4-  6 x 4~  * a 4-  t 6 — • X 


( »+«\*  + il 

*T‘  /■ 

■U-*/ 

«-»  \ 

\*4-  6 


£iï_t"  e— 

gx-i-  t + ,r  »-l-6  ’ 


C, 


substituant  ot  posant  'J.‘  - = C*, 

■ ***  •*»  i i * T*  ~«aj,-i|(i  ÿ fi  gnu  m ^ t " ~ 


\'  c»  / 


i >!lia'l>  îni!  nu 


a°. 


x'd'ï  — x'drdy  -t-  xi ydxdr  — 4>  !‘k‘ i 

v . i'fWi  Av''*'.’ 

Jr'î  = *>  -t-  Wf  — 4?  1 : 


ici  n = x;  posons 


il  viendra 


T — r’r,  p — rt,  y = u --  f , 


u — t ~h  xrl  — ; 

lequation  différentielle  en  t cl  i sera 

■udt  (i  — -il)  — <fl  (‘  — xr". 

I = xt,  nu  < = r1  -+-  C.,. 


d’où 
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i°.  Si  l = a ».  à cau»e  de  — = , on  devra  avoir 

x t—  ■xt 

dt  xx  O,  < = Cf,  X — C'x'. 

v . |/ï  J* 

a3.  SIi=**-+-C„ — = . Suivant  que  la  constante  C,  sera 

■T  2 — ‘JJ-fC, 

ogule  à i,  à i — C„  à i ■+■  C„  on  trouvera 


, i * — i 

on  la  — 

XL  t.  — s -t-  i 

dx 


-c*,  .-æ+'K-'-Ÿ1, 

L(1-  — '/*  -hX  J 


de 


(t  - « )*  -t-  C,9 


' k = Ù,  U'‘«  V1  ’ TT  = = UnB  C>l 


SGI.  V.  Équation  dans  laquelle  la  variable  y et  ses  différentielles  4y . 
d'y y ont  partout  la  même  dimension  ; une  semblable  équation  du  second 
dre  pourra  encore,  dans  ce  cas,  être  ramenée  au  premier.  En  effet,  si 
Ton  pose , comme  h l’ordinaire , 

dy  = pdxt  dp  =.  qdxy 


les  quantités  yf  py  y auront  les  mêmes  dimensions  dans  l’équation  trans- 
formée j et,  on  faisant  p — uyy  q = vyt  y entrera  à la  même  puissance 
dans  tous  les  termes  et  disparaîtra.  L’équation  résultante  ne  renfermera 
plus  que  x,  u et  e,  et  l’on  pourra  en  tirer  la  valeur  de  v,  par  exemple , en 
x et  u.  Des  deux  équations 


ou  tire  d’ailleurs 
par  conséquent 


p — uy,  dp  = qdxy 
dy  — uydx , udy  -hydu  = vydx  \ 


<b 


— U dx  . 


dy 


vdx  — du 


du  -4~  u'dx  — vdx. 


Il  ne  restera  donc  qu’à  substituer  pour  v,  dans  cette  équation  du  prc~ 
mier  ordre,  sa  valeur  en  u et  x,  pour  intégrer  et  obtenir  la  valeur  de  u en 
fonction  de  x;  on  déterminera  ensuite  y,  et  l’intégrale  cherchée  ati  moyeu 
de  l’équation 

\r%z^f  fud-Ty  y = efu 

L’équation 

du  +-u'dx~v<Lxt 
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et  sera  intégrable,  i*  si  V = jj,  X désignant  une  fonction  de  x et  U une 

fonction  de  u;  a»  si  V est  une  fonction  homogène  de  degré  nul  de  x et 
de  u ; 3°  si  l'on  a V = X,  m-X,u",  X„  X,  étant  des  fonctions  do  x,;  4°  si 
U,,  U,  étant  des  fonctions  de  u , on  a 


V = 


Exemple,  a jd  'jr  -t-  6dx'  = 


U.xhs  D,x 
jrdxdr 


l/a-  — f-  x* 
en  faisant  p — iv , f = , il  rient 

w •+■  6 u*  = - 


, a rq  -htp>  = 


nr 


l/a- 


eu* 


' l/a-  -I-  a • a l/a‘-+-  x- 

udr  tu}  dx 


du  h-  u*dx=z  - 


or 


ou  , on  posant  u = - , 


ds  H — ^ — = ( I -+-  C ) «ir; 

u l/ a*  -+-  x’  \ «/ 


multipliant  par  (r-+-l /«•  -t-  x1)*  ot  intégrant,  on  trouve 

f i 

ifx-f-  i/o 1 -+-  x*)“=  j dx (x-+-  1/  à’-r-x1)*. 


Faisons  encore 
cToù 


- i/d 


a*  a 

i — A 


, ■**  X 

a * = t — 21  x, 

= lt*-Ja-t-*,  dx=  -dt(,’~'  -(-  «■  i-’-1), 
ai-  3 

J‘ =('  ■ + ! ) fl (,ï+  r “)rf<  ’ " ='c-+iTi  (rrr  « 
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- ^ , <#x 

mais  — = u J j.  = - , et  1 un  a 


rfr/  dx 

*\  «/  " * , 


donc. 


( i ) 1/  = !<-+--!  (x-t-  l/a*  -4-  x')=  C,,  j-  = C'(iO“"*'  e, 


et»  un  posant  C.  = — "î.  - C”, 
2 


\ u -f  » l — a / 


et,  parce  que  t = (x  -+-  l/i*  *<)* , 

» -t~  8 ' St  I 

t'i/  * =Ah ! — (x-t-l/ïï7-!-  x*)  * -t- — {r-(- l/.u 

fii  -f  - | | j, 

t)n  intégrerait  plus  facilement  cette  équation  rameiuc  à la  firme 


1 --  s 

.1  . ..î  \ » 


a J Ç •+•  € p* 


py 


l/a* 


di 


en  la  multipliant  par  — ; en  e/Tet , à cause  de  i/dx~-dpy  vdx  =-djy  on  1 rou- 

yp 


d'où,  en  intégrant , 


. d/i  £<(r 

p ~ “ \/Z 


dx 


P* y J y dy  = C<£r  (x+  {/a*  xa)  ; 

une  seconde  intégration  ramènera  à l'équation  déjà  trouvée. 

La  forme  générale  des  équations  qu'on  peut  intégrer  de  celle  ma- 
nière est 

Y dp  -f-  Y dp  \dx  : - o ou  Pÿ  -+-  Yp  -t-  X =.  o , 

1*,  V,  \ élant  respectivement  des  fonctions  dep  seul,  de  y seul , de  x seul. 

Exemple  XJ  d*J  = j &>  dy  -r-  xdj  ' -f-  - — . ou 


rjq-jp  4-  rp* 


l/a*  — 

b*r* 

y/7*~ 
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en  faisant  p = uy  , ÿ = f/,  on  a 

rfx  hu1  dx  xdu  — udx  bx  dx 

du  -f-  u rfx  = u — -4-  u*  dx  -4-  — • , , — = — - — ■ ■■  ■ 

* {/a'  - X1  M l/V  — X* 


c, _f=_  ii /«*  — **,  „ = 


xdx 


C.-t-il/a*  - *«’  -T  C.-l-ll/;*—  4*’ 

et,  posant  l/  a*  — x’  = t,  J’oil  rdx  — — t</(, 

<<r  _ <di  dy  dt  C,  dt 

r~  it’  y ï 

lr=-|  + p i (C.-4-iO-t-ic*, 

et,  en  faisant  C,  =C'l*, 


. T l/"‘  — x*  _ C'i -t-l/u*  — -r‘ 

1 C"  = 4 C ‘ 4 

«il VI.  VI.  Il  ne  sera  pos  inutile  de  donner  au  moins  un  exemple  d’inté- 
gration à l’aide  «l’un  facteur  indéterminé.  Considérons  avec  Euler  l'équation 

,,  . « jdx% 

7 (br#-*-c-4-adx-t-exV  ~°* 

essayons  de  rendre  le  premier  membre  intégrable  en  multipliant  par 
aX,  dj  2\tydi-, 

X,,  X,  étant  des  fonctions  de  j,  et  représentons  par 
X,  dr’-t-îlX,  r dx djr -*-XJ dx'  r=.C drx  , 

U étant  une  fonction  dc.f  et  de  x,  l'intégrale  du  produit 

■xd'y  (X  dy+X  rdx) ■+■  ■ 

on  devra  dès  lors  avoir 

4,'  JX.+  iX.dri  -t-vdxd\,dy  -ydx'dU  - 

Cette  équat’on  ne  pourra  donner  par  l’intégration  la  valeur  de  U qu'au, 
tant  que  l'on  aura 

d X a\,  dx  — o , 

on  aura  alors 

du  = 

(ly  -t-  C -t-  idr  -+■  ex*)s  tlx 

le  second  membre  est  ln  différentielle  par  rapport  à v de  l'expression 

-«x. 

b (bj  * -r  C -t-  2Üx  -t-  ex*)  dx  ’ 
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on  aura  donc 


b(itf*-t-c-+-adjr-+-cx*)  * dx  ' 


pourvu  que  la  différentielle  du  accond  membre,  prise  en  considérant  y 
comme  constante,  soit  nulle  ou  que  Ton  ait 

— ad X,  (hr*-+-  o -H  adx-t-e.r,)-f-aaX,  dx(d-t-ex)  , d%  X, 
b^’-f  c+îdx+ej*)’  dx 

__ «ir^X, # 

~ (br*-t-C-H2dx  -+*  ex*)*  ’ 

or  on  satisfera  à cette  équation  en  posant 

~ = o,  — </X,  (c-t-adx-i-er,)-f-aXldx(dH-ex')=o. 

flX* 

11  reste  à savoir  si  ces  deux  conditions  sont  compatibles  avec  celle  que  • 
nous  avons  déjà  trouvée,  dX.-t-aX,^  = o;  or  la  seconde  donne 

X , = c -+-  adx  -+-  ex*, 

d'où 

X«  = --ÜT  = -d-"'  etl^  = 0- 

Les  deux  conditions  s'accordent,  et  le  facteur  cherché  est  donc 
idy  (c  -f-  adx  -t-  ex*)  — nydx  (d  -f-  ex), 
et  conduit  à l’intégrale 

dy%  , ,v  4ï , t . a (c-f-2<lx-+-ex*) 

(c-t-adx-t-cx*)  — iy  —(d-hex)  — .-Tj— t . J ty.-+-  fj‘  = C, , 

dx'  dxK  1 b(^rt-^-c-^-2dx-f-ex,) 

ou,  en  ajoutant  * aux  deux  membres, 

(c  -+-  2dx  -4-  ex’)  — xy  — (d  -+-  ex)  -f-  j ; •+■  f y'  — C. 

dxlK  dx  ' br  -HC-*-2dr-t-cx* 


Si  l'on  faisait 


c -f-  ad x -4-  ex*  = bs\ 


d ex  = - 


l'équation  qui  précédé  deviendrait 
hs  *dj  * 2 br  t dr  d t 


h (y*  + î‘)  b’ 


vt , en  posant  y = uz, 

b z* du'  bu *stdsi  , , au1  _ C 

~7?  d^~  _,-e“'î’  + b ( I H- U»)  ~ b' 
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6-1 


donc 


dr 1 


b* 


ht4 du*  cc  - d»  , C-f(G  — a) u* 
dx*  b b(n-u‘)  * 

ou 

b*Btdu*  _ C -t-  (C  — a-f-d*  — ce)  u*  -+-  (d  * — ce)  u* 
dx*  ~ r-+-u*  » 

et,  en  substiiuant  pour  t sa  valeur, 

dx  du  l/ 1 -f-  u 1 


c-t-  a<lr-e  ex*  (/c  (C  — a ■+■  d * - ce)  a*  -+-  (d  • — c«)  u‘ 
le»  variables  sont  séparées,  ucst  exprimé  en  x;  on  a d’ailleurs 

*/e 

y = ut  = u y - 


/ c-t-  adx  -t-  ( 


Si  dans  l’équation  proposée  on  fait 

c -t-  adx  -t-  ex’  — bs* 


elle  devient 


et , en  posant  y — ut, 


aj  dx* 

} + b*(^’-t-«*),_0’ 


ludx* 

sd'u  -f-  ‘idzdu  -h  ud*s  h-  rrr; rrr  = o. 

bV(l  u1)* 

Le  facteur  qui  la  rend  intégrable  est  ’ih[z*dj  — yzdz)  ou  2bz*du}  ou  Sim- 
plement i*du:  or  , comme  on  a 

d,  - djtAd  ± «*■) 

• bx 


drdsfd- I- ex)  odr * rfr*{d-4-ex'*  (ce — 

b; 


bz 


bs* 


b*r 


bV 


—-t-'- 


L'équation  , multipliée  par  z9du , devient  dès  lors 

„ ....  ce — d*  . , , a ududx* 

s*dudtu  H-  a zldzdu*  -t , — ududx  * 4-  ri 7 rvï  — 

b’  b*  (l-f-u1)* 

elle  a évidemment  pour  intégrale  immédiate 

a dx 


ce  — d 


{ *'du'  ■ u'cU'  - HT 


= iC,d  t- 
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on  en  lire 


Z uii  dx 


fr 


d*  — co 

b*  * 


b*(. 


et  parce  que  la  valeur  de  z «tant  donnée  en  x,  les  variables  sont  immé- 
diatement séparables , la  seconde  intégration  est  facile.  Remarquons  que 

,.0 (j  « 

la  valeurder  satisfait  à la  condition  r'd's  = — p — dr*  = xdx9,  qui  doit 
s'accorder  avec  réquution 

c -+-  adx  cj1  — ba*. 


Et  en  effet,  de  la  condition  itdts  = «dx*  on  tire 


2 Jzd'z  = 


2*dx*r/s 


ydx  ’ 


j zdz 


6r  -f  ) = \/iz7 — 2,  6s*  = a -4-  y *-4-  2Çyx  -+-  (’x*. 

Exemple  : l'équation 

a*.»di* 

« / + 7 ' . 7Ti  — O 

devient  intégrable  si  on  la  multiplie  par  le  facteur  ix'dy  — lyxdx  ; son 
intégrale  est 


dy  * d_r  , a’r’  ,, 

_ __  2x/  — -t-  ^ * -f-  — r ” b* . 

.#  » * </r  * * T • 


n«v« 

. , — y j +>  ’ 4-  — 

dx  * dx  y * x 

En  posant  /=u/,on  arriverait  à la  transformée 

dx  du  t/ 1 u1 


\ /b'-<-{h'  — a')u' 


203.  Vil.  Empruntons  à M.  Liouville  deux  exemples  remarquables 
d'intégrations  obtenues , l'une  par  un  procédé  qui  pourra  souvent  être 
employé,  l'autre  par  une  voie  complètement  détournée. 
i°.  Considérons  l'équation 

-+-/(x)  H,r  F (y)  D»r*  = o, 

cl  supposons  un  instant  que  le  troisième  terme  11'existant  pas,  IVqiiation 
à intégrer  soit 

i ’î  ï -t-.r*}®*?  ~ o, 

on  en  tirerait 

lt.jr  — Ce‘SS'X',lx. 

Revenons  maintenant  à l'équation  proposée,  et  voyons  si,  en  changeant  la 
constante  C en  une  fond  ion  de  yy  on  ne  pourrait  pas,  dans  le  cas  où 
F (r)  n'est  pas  nul,  conserver  à la  dérivée  première  la  même  forme 
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ft*y=:Cc  En. différentiant , on  trouvera  ► / 

. * • V*<*$ 

D;  rrf=  <•'  SJ  {x)  **  ft>r c V>.ï  - Cf(x)  ] , 

r . » . * 

ou, on  mettant  pour  e ffi*)**,  sa  valeur  lir<jç  de  l'équation 
D^  = o'//W‘*r;.'-  «• 

DJr  = -/(*)Dvr  + rlVCD,r‘.  ' : 

Ve  • 

£n  substituant  reltc  valeur  <1  dans  l'équation  proposée,  on  a 


et,  en  intégrant, 
On  a , par  suite, 


ë^C-f-F/r)  = o; 

* ?. 

C=Çe~f*  W*r . 

D = C\T-f  F M , -//(*•)  <** 


équation  où  lot  variablot  te  séparent  d’elles-mêmes  et  qui  eoaéWItt  l’in- 
tégrale cherchée, 


f'f*{r)aràr=.C  f.-9/l*)*, 


dgr  -f-  C 

On  serait  arrivé  é la  même  intégrale  si,  en  supposant  un  ipstanl  f(x)  = *, 
on  avait  pris  pour  équation  auxiliaire 

n 4 

v . Oi^-i-f'(r;D»r?  =m., 

. S.  ' ' . îs'  ' ' . , . 

En  posant  D ,/  =jr',  et  observant  que  DJjt  =y  ' Dr,r  ',  on  aurait  eu 

. ’ t , 

0,?'+ï'P{x)  = o,  , . ' 


éf,  en  intégrant 


'.>i  = D,>  = Cr*/FW^; 


puis,  en  regardant  C comme  une  Ibnètion  de  xJ 

. • Di^=-F(jr)D,r’-t-çD,Cp«r! 

de  sorte  qu’en  substituant  dans  l'équation  donnée,  il  viendrait 
iD,C+/(r)  = 0,  C =tC'JfW,ijr’ 

D;,  =r  c vVF<r»*v//(*)*t  rtc 

T.  h.  >; 


43 
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a°.  Supposons  qu'on  connaisse  l'intégrale  y = (*,  c;f  c,,*..,  cm)y 

(l 'une  équation  différentiel I©  quelconque  de  l'ordre  ri 

S(*>  jfi'ïi  Di-r,  . ft^s) ■=V[>>  /’>  r ,/<•>]’=  ». 

L’intégrale  / et  tes  » dérivées  y y",...,  y (*),  dépendent  non-seule- 
ment de  t,  mais  des  n constantes  c,  c„.  La  variable  -r,  au  con- 

traire , est  complètement  indépendante  de  ses  constantes  , de  sorte  qu’en 
diflerentiattt  la  fonction y par  rapport  à l’une  de  ces  quantités,  c,  par 
exemple,  on  aura 

Dr/"D  y- t-Dj-'/D  y'-h  Dr“  /!)  • V*--  .-t- D,(»)/D  /(->  = o f . 

c,  ci  -r  V,  c, 

or,  si  l’on  pose  DC(  j-  =s,  * étant  une  nouvelle  variable,  on  aura 

DC|  y'  = D,s,  Dc^-t=  Di DCi^(-)  = D>; 
en  effet, 

UCi  y ' = L)ï.|  .D,j'  = D,.Dr _.r  = D,*, 

Df  y • =*  Dc  .0,  y ' - D,.DCi  y ' = D » a, 

et  ainsi  de  suite  En  substituant  pour  Dc  y',...,  leur»  Valeurs, 


on  trouvera 


» D//  -4-  l>,r  B/  /-*-  D,*  Dyy  -4-  . . . -+-  D"s  Dr(") J—o, 

, V ■ • • • 

équation  dans  laquelle  y,  y','4*,. „vf"), 'étant  des  fonctions  dc  x dé- 
terminées par  l’équation 

y — y(x,  clf  c„), 

' 1 ; 

Dr/>  Dr'  Dr(*)y  doivent  être  considérées  comme  des  fonc 

lions  connues  de  T,  c,,  e„...,cj.  Or,  cette  équation  est  une  équation  li- 
néaire Ot  homogène  entre  s et  sca  n dérivées  ; et  l’on  tait  qu’elle  tfoit 
être  satisfaite  par  la  valeur  * = Dfi  y , puisque  l’on  est  parvenu  A cette 
équation  en  taisant  précisément  Dc  ,y  = s;  de  plus,  cèque  l’on  a dit  do 
c,  on  aurait'pn  le  dire  de  é„  e„. . c. ; donc  l’équation 

x D ff  -+-  D*  s IV  f + D_,  z D,”  f î)"sDr<")/  = o 

est  vérifiée  par  les  n valeurs  particulières 

* - , 

■ **D d jr,  --  = D S = De.r, 
et  a par  conséquent  pour  intégrale  générale 

y=  PDt^  + C*  De>y  -t-  C«Dr>  y +. . .-t-  CÎ-)  l)f.  y. 
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Î61.  VIU.  Intégration  de  quelque»  équations  simultanées.  i°.  M.  Binet  » 
e»t  parvenu,  a l’aide  des  transformations  le*  plus  ingénieuses  , à intégrer 
le  système  suivant  d’équations  du  second  ordre 

I>)x  = D„R,  D’y  = U,  R , D**  = D.R, ...  ; 
l’  ’ 

< est  la  variable  indépendante  sont  les  variables  dépendantes , 

R est  une  fonction  déterminée  de  la  quantité  r = l/x*  -t-  -h  *'  -h , 
en  sorte  que 

* • • 

T), R apï D,  H,  DrR=^DrR.etc.;  * 

les  éqùalioss  proposées  deviennent  dès  lors 

D;x=fDrR,  Df,=|DrR,  D’  s=*ï)rR,i„  • • 

En  les  combinant  deu»  à deux  pour  éliminer  D,R,  on  trouvera 

rB;;-/D;r  = o,  lD]r-xD;{=ç,  y D;  s -Lv  r DJ  x = o,..r,  >• 

d’où  l’on  tire  les  intégrales  premières  en  nombre  " 'n  ~~ 

1.2  ’ 

xD.y~yD,*=±C„  iD,x-iD,i  = C0  ^d;*_sD,x  = C„... 

La  somme  des  carrés  de  ces  équations  donnera 

(xD,.r  — /D,*)*  -*-(*!),*  — xD,s)‘  -t-  (_rD,t  - *D,x)‘  -h.'. . . 

(Bix*-ç-D,,r *-t- D, ) — (xDr*-t~ /D,  r-t-*D,*+.'  j' 

• = A*. 

En  multipliant  respectivement  par  dx,  4y,  dz,...  les  équations  pfopo- 
sées  , ajoutant  et  intégrant,  on  trouver^  . . 

. .1  ' v 

D,x*  -f-  D,  -t- . . . = a ( R B), 

» — * * <•» 

d par  suite,  en  substituant , * 

**t  .*  . ' . . * , 

(jD,j  -*-^D ,jr-¥-tl)tz  -H.  ..)*  ir'  (R  + B)  — 


mais 

donc 


xD/  x -j-  jüti  -+-  sDi  r -f- . . . — rD»r, 


rdt 


* *• 


r*D,r*  = ir,rR-f-B)-A*.  di  as  ~ 

t . ■ . Kv’  (R^-V* 

a»  : -»  » i . t. , 

D,  r*  = aR  + oB  - • 1)|  r = D,R  . 

On  peut,  à l’sidc  de  cette  formule, 'éliminer  î>,  R de  la  première  dos 

43.. 
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* équation* donnée»  DJ  x = * D,  R,  on  trouve  ainsi 

rD'i  — jcD*r  = D»  ;rB,a:  — rD,r)  = Di.i’D,-  = — ~ -, 

r*  i _ 

et,  en  multipliant  par  — » 

A • • 

* r • r*  x x 

-r-D|.—-13|  - -4 ± O j 

A A r r 

* cette  dernière  équation  prend  une  forme  plus  simple  quand  on  fait 

A dr 


A * = d9  = 


r l/ai  1 ( Il  -4-  I!)-  A 


•.  »'  * 


die  devient,  en  effet , 


D?'r 


on  aura,  de  la  même  manière, 


'i* 


D’--t--  = o,  D’  ■ - -f-  - — o, . 

? r r ? r r • ’ ’ 

oes  équations  s'intégrent  séparément,  et,  en  desiguanl  par  a„  b„  a„  b,,.. 
a.,  b„  des  constante*  arbitraires  en  nombre  an,  on  aura 

x y % i i ■ . * 

-cflj.eilÿ+^dny,  - = at  cos  y -+-6,810  y,.  - ==rj»,  cos^-f- 1>,  sin^.. 

l'oquartou 


dt  : 


rdr 


donne  d'art  leur  s 


l Æ ' t R + B) 

_ r ni, 

J l /lr'~CÎT+ 


et  comme  R dépend  uniquement  de  r,  on  aura  r en  fonction  do  ( y,  à 
son  tour,  sera  donné  en  fonction  de  r,  et,  par  suite*  en  fonction  de  / H-  * , 
au  moyen  de  l'équation 

A dr  * ^ 


;=  f_=J 

J < W’'i 


ir-t-  b)-  A1 

x y 

Eo  remontant  un  suite  aux  formules  qui  donnent  les  valeurs  dp  - , -,  ... 

r r 

Iss  mariable*  seront  exprimées  elles- mêmes  au  jnoyen  de  t- f-  *,  de  A, 
R,  ot  des  on  constantes  n,  t a , c'est -adiré  que  dans  ces  ex- 

pressions il  entrerait , en  appnfrnçe  , an -f-j  arbitraires , qui  devront  être 
liées  entre  elles  par  plusieurs  équations,  car  le  problème  n 'admet  que  an 

0 x y t 

constantes  arbitraires.  Et, eneflet,  si  l’on  substitue  pour  , -,  leurs 
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J 


x»  7*  z' 
— r-t :H 


on  trouve,  en  employant  peur  abréger  une  notation  connue, 

fc  1 ^ 

cos*  çïflj  H-  »»n*^2A*  a siny  cos  y 2Latbt  = l, 

et  celle  équation,  qui  doit  avoir  lieu  pour  toute  valeur  de  y,  entraîne  les 
trois  suivantes 

2s|  a |,  2i}  = I,  1aibl=.  oj 

la  constante  G,  d'ailleurs,  se  confond  avec  a,,  byy  qu'elle  modifie  seule- 
ment, car  ' ^ 

at  cos  (y  -+-  6)  -+-  bt  sin  (y  -h  6)=  a ' cos  y -h  b*  sin  y ; 

donc  les  in  -t~4  constantes  apparentes,  réduites  d'abord  à jn  i,  qui 
sont  fi,  A,  «,  <*,,  sont  liées  entre  elles  par  trois  équations,  et  ne 

forment  en  réalité  que  a n constantes  arbitraires. 

Les  deux  intégrales 

rdt 


h 


dr 


l/ar*(R  -t-B)  — A*  ’ J , l/a/' '(R  -t-B)  — IF’ 

qui  semblent  étrangères  l'une  à l'autre,  et  independantés,  peuvent  ce- 
pendant ^tre  ramenées  à une  origine  commune.  En  effet,  supposons  que 
H soit  une  fonction  de  r,  déterminée  pnr  l'équation 

R=  j’^VTTr(K%-  B) -À1,  # 

..jiv,.;  . (Sj'! 

il  est  évident  qu'on  aura 

♦ 

t -4—  4 t — L)r  fi,  , -4-  € — — U,  /(; 

lus'duux  intégrales  sont  donc , au  signe  pr*»,  I»  doux  dérivées  partielles 
du  la  fonction  H,  du  laquelle  «eule  dépendent  lu»  variables  r,  y,  e,.^. 

Il  résulte  de  ce  que  nous  venons  d’établir,  que  l’équation 


;x=DrR.5, 


transformée  successivement  en 


\ 


* r*,v  r%  n X x 

• ÂU'ÂD'r^r  = 0> 


U’.-  H--  =0, 
? r r 


4*. 
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a pour  intégrale  générale 

x — r(a,  cosy  -+-  A,  sin  y). 

a, , A,  sont  les  deux  constantes  arbitraires.  Afin  de  donner  un  exemple  , 
supposons  R=  l’équation  A intégrer  sera  IVr-t-  ~=o,  r étant  donne 


en  fonction  de  t par  l’équation 


/rit 

— - r.T=^r  , 

y/ur'^-t-B  )-A' 


ou  , on  posa  01^=  — -,  A.*=ma(i — ef), 

rdr 


f-H  * 


f: 


y/™  [a’e*— (a  — r)*J 

faisons  encore 

a — r = ac  cos  4»  ou  r = a(l  — e cos  4)  y 
4 étant  une  nouvelle  quantité  auxiliaire , on  aura 

<H-«  = y « — ccOs4)i|.>  4 — e*it>  4 — 

* “ , 

_ A l/ma(j — e’)a’(t — ecos4)d4  i — c’ d4 

*"  r*  a*  (l — eeo>4')>  1 c cos  4 

® t/i-t-e  4 co«4  — f a(coa4— e) 

3 ~ 3 Y I — rcos4  r 

sin  y ^ 1 ~ f!  t *=aa,(cos4  — r)-t-*4,  sin4W^  I — r’. 

On  n'aura  plus  qu’A  remplacer  4 P>r  sa  valeur  en  1 polir  obtenir  l'in- 
tégrale cherchée,  mais  il  faudrait  pour  cela  résoudre  l'équation  transcen- 
dante 

4 — e sin  4 ={<-*-«)  y/^ 

On  peut  obtenir  plus  facilement  la  valeur  de  I en  x : posons 
ua,  = r cos  y , «A,  Ÿ I — e*  = fBin>, 

c et  y étant  deux  nouvelles  arbitraires , on  aura 

cas  y — y)  — ceo*y  4=>-t-arccos^-hecos>^  , 

= >-t-arccos  ^-t-eeos^  'j  — e siny  ^-t-ecos}^ 

— e cos  y ^ i — r^-t-ecos}.  ^ . 
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« 

Il  sera  facile  de  faire  disparaître  de  celte  dernière  équation  Tare  cos  en 
l'isolant  dans  un  seul  membre  et  prenant  les  cosinus  des  deux  membres. 
Le  résultat  sera  l'intégrale  générale  de  l'équation  du  second  ordre 

|.|  • rnx  « 

t),*r'+’7T—  °»  * •. 

u,- 

* . 

r étant  une  fonction  de. t donnée  par  les  deux  formules 

r = a (l — eco»4)f  4 — e8^n4—  C*-*'4*)  Vi* 

» * *•  " a • 

Remarque.  Si  A*  devenait  négatif,  y serak  imaginaire;  dans  cc  cas  , 
néanmoins,  l'équation  différentielle  s’intégre  encore.  On  a alors 


Ç ' rft  , „•  • l 

J A* 


t-ény  , 

OU 

, . _ f rdr 

« = I — — _ — «r  f 

J l/ar’  R -e  A’ 

* ■* 

eu  comprenant  la  constante  B dans  K,  on  eu  conclut  successivement 

v*  ^ .-4  - ‘ 

. IV  = aR+£,  D,’r=UR-*\  ^ 

rD;x-xü;r-£;  = o,  ^D,.r*U,î-fxço,  ...... 

et,  en  posant 

, A dt  Kdr 

■ ‘tf~  r*  ~r^/'V’l^+A*, 

D’ .*  — X = o,  ~ = a,eV-t-i,e~?.  « 

f r r ’ r ‘ '»  ■» 

».  - f 

On  serait  arrivé  au  même  résultat  en  passant  du  réel  à l'imaginaire , et 

*-  4 ^ ' . t 

remplaçant r parr|/'— i,  R par  R y par^V^— 1>  les  quantités 

sin  (yl/^T),  cos(?v/=5)  par  des  exponentielles  imaginaires. 

'Scolie.  Lorsque  leur  nombre  no  surpasse  pas  trois , ics  équations  que 
nous  avons  intégrées  se  rapportent  au  mouvement  d'un  point  attiré  vers 
un  centre  fixe,  par  une  force  dont  l’expression  est  DrR.  L'intégration  de 

l'équation  DJ  x + ”^=;o  renferme  touto  la  théorie  du  mouvement  el- 
liptique. 


\ 


m.  1*^ Considérons  les  équo lions 


/ Vt,  n>  -4-  M,  S-  M,  D y +. . .=  T„ 

aN.VVf-  N,D*V  -i- N,  D"  V = T„ 

■ • \ * ti 
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que  l’on  peut  mettre  sous  la  forme  très-simple 

2MD>  = T„  XND,V  = T,,. 

et  dans  laquelle  T,  et  Tg  sont  des  foncions  quelconques  do  la  variable 
Ind Rendante  1,  cl  de  une  ou  de  plusieurs  autres  variables  ainsi  que  de 
leurs  dérivées.  Si  les  coefficients  M„  M,,  N„  N„  N,,.’..,  sont 

constants , il  suffira , pour  éliminer  y et5  ses  dérivées' , d’écrire,  à la  place 
do  y,  T,  dans  le  premier  membre  de  la  première  équation , T,  dans  le  pre- 
mier membre  de  la  seconde , et  d’égaler  les  résultats , en  sorte  que  l'équa- 
tion fmale sera  ' , s 

XMD^T,  = xHB/ft,. 

y . * * * 

En  effet,  si  l'on  differcntie  tiffir  & four  la  première  équation  n,  fois,  », 
fois,  n,  fois,  etc,,  on  anracmir 

2MD”'  "'y  = D"'T, , 


> = 


IMD^+">y  = D"T1, 

n‘r  — DB*T 

- 7”  ir' 

Mulliplious  respectivement  ces  équations  par  N„  Ni,  N,,. et  ajou- 
tons, l'aquation  résultante  pourra  évidemment  se  mettre  sous  la  forme 

ïM-D^N^  + N.Dfv-t-  N.D>-k^  = N.Bf'T.-t-N.D"*  T,-+-..., 
ou,  en  vertu  de  la  seconde  des  équations  données, 

^d7t,  = jnd;t„ 

ce  qu’n  (allait  démontrer. 

• Si  les  deux  équation»  proposées  sont  linéaires  eaieten/,  et  ne  con- 
tiennent que  les  deux  variables,  et  la  variable  indépendantes,  on  pourra 
tVrmer  à volonté,  pa^le  moyen  précédent , l’équatim  finale  en  y ou  enx, 
et,  chose  remarquable*  tes  deux  équations  finales  différeront  seulement 
par  le  terme'  fonction  de  r qui  ne  contiendra  que  cette  variable'  Il  en  ré- 
sultera que  les  valeurs  de  * et  de^ seront  de  la  forme 

■ = C,e».‘  C,eM  ^ ' 

a».  *r  tfmç'C'aM  -t-  C'a*.1  +.(7¥>,v<  j» 

C„  C„ . . . étant  des  fonctions  de  (,  que  l’on  saura  déterminer  par  les  mé- 
thodes connues , dans  chaque  cas  par.8bul.iep  j éx  les  quantités  *„  x„ 
étant  données  par  une  équatioarcdriÿSno.  ' ♦ 

Si  l’on  avait  m équations  entre  ni  + i variables  à coefficients  constant* 

• pour  toutes  oes variables , moins  une,  qui  sera  la  variable  indépendante, 
il!  Suffira,  pour  éliminer  trois  d’entre  elles,  d’ordonner  le  premier  mem- 
bre de  chaque  équation , par  4Çÿort  t ses  dérivées,  après  avoir  fait  pas- 
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ser  toutes  les  autres  dans  le  second  membre  ; on  comparera  ensuite  Tune 
quelconque  de  ces  équations  avec  les  m — i autres.  On  formera  ainsi 
m — i couples  d'équations  entre  lesquelles  on  éliminera  la  variable  en 
question,  comme  il  a été  dit  ci-dessus,  et  Ton  n'aura  plus  que  m — 1 
équations  entre  m variables.  En  continuant  de  la  même  manière,  on  ar- 
rivera & une  équation  entre  deux  variables  seulement  ; on  conçoit  qu’il 
sera  dès  lors  facile  de  remplacer  les  m équations  proposées  par  m autres 
équations  dans  chacune  desquelles  entreront  seulement  la  variable  indé- 
pendante et  l’une  des  autres  variables  qu’il  s’agit  de  déterminer. 

On  peut  conclure,  à priori t l’ordre  de  l’équation  finale,  si,  par  exem- 
ple, on  a m équations  du  premier  ordre;  le  procédé  indiqué  conduira  à 
m — i équations  du  second  ordre , à m — i équations  du  troisième  ordre, 
à m — (m  — i),ou  à une  équation  du  m ordre  : et,  en  général,  si  m,  n , 
P,. . . sont  les  plus  forts  indices  de  différentiation  pour  chaque  variable  , 
m-t-n-f-p  sera  le  nombre  indiquant  l’ordre  de  chaque  équation  finale. 
Cette  méthode  d’élimination  a été  donnée,  pour  la  première  fois,  par 
M.  Favre-Rollin. 


a- 
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Réduction  d'un  système  de  » équations  simultanées  du  premier  ordre  à 
une  seul*}  équation  de  l’ordre  n. — intégration  par  séries. — Note  sur  les 
'intégrales  singulières  des  équations  différentielles  d'un  ordre  quel- 
conque. 


266.  Nous  avons  vu  comment  ou  pouvait  ramener  l'in- 
tégration d’une  équation  différentielle  de  l’ordre  n à l’in- 
tégration de  n équations  simultanées  du  premier  ordre  : 
réciproquement,  on  peut  aussi  se  proposer  de  ramener 
l’intégration  d’un  système  de  n équations  simultanées  du 
premier  ordre  à celle  d’une  seule  équation  de  l’ordre  n. 

Supposons,  en  effet,  qu'on  donne  n équations  de  la 
forme  9 

B,  x = /,  (r,  x,  y,  z, . . . ),  D,y  :=/,  (t,  x,jr,  ), 
D/*=/j(f,  -r,  r,  z,...),... 

Ii  s’agit  d’éliminer  entre  ces  n équations  les  « — i va-  * 
riablcs  y,  z, . . . , et  d’arrivCr  à une  équation  qui  ne  ren- 
ferme plus  que  la  variable  indépendante  t , et  l’une  des 
variables  dépendantes,  x par  exemple.  Pour  y parvenir, 
on  différentiera  n fois  la  première  équation , en  ayant 
soin  de  substituer  à D,  y,  D,z, . . . , leurs  valeurs  tirées  des 
n — i autres  équations’:  on  obtiendra  de  cette  manière 
« — i équations  nouvelles 

*.  x,  y,  t». . = fi, 

Di*  Pi'x= 
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¥ f 


qui , jointes  à la  première  équation  donnée 

l>,x  =/,(/,  x,  y,. . y), 

fourniront  les  moyens  d'éliminer  les  « — i variables  dé- 
pendantes^, z et  coudumint  à l’équation  difléren- 
ticlle  cherchée  de  l'ordre  n,  entre  t el  x.  Après  avoir  in- 
tégré cette  équation,  on  en  tirera  la  valeur  dex  et  de  se» 
dérivées  successives,  avec  n constantes  arbitraires,  pour 
les  substituer  dans  les  équations 

Df  X — y, . D|  X — ^],  l)|3 X = Ç J,  • . • , D t X fnt 

qui  donneront  les  valeurs  des  n — i autres  variables,  ou 
les  « — i autres  intégrales  cherchées. 

Exemple  : Considérons  les  deux  équations  simultanées 

D,x=jr, 

ou  tirera  de  la  première 

% ' * 

D,\r  = D,x , ou  D,*x  =è  q,  = x. 

Comme  y se  trouve  immédiatement  éliminé , cette  der- 
nière équation,  Dix  = X,  est  précisément  l’équation  fi- 
nalej intégrée,  elle  donne 

' r 

et  l’on  en  tire 

D,x  = C,r'  — C,«r>, 

et,  par  suite, 

y = C,e>  — C,e~'  ; ' 

« 

c’est  la  seconde  intégrale  cherchée.  ^ 

267.  Nous  avons  dit  qu’en  général,  l'équation  finale 
sera  du  n*"  ordre,  et  que  son 'intégrale  renfermera/» 
constantes  arbitraires.  Il  peut  cependant  arriver,  dans 
certains  cas  particuliers,  quelle  ne  soit  que  d’un  ordre 
inférieur  à/»,  et  que  son  intégrale' Renferme  moins  de  n 


. t. 
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constantes;  mais  on  ve/ra  qu 'alors,  pour  arriver  à la  va- 
leur des  autres  variables  dépendantes,  il  faudra  effectuer 
certaines  intégrations  qui  compléterotat  le  nombre  indis- 
pensable de  constantes.  'Apposons , par  exemple , qu’on 
donne  à intégrer  les  trois  équations 

• • a , ; .J-  v-*.vy”<  *>*  »*■’  ^ /d" 

D,x=/- t-z,  D ,y  = jc+m,  D,z=y  — x, 

■ *v  ” ■'  _ * ’ y u 'T.'-'/v 

on.tÿ'éh»  de  la  première 


Df*  = D/.T  +D,f  = j -t-  s. 


et  l'on  sera  dispensé  de  difl’ércnlier  une  seconde  fois,  parce 
que  l’on  élimine  immédiatement  y et  z entre  les  deux 
équations  ■». 

D,x  — y-h  z,  D(,x=r  + z, 

* . *• 

qui  donnent  pour  équation  finale 
D,’  x = D,x,- 

• - *■  » 

qui  est  du  second  ordre  seulement,  et  qui  a pour  intégrale 

x = C,  -+-  C;c'.;  . , , 

t 

Cette  intégrale  ne  renferme  que  deux  constantes;  mais 
aussi,  pour  détcrminerles  deux  autres  variables,  on  n’aura 
qu'une  seule  éqtiation,  Ct&  ==y  z,  qui  ne  suffira  pas  : 
on  en  tirera 

z = C,e‘  — y , 


et,  en  substituant  pour  af et  ’z  leurs  valeurs  datiS  l’équa- 
tion D ,y  = sc  -1-  z,  on  aura  s 


è,y  =»£,  -t-  aCjC*  — y. 

Pour  "intégrer  cette  équation  linéaire,  il  suffit  de  multi- 
plier par  e‘.  On  trouve,  de  eétte  manière . 

• , • > = & t Cy+Cse-f».  ' 

«jlt  l'on  voit  apparaîm-  b troisième  constante.  Les  trois 
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intégrales 

x = C,  C,t r',  jr  = C,  -h  C.e1  Cje-‘, 

z = — C,  — Cie~', 

ont  toute  la  généralité  voulue. 

Supposons  maintenant  que  les  n équations  données 
renferment  avec  la  variable  indépendante  t,  x et  ses  ni 
premières  dérivées,  y et  scs  m"  premières  dérivées,  z et 
ses  tri"  premières  dérivées,  etc.,  et  que  l’on  ait 

ni  -H  m"  -+-  m"  -4-.  . m, 

on  pourra  les  ramener  au  premier  ordre  à l’aide  des 
équations  connues 

D,x  =r  x',  D, x'  — x",.  . .,  D,x("— ^ — x<“— 

Di/  = y',. . D,z  = *',.••» 

et  l’on  aura  à intégrer  un  système  de  m +«  équations 
simultanées  du  premier  ordre  que  l’on  ramènera  à l’in- 
tégration d’une  seule  équation  de  .l’ordre  tri  n. 

268.  Lorsq  lie  aucune  des  méthodes  par  lesquelles  nous 
avons  appris  jusqu’ici  à intégrer  les  équations  différen- 
tielles ne  réussit,  on  essaye  l’intégration  par  série.  Ex- 
posons en  peu  de  mots  cette  nouvelle  méthode,  qui  ne 
doit  être  employée-qu’avec  beaucoup  de  réserve. 

Considérons  d’abord  l’équation  différentielle  du  pre- 
mier ordre  dy  y)dx,  et  supposons  qu’il  s'agisse  - 

d’exprimer,  au  moyen  d’une  série,  l’intégrale  générale  de 
cette  équation,  ou  une  valeur  de  y qui  satisfasse  à l'é- 
quation proposée,  en  prenant  pour  x = x„  une  valeur 
quelconque  donnée  ya.  L'énoncé  même  de  la  questiou 
suppose  que  l’intégrale  cherchée  est  développable  en  sé- 
rie convergente;  et,  par  conséquent,  intégrer  par  série 
c’est  résoudre  tout  simplement  le  problème  suivant  : 

En  supposant  que  la  valeur  la  plus  générale  de  /,  qui 
vérifie  l’équation  proposée  cjt  se  réduit  à y,„  pour  x=£x„-. 
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puisse  être  exprimée  au  moyen  d'une  série  convergente , 
déterminer  cette  série. 

Or,  la  solution  de  ce  problème  est  très-facile;  car,  i°  si 
la  série  convergente  qui  donne  la  valeur  de  existe  réel- 
lement, elle  devra  coïncider  avec  celle  que  donnerait  la 
formule  de  Taylor  ; a°  de  l’équation 

dx=f>  {*,  y)**,  ou  y'  =/.  (*,  y), 

on  déduira,  par  de  simples  différentiations , les  valeurs 
des  dérivées  successives  de  y , 

j r"—f*(x>y)i  r"  r)»  y”=/i(*,  y),---,  - 

et  en  faisant,  dans  les  équations  obtenues,  x = xa, 
y = yQ,  on  aura 

y0  =/,(*.,  j"o)*  y o ~ f * \Xn  > yo)t  y o —/i  (x<»  y a) , • • • -, 

et  par  suite , en  vertu  de  la  formule  de  Taylor, 

y — y o -+■  • ■ fi  (xo»  y«)  -+■  ~~  f (x°>  y a) 

« . ■ ■ 

+ -r°^+'-  • • • 

Voilà  donc  la  valeur  cherchée  dey  ; elle  sera  admissible 
si  la  série  du  second  membre  est  convergente.  Dans  ce 
cas,  comme  elle  satisfait  évidemment  à l'équation  pro- 
posée , se  réduit  à y à pour  x=jca,  et  contient  une  con- 
stante arbitraire  jra,  ce  sera  nécessairement  l’intégrale 
générale  cherchée.  Si  l’on  peut  exprimer  en  termes  finis  la 
somme  de  la  série  convergente,  on  aura,  en  termes  finis, 
l’intégrale  générale  de  l’équation  proposée. 

Prenons  pour  premier  exemple  l’équation  très-simple 
.*  dy=zayHx,  y'—ay± 

oh  aura 

y"=zm/  = a’ y,  ym=  n'y'  = a3y,  r”  = «V  = o*y,  . . , 
y.~aZ"  /.=  -’*.■  rT=o’r..  _r\'  = «y„ 

r=v.r.%-  îisefil + ^...r 

"L  * i . a i.a.3  -J 
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La  série  «la  second  membre  est  toujours  convergente  et  a 
pour  sommejD ea^r— ■*<>).  on  aura  doncj'=j0  e“  — ou 
simplement  j'=Ce“'r,  comme  nous  le  savions  déjà. 

269.  Ce  que  nous  venons  de  dire  s’étend,  sans  difficulté 
aucune  , à ûne  étjuation  d’ordre  quelconque  n 

=/.(*,  ;r,D,r,  D'jr',...,  D"~'y). 


En  effet,  chercher  l’intégrale  générale  d’une  semblable 
équation,  c’est,  comme  nous  l’avons  vu,  chercher  une  va- 
leur y qui  satisfasse  à cette  équation,  et  qui  soit  telle, 
de  plus,  que,  pour  x — x, , elle  et  scs  n — i dérivées  pre- 
mières y,y",ym,--.,y{n~i)  prennent  des  valeurs  données 
yoi  y\->  Cela  posé,  si  la  série  qui  expri- 

mera cette  valeur  cherchée  de^  est  convergente,  elle  coïn- 
cidera nécessairement  avec  la  série  que  l’on  déduirait  de  la 
formule  deTaylor.  D’ailleurs, de  l’éijuation y'n>—fu  on  dé- 
duira y(.n+,)=/;+,[;r, 

et  en  faisant  dans  ces  équations  x = x0  et  par  conséquent 
y =J»>  y =/.,  /'=/.>  • • • » y{n~']  =y{:~'\  on  aura  les 
valeurs y,n\ y^ v des  dérivées  de  l’ordre  n et  des 
ordres  suivants,  correspondantes  à x~x»\  on  aura  dès 
lors , en  vertu  de  la  formule  de  Taylor, 


y (*=*>•  y + 

+.  (* -**)'-'  U..-0  , (*-*or 

1. a. 3. ^ mr» 


Ce  sera  l'intégrale  cherchée , car  cette  valeur  est  admis- 
sible, puisque,  par  hypothèse,  la  série  du  second  membre 
est  convergente  \ elle  satisfait  évidemment  à 1 équation 
.proposée  ; elle  prend  pour  x=x0 , avec  ses  n — i premières 
dérivées,  y , y‘^y(n~'),  les  valeurs  données  y„, ' y\ , . . . , 
ou,  ce  qui  revient  au  même  , elle  contient  n constantes 
arbitraires. 
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Exemple  : Considérons  l’équation 

DI/  =/'=«/, 

on  aura  » 


•»  y'”  — a/,  y"  = ajr"  =0^,  _r’  = a1/,  jr”  =/>’/*  = <*>, 

y ",  = «r. . /V  = «’r»,  ri  = «’/.  » r”  = «V» , . • • , 

v I (*-*■)/.'  (*— *»)‘  I ^~J°)3ar-  + (x-xa)4 

-)u+  ; h ,.2  ajra+  ,.2.3 ar*  ,.2.3  r°+ 


j,+îtîz^:+ïit£=^î+...i 

L , .9  ,2.3.4  J 


i ' 
,r(*— 

’L  ï” 


, [[x  — x.)  , a(x— x„)3  c a*(x  — x0)5  ^ 

r<l  ■ + ,.2.3  , .2. 3.4.5 


Les  deux  séries  dont  se  compose  le  second  membre  sont 
convergentes  ; ellps  ont  pour  somme 

ea\ (x— x0)  _J_  e—a\ (*— x„)  y pOî'x— x„)_f.-<ii(x-x„) 

•*'  — — _ • - — — 


Kn  ajoutant  ces  deux  expressions,  on  aura  la  valeur  de  y, 
qui  peut  se  mettre  sous  la  forme  très-simple 

r = Cs“'x  -+-  C,e-flK 

Cette  même  méthode  , appliquée  à l’équation  ■ 


*l>ir  + 2l\r  -t-  n'xy  = o, 
donnera,  pour  son  intégrale  générale, 

Ci  sin  nx  -t-  C,  cos  «x 

- r s X 

270.  A la  formule  de  Taylor  on  peut  substituer  la  for- 
mule de  Maclaurin , en  donnant  à x„  la  vâleur  particu- 
lière»; mais  alors  il  faut  bien  prendre  garde  à la  valeur 
correspondante  que  l’on  assigne  à y \ car  cette  valeur  peut 
être  telle , que  quelques-unes  des  dérivées  de  y deviennent 
• * 
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infinies  ; et  alors  le  développement  sera  devenu  impos- 
sible. Ainsi,  dans  le  dernier  exemple  ipie  nous  venons 
de  citer,  si  l’on  fait  xQ  = o,  et  que  l’on  donne  à y,  y'  les 
valeurs  arbitraires. y„  ,y\ , l'équation 

jcD’  y rf-  2D ,y  -K  n'xy  = 0, 

qui  se  réduit  d’abord  à xj“  -+-  iy\  = o,  ne  pourrait  être 
véri  fiée  qu’autanl  que  l’on  supposerait  y"  infinie  ; mais  dès 
lors  on  ne  pourrait  plus  recourir  à la  formule  de  Maclau- 
rin  : il  faudrait  nécessairement,'  dans  ce  cas,  admettre 
que  y\  est  aussi  nul.  Dans  celte  hypothèse,  de  l’équation 
.rl>’  y -+•  aD»  y -I-  n'xy  =;  o, 

et  de  ses  dérivées  successives 

xDly  -+-  3Di_r  + n'xDty -hn'y  = o , 
xWxy  + fàiy  -f- n\vDly  + 2n'Dxy  =o, 

xD^-  -f-  5Diy  ■+■  n'xD^y  -f-  3/i’DJ.r  = o , 


on  tirera 


r.= 


n'y« 


3 ’ ->•  =°’  r:  = ? 

„ „v.  _ _ n_°Xo 


» 


y : 


y.a  5 n'y, 

* 1.2.3 


12.3.4.5  •'*  "• 

f x'n'  x*n*  \ 

=y°  V‘  — m ^ 1.2. 3.4.5 

Or,  le  facteur  entre  parenthèses  n’est  autre  chose  que 

sin/ix  . , , 

; donc 

nx 


■Xo 


C, 


Cette  valeur  de  y n’est  évidemment  qu’une  intégrale 
particulière,  car  elle  ne  renferme  qu’une  constante 

T.  ...  J 44 
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arbitraire.  filais  il  est  facile  de  reinrftiter  à l’intégrale 
générale  à l’aide  d’une  méthode  que  nous  avon^  déjà 
souvent  employée  et  qui  cousine  fc-iegardor  C„  non 
plus  comme  une  constante,  mais  comme  une  fonction 
V indéterminée  de  X.  DiflVî  entions,  en  effet,  la  valeur 

»»,  * . V ~ 

) , = c,  • - -,  <*n  remplaçant  t*(  par  une  variable  //,,  cl 

X •" 

exprimons  «pte  celle  valeur  satisfait  encore  à l'équation 
proposée  : nous  trouverons  ainsi,  toute  réduction  faite. 


DJu,  4-  inTliU,  cotnx  = o. 

»- 

En  posant  D,//,  = e,  cette  équation,  ramenée  au  premier 
ordre,  deviendra 

D,l/  4-  inveolnx  = o. 


et  donnera 


et,  par  suite. 


* 



sin’H.r  ’ 


C sin  nx  4-  C cos  nx 
u,  = C 4-  C col  nx,  y — : 


telle  est  l'intégrale  générale  cherchée.  Si  l'on  considère 
à part  la  seconde  intégrale  particulière  y,  = COS— , on 

voit  que  réellement  sa  dérivée  seconde  devient  infinie 
pour  X =0,  et  qu  elle  ne  pouvait,  par  conséquent,  être 
développée  au  moyen  de  la  formule  de  Maclaurin. 

271.  Souvent,  aux  séries  de  Taylor  et  de  Maclaurin  . 
on  substitue  les  développements  obtenus  par  la  méthode 
des  coellicionts  indéterminés.  Celte  marche  est  même 
quelquefois  préférable  ^ elle  est  seule  admissible  lorsque  la 
série  qui  représente  l'intégrale  cherchée  doit  renfermer 
des  puissances  négatives  de  la  variable  indépendante  : on 
fera,  .dans  ce  cas,  ■ « 

X — y„  4-  u , (*.  — T.,)*4-  O,  (■*  — x„)a  't'1  4-  «j  [X  — 4-  • • 

\ 
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ou,  en  fnsimi  x * — x0  = z»  dx  = dz, 

• •*  • - J.  . 

— x . _ i _ _d  +-Î  , 

^ &Q  Q i Z Q J4»  “f-  . . . y 


puis  on  déterminera  les  coefficients  indéterminés  aj, 
et  l’exposant  a,  parla  condition  que  la  valeur  de  y 
satisfera  à l’équalion  proposée  et  prendra,  pour  x — x„, 
ainsi  que  ses  dérivées  jusqu’à  l'ordre  n — t inclusive- 
ment, les  valeurs  données  y0,  r'4>. . . . Supposons,  pour 
lixer  les  idées,  qu’on  demande  une  valeur  de  y qui  satis- 
fasse à l’équation 

dy  — ydx  — bx*djc  — o , 


et  se  réduise  à o pour  x — o.  En  posant,  comme  tout  à 
l’heure. 


y «,i“4- 


- d\Z 


on  trouvera 


btr-a^z*  a,(a-Rl  )]24-f-[/i, — 


dette  équation  devra  être  vérifiée  quel  que  soit  z,  et 
comme  b n'est  pas  nul  par  hypothèse,  il  faudra  d’al>ord  ^ 
faire  « — i = ni,  a ■=.  ni  i ; l’équation  devient  alors 


[A  — a,  ( ni  -t-  — n,(m-y  a)]**4"* 

p»,  — a j (ni  4-  3)  ] 2*+>  4- . . .’=  o, 


et  entraine  les  étfualions  suivantes 

i 1^4* 

b — *i,(m4-i)  = o,  n,  — n,(m  -^-x)  = o, 

">  ^«i(i>‘  + $)  = *>,. 

*■  y iro.  1 ■ ,-*•  '■ 

d ou  . , 

b . • A TV 


IH 


SfV: 


'«J 


//i  -J-  1 ’ (/«  4-1)1»»  4-aj’ 

b ' 

— “ ■ *1 


•T  (w  t 1 ) (m  "+■  2)  nf 

A T ’■*  *’ 

| ‘ ^ m 4-2  V h-  x)  (m  4-  3) 


m 4-  1 


Jf 

w 


44-. 


a 

» 


» ^ 
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La  série  du  second  membre  est  toujours  convergente, 
puisque  le  rapport  de  deux  termes  consécutifs  converge 
vers  la  limite  o,  donc  la  valeur  précédente  dcj'  est  ad- 
missible et  remplit  toutes  les  conditions  énoncées. 

Dans  le  cas  particulier  où  m = o,  l’équation  proposée 
sc  réduit  à dy  — ydx  = o,  et  l’intégrale  devient 


•r  4-  ■ 


1 .a. 3 


..]=*(<--  1), 


comme  cela  devait  être. 

Prenons  pour  second  exemple  l'équation  déjà  traitée 
D’ jT  + ^ D*  / -+■  n'y  — n , 


et  faisons  plus  généralement 

y — ai“  4-  4-  ex"*  4- . . . ; 

il  s'agit  de  déterminer  les  coefficients  <1,  b , c,  «/,...,  et 
les  exposants  ar,  c,  y, . ...  : on  a 

= aux*-'  4-  b .*x6-'  4-  c y x>~'  4- ...  ) 

I) ly=nu(m  — i)y*  a4-é£(£ — i)xt—a4-.  . 

et,  en  substituant  dans  l'équation  proposée  , il  vient 

<ri(«4-i)x*— 3 4-  n'ax * 4 -bZ{Q  4-  i)*6- 1/4-n,ï>Jr6 

+ cy(y4  i)x‘>~''J  4-  h'exjf  4^...s=o. 

# 

En  supposant  que  les  nombres  a,  ê,  y,...  soient  ran- 
gés par  ordre  de  grandeur,  a — 2 sera  le  plus  petit  des 
exposants  de  x daus  la  dernière  équation;  et  comme 
d’ailleurs  cette  équation  ne  pourra  subsister,  quel  que 
soit  X , sans  qu’on  égale  à o Jes  coefficients  des  diverses 
.puissances  de  ,r,  ou  devra  avoir,  avant  tout, 

w«(«  4-  1)  = «», 
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el  i»mi»c  a ne  peut  être  nul,  il  faut  que  l'on  ait 
a = o,  ou  « = — i . 


Prenons  d’abord  a = — i . Les  deux  plus  petits  expo- 
sants qui  viennent  ensuite  sont  « et  6 — 2 ; ils  peuvent 
être  égaux  ou  inégaux  : s’ils  sont  égaux , le  terme 
bê(ë-\-  \)x6~ *,  ne  pouvant  se  réduire  avec  aucun  au- 
tre, devra  être  nul  de  lui-même,  ce  qui  ne  pourra  être 
qu’autant  nue  g sera  égal  à o ou  à — i:  on  ne  peut  faire 
6 = — i,  car  6 doit  être  plus  grand  que  « =' — 1 ; donc 
6 = o.  On  arrivera  ainsi  aux  exposants  a et  y — a,  qu  i! 
faudra  égaler,  car  le  terme  n * x * ne  pouvant  s'évanouir 
séparément,  doit  se  réduire  avec  un  autre  : il  en  résulte 


V = I,  n'a  + cy(y  4-  i)  = o; 
en  continuant  de  la  même  manière,  on  trouvera 

• S — a,  n'b  ■+;  d${t'  l)  = o, 

« = 3,  n'c  -+-  et  («  -|-  i)  = o, 


Les  deux  premiers  coefficients  restent  indéterminés, 
comme  cela  devait  être , et  serviront  de  constantes 
arbitraires;  les  autres  seront  donnés  par  les  équations 

n'b 


n'a 


<i=- 


t « / = 


r.a.3’ 

n*b 


~ I.a. 3. 4’  y ,1.2. 3. 4.5’ 

• » . t . . . 

•I  l’on  aura  pour  l’intégrale  cherchée 


• ' 0r» 


( i n'x  n*x 5 \ 

y =a  [ 1 r— r -(-...) 

■ \x  1.2  1.2. 3. 4 / 

, / n'x'  /i4x4  V 


t .2.3 
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ou 

cos  «j:  , si  ri  nx  C cos  nx-h  C"  sin  nx 

Y — a -+-»  = . 

•r  nx  x 

Si , au  lieu  de  faire  se= — 1 , ou  avait  fait  x—o  , on  aurait 
obtenu,  au  lieu  de  l'intégrale  générale,  l’intégrale  parti-' 

eulière  y =«— S— . Et,  en  effet,  égaler  à o le  plus  petit 

exposant  a,  c’est  admettre  que  le  développement  ne  con- 
tiendra aucune  puissance  négative  de  la  variable,  et  que 
la  dérivée  seconde  ne  peut  pas  devenir  infinie  pour  jr=o  ; 
c’est  par  conséquent  exclure  formellement  la  seconde  inté- 
grale particulière. 

Exemple.  Considérons  l’équation 

O’.r  = y"  = kxfy, 

faisous 

y = ai * -+-  a,xr' 

» , 

eu  substituant  pour  j et  I)’  y leurs  valeurs,  on  trouvera 

«*(* — l )x*~~*  -t-a.  ~ i (**,  — I ) -r**  * — t -n, 

— /az,+”  ■+•  /a,  xa-+n  + 4 . . . , 

et  celte  dernière  équation  11e  pourra  devenir  identique 
qu’autant  que  l’on  aura,  en  désignant  par  am  et  am  un 
exposant  et  un  coefficient  quelconques  de  la  série, 

«(« — i)  = 0,  *.=  a+  «i(z4-a),  amam(u, | — 1 ) = Aam_,: 

ces  trois  équations  détenninent  complètement  tous  les 
exposants  et  les  coefficients  de  la  série.  On  satisfait  à la 
première  en  faisant  a = üoui  = i.A  ces  deux  vâleurs 
correspondent  deux  séries  distinctes,  renfermant  chacune 
un  coefficient  arbitraire,  et  qui  toutes  deux  vérifient  l’é- 
quation donnée,  dont  elles  sont  des  intégrales  particu- 
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Kéros  ; la  somme  do  ce»  doux  séries  sera  dès  lors  l'intégrale 
cherchée,  et  en  désignant  par  , t’,  deux  valeurs  du 
premier  ooenicieut  a,  rcstéJndétcrmiuc,  on  aura 


„ r A-.r"+» 

i * ~f-  ; 

L (/»  + i ) (n  -t 


.r,n+'* 


i;  (n-f-a).  (#n-i)(#n-a)(a».+  3)(an*-f-4) 

r /.x“+‘  *-  ‘j  /■•*’«+<  

L + («H- aj  (/»  +3)'  (/1  4-a)  («4-3)(2«  4-4) (aa  4-  5)  * 

Si  n — — 2,  c’est-à-dire  si  l’équation  donnée  était 

k • 

D’  r*  = ti’. 

tous  les  dénominateurs  delà  série  ■s'évanouiraient  ; mais 
en  remontant  à l’équation  «,„=  a +»«(/«  +2), ;qui  déter- 
mine uu  exposant  quelconque,  on  trouvera 


et  par  suite 

y = (a  4-  a,  4-  ax  4-  «j  4- .'•■.)  *“  as  A/; 
celte  valeur,  substituée  dans  l’équation 
D*/  = k**,  ■ 

donnerait 

</*  («  — 4- — i)4  1 

+-[«,#(« — 1 )4-  An,]  ,e*“®  4 . . . = A [*(*— 1)4  A]x*~  “ = o , 


(- 


en  appelant  oc',  z et»  deux  valeurs,  et  désignaul  par  C”,  C 
deux  valeurs  arbitraires  attribuées  à la  quantité  A restée 
indéterminée,  ou  trouverait  définitivement 

' y>  Cx*'  4-  C*x*“ . 

Ü72.  L équation  du  second  ordre qudWns  venons  d’in- 

1 
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léguer  peut  facilement  être  ramenée  au  premier  ordre  ; il 
suffit  pourccla.  comme  nous  la  vous  vu,  de  poscr/=  e^tdx  ; 
on  trouve  en  elfet  ainsi  que  l’équation  transformée  est 

l),z  H-  2>  — Ijc*  : 

■ 

r est  précisément  l'équation  de  Riccali.  Si  l’on  savait  l'in- 
tégrer et  qu’on  pût,  par  conséquent,  en  déduire  la  valeur 
de  z,  on  déterminerait  y à l’aide  de  l’équation  y=e^edz 
ou  de  la  série 

(/»<**)•  + 

1 1.2.3 


y — 1 -h  f z rix  -4- 


Réciproquemenl , comme  l’équation  de  Riccati 
D ,y  -t-  oy’  — bx* 


devient 


quand’on  fait 


D1*  = «Air" 


y = - D**> 

az 


on  pourra  l’intégrer  au  moyen  de  la  série  trouvée , qui 
donnera  z , et  par  suite  y,  qui  sedéduit  de  z par  une  simple 
différentiation.  L’équation 


D>  + f T)sy  = by, 

que  l’on  déduit  immédiatement  de  l’équation 
D’r  = bx"y. 


en  changeant  x J en  x et  frisant 


b.= 


(\+'Y 
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est  donc  censée  avoir  été  aussi  intégrée  par  séries.  Il  en  » 
est  encore  de  même  de  l’équation 


m{m  — i ) 


ï — h. 


« 

laquelle , en  faisant^  — a ?"  z,  devient 

• i 

D’z  +-  — D,  z = bt\ 

1 X 

273.  Si  nous  avions  cherché  à intégrer  directement 
par  séries  l’équation  transformée 

D> — = bf' 

k 

nous  aurions  eu  à rendre  identique  l'équation 

»> 

» 

a[u(a—  1 i )\t“~ 2-+-û, [«,(«,— i) — i»(ra— a-(- . . . 

= bax*  batxx'  -+-  ba^x1'  -+- . » . , 
ce  qui  aurait  entraîné  les  conditions 

a (ce  — i) — m (m  — i)  = o,  ira , 

«»[««(«» — i) — m(rn — t)]  = èd*_,. 

La  première  équation  fournit  pour  a deux  valeurs 

* 4 

m!  — m , ce"  = i — m . - 

/ 

La  troisième  formule,  quand  on  y met  pour  sa  valeur 
tirée  de  la  seconde,  devient  » 

(ce  — i)  -I-  — i)  — m(m  — 1)]=  bam_„ 

ou  plus  simplement,  puisque  a (a  — i ) — m (m  — i ) = o, 

k + — l )a„  — bam_l  -, 

on  trouve  dès  lors  pour  l'intégrale  complète  exprimée  en 
séries 

.*■  * • 

v * , 


r. 
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r = C,** 


1 “H  " 


bx J 


b'  x* 


] 


2(a/«-t-i)  ?.  t\  (a/n  4-  i)(a;n  -+-  3) 

r k1*  a*  x*  "i 

, L a(3 — a/n)  2.4(3  — a/n) (5 — 2 m)  J 

Les  séries  qu’on  vient  d’obtenir  ont  cela  de  remar- 
quable, qu  elles  peuvent  être  sommées  et  remplacée^  par 
des  intégrales  défi  nies.  En  cflbt , quand  dans  la  formulcfS), 
page  38, 


I sin  •“  xcos’  xdx£= 


sin''-1"1  Xe0*’-'  x 
fi  -f-  » 


r.fi 


Sin  x cos  xdx. 


■on  fait 
il  vient 


,r  = 9,  fl  — la.  — 1,  » = a/n , 


/ 


« 

sin’*- 1 0 cos3'"  0 t/0 


2/n  -f-  2*  — J * 


H 


a/n  — 


2/n  -t-  2* 


^r/si 


1 bdO. 


Si  l’on  prend  o et  ~ pour  limites  des  intégrales,  la  partie 
intégrée  s’évanouit  toutes  les  fois  que  a est  une  quantité 
positive,  ou  une  quantité  imaginaire  à partie  réelle  po- 
sitive , en  sorte  qu’on  a 


i 


icuiln':jdl  = 


— /si 

•—t  J O 


a*—  1 


sin  vcos 


îmfî«- 

lyt  vertu  de  celte  dernière  relation,  l’équation 
2 m (a/n  -+-  2 * — 1 ) a„  — bam_, 
sera  satisfaite  si  l’on  prend 

— , — ^ t-*-  f sin3’-1*  cosuw  0 Â 

i.a.3  .\(2/n — i)2/n,/o 


ôd&. 
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et  par  suite,  eu  attribuaut  successivement  à * les  Jeux 
valeurs/»,!  — m,  ou  peut  mettre  l'intégrale  obtenue  sous 


la  forme 

bx * _ b*x* 

1 H — cos2  0 H 5-7 

1.2.  1 .2.0.4 

r bx 1 b*x* 

H cos’fi  4 5-7 1 

, , 1.2  1.2.34 

or 

%xx  b‘x*  ..  * b*xb 

i 4-  - — cosJ-M i-?cos46 

1,2  I.2.i.4 


7X34X6 cos  6 9'+- 


. _ . I xV'bCOlb  | —il/ hcrn  b . 

— cos.  1/ — ix\/ècos9=-c  4-  - f , 

2 2 

donc 

/ , ïl/i  coa  0 1 — X b coa  B\ 

f=C,xmJ  { -e  4-^e  )sin 

,w,  xl/ïco»&  .1  — xl/ ïco*6\ 

+ 4-~«  J s,n 

Cette  expression  peut  se  simplifier  encore,  car  on  a , à 
cause  du  choix  des  limites,  et  de  la  nature  des  fonctions 
sin  0 , cosÔ , 


r* 


ir  — /x  coa  t 


sin  ' 6 </ô 


/. 


fi  cos  9 # 


donc 


sin  (fà , 


>>n  bcobô 


j"TT  Xy  OCOSt»  * /'«  . 

e sin  I c 9in'~ 

O 1/  O 


Ces  transformations  supposent , comme  nous  l avons 
dit,  que  a est  une  quantité  positive,  et  par  conséquent 
que  m et  t — m sont  des  nombres  positifs,  ou- que  m 
tombe  entre  les  limites  o et  1 ; si  cette  condition  est  salis-  * . 


, * 
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faite,  l'intégrale  générale  de  l'équation 


„ , mlm  — i) 

D î r {—Î7 — ; y = h 


t 


sera  exprimée  par  des  intégrales  définies.  Quand  ni  est 
égal  à o ou  à i , l'équation  se  réduit  à D lj  =*  by,  et  l'on 
sait  que,  dans  ce  cas,  elle  a pour  intégrale  complète 

x b — x b 

y = C,  e -+-  C,  c 

\ 

on  fait  m — - , on  a 

a 


y — [C , -t- 


V O 


x 1/  b cos  b 

c / / a 


Les  deux  constantes  se  confondent  en  une  seule  ; l'inté- 
grale n’a  plus  la  généralité  qu’elle  doit  avoir.  Pour  ob- 
tenir l'intégrale  complète,  il  faudra  recourir  à un  artifice 
de  calcul  déjà  employé  : on  fera  dans  le  terme  qui  multi- 
plie C,,  m = ^ , et  dans  celui  qui  multiplie  Ct, 


m = - -+-  £ , puis  on  développera  (xsin’0)  parla  for- 
mule toujours  convergente  qui  donne  le  développement 
de  *:de  cette  manière,  en  posant  C,  +6',=  C 
• Cte  — C , et  faisant  ensuite  e = o,  on  trouvera 


r-  /%  ri/'bc os6  /‘x  beu*  h 

Y—C\/x  I e dQ  + C"V  x I c ).Æsin’®</5 

Jn  I J o 


ry/bco*  B 


Si  m était  plus  grand  que  i -,  on  ne  pourrait  plus  admettre 
la  série  qui  multiplie  C , : ce  serait  au  contraire  la  pre- 
mière série  qu’on  omettrait  si  m avait  une  valeur  néga- 
tive. Dans  tous  les  cas,  on  obtient  immédiatement , sous 
forme  finie,  une  intégrale  particulière  y,  de  l’équation 


_ , m(w  — i) 

K y — -y 


by. 


* 
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On  trouverait  la  seconde  intégrale  à l’aide  du  procédé  que 
nous  avons  déjà  plusieurs  fois  employé,  c’est-à-dire  en 
faisant  y — uy,,  et  exprimant  que  cette  valeur,  dajis  la- 
quelle la  constante  est  remplacée  par  une  fonction  de  te  , 
satisfait  à l’équation  proposée.  On  verrait,  de  cette  ma- 
nière, que  l’intégrale  générale  est 

’ r=cHJ'p,+c'} 

Si,  dans  l’équation  , 

é « 

/y  ~ r*  xl/bcosfl  . - ..  « 

y = CtJf*  J e s \xiim^'(tdQ  ^ 

-t hC,x'-mJ  71  cos*  sin  '~,m0rlQ, 

on  pose  cosô  = t,  elle  deviendra 


• = J e“  1 — /*J"~ 1 ilt 


"(i  — t'y»ut, 


l’équation 


m (ni  — i 

j, — J— h 


aura  pour  intégrale  particulière 

y,  — C,x"J  e*‘  1 — t’F'iit, 


^ ex‘ ^ t*Y-*dt, 


suivant  que  m > 1 , ou  wi  < 1 v 

La  première  de  ces  intégration^  s'effectue  quand  m est 
un  nombre  entier  positif;  ce  sera  au  contraire  la  seconde 
quand  m sera  un  uoinbre  entier  négatif.  Donc,  toutes  les 
fois  que  m désigne  un  nombre  entier  positif  ou  négatif. 


joy  ■■  ckcn  ' untciAL. 

ou  a,  sous  forme  finie,  une  intégrale  particulière  de  l’é- 
quation proposée,  et,  d après  la  formule 


la  détermination  de  l’intégrale  générale  de  cette  même 
équation  se  trouve*  ramenée  aux  quadratures.  L’équa- 
tion de  Riccati.  l)ry  -4-  ay*  = bxn  se  transforme  d’a- 


bord en  [)].)"  = kjx",  quand  on  change^ en  — Dxy,  et 
* * ^ 
qu’on  fait  ab  ==  k : et  qu  elle  devient  successivement 

• , , 

un  ..  . . m[m  — il 

-t D ty  — by,  Vlr y — by, 

-x  X 


quand  on  y change  x7  en  x,  puis  y en  X~my,  et 
qu’on  fait  . 

" L _ * 

-*<*■}-*)'  ~>+,y 

\a  J 


d’ailleurs,  si  ni  = ± ri,  on  aura 


donc  l’intégration  de  l’équation  de  Riccati  se  ramène 
aux  quadratures  toutes  les  fois  que  n est  de  la  forme 

-H-.  Nous  retrouvons  ainsi  un  résultat  auquel  nous 
an  zç.  i 1 

sommes  déjà  parvenus  par  deux  méthodes  essentiellement 

différentes. 

27  t.  Il  est  enfin  une  troisième  [méthode  d’intégration 
par  séries  que  nous  exposerons  en  l’appliquant , pour 
plus  de  simplicité , à l’équation  linéaire  du  second  ordre 
•ams  second  membre 

. D’  .)  -I-  X,  0,r  -+  \,y  ï=o  , 
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X,,  X,  étant  des  (onctions  quelconques  do  x.  Ou  peut 
d'abord  ramener  celte  équation  à la  (briue  plus  simple 

Di*  = Xs;  ^ 

il  suffit  eu  effet  pour  cola,  comme  nous  l’avous  vu,  de. 
Caire  y=uz,  et  do  déterminer  u à l’aide  de  l’équation  ilu 
premier  ordre 

àD,a  X,  u = o, 

ou  de  Caire 

— ~ rx,  dx 

Reste  maintenant  à développer  la  valeur  de  z en  série 
convergente.  Admettons  que  pour  une  valeur  donnée 
de  x,  z et  D.  z = z doivent  prendre  les  valeurs  s„, 
c', : za  et  z\  pourront,  dans  l’intégrale  cbercliéc,  servit 
de  constantes  arbitraires.  Cela  posé,  de  l’équation 


dxz 

TU' 


= Xi 


on  tire 


riz 

tl  — = Xz/tz, 
rLX 


et,  en  intégrant  à partir  de  x„, 

f/z  J' x (fz  , i*  •**  . 

— . = I Xzc/jr,  au  — z J 
d.t  J xo  . <*x  *7  r0  ^ 

En  intégrant  une  seconde  Cois,  on  aura  -e  * • 

, * = *n  4-  *'.  (*  — 4$)  -+*  / dr'j  Xzrlx . * , . 

J -Ta 

. * **. 

ou,  en  posant  pour^piger,  z„  s',  (x  — xn)  = T, 

z—t  -f-  f dx  I Xzrlx. 

J ra  Jr„ 

Si,  dans  rette  équation  . on  remplace  sous  le  signe  (',  z 
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par  sa  valeur,  et  qu’on  remplace  j par  j,  en  se  rappe- 
lant que  toutes  les  intégrales  sont  [prises  à partir  de  x„ , 
on  trouvera 

‘ z — t f dxf  X{t  -|-  f dx J'Xzdx)  dx 

— t -J-/ fir  f Xtdx  J~dx fXdxj'dx fXzdx  ; 

remplaçant  encore  z par  sa  valeur,  on  trouvera 

z — t 4 - f dxf  Xtdx  4-  fdx f Xdx f Xtdx 

-t-  f dxf  Xdx  fdx f Xdx  fdx  fXzdx  4- . . . 

En  continuant  cette  même  substitution,  on  obtiendra  la 
valeur  de  z exprimée  par  une  série  indéfinie  de  termes 
qui  sont  tels  que  chacun  se  déduit  du  précédent,  en  mul- 
tipliant par  Xr/x5,  et  intégrant  deux  fois  de  suite,  à par- 
tir de  x = xD.  l.e  dernier  terme  seul  contient  z ou  la 
fonction  inconnue  qu’il  s'agit  de  déterminer;  mais  nous 
allons  démontrer,  i°  que  ce  dernier  terme  décroît  indéfi- 
niment à mesure  que  le  nombre  des  termes  augmente; 

cfue  la  série  tout  entière  approche  indéfiniment  d’une 
certaine  quautiléfinie  qu’elle  ne  peut  pas  dépasser,  et  dont 
elle  peut  différer  autant  que  l’on  voudra. 

Supposons  en  efliet  que  x croisse  d’une  manière  conti- 
nue dans  l’intervalle  de  x„  à x,  et  appelons  jj,  Ç et  t les 
plus  grandes  valeurs  absolues  de  X,  z et  t dans  cet  inter- 
valle. on  des  valeurs  plus  grandes,  de  sorte  que  l’on  ait 
toujours  X < j-,  _z  ■<  / < t.  Si  l’on  trouve  pour  £ une  • 

valeur  finie,  il  sera  démontré  par  là  même  que  z ne 
peut  devenir  infini  pour  des  valeurs  de  x comprises  entre 
les  limites  xn,x.  Or,  puisque  enti^ces  limites  on  a 

Xf  < ir,  . 

on  aura 

J'Xtdx  Irdx  ^t(  x — £„), 
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ou  simplement 

J'Xtdx  < \t{*  — x.). 

Si  l’on  multiplie  les  deux  membres  de  cette  inégalité  par 
dx  et  qu’on  intègre  entre  les  limites  xD,  X : pour  multi- 
plier de  nouveau  par  Xdx  et  intégrer,  pour  multiplier  y? 
encore  par  dx  et  intégrer  uqe  troisième  fois,  et  ainsi 
de  suite,  on  trouvera 

J dxf  Xidx  Çr- , i 

fdxJXdxfdxfXtd*  < Vr  , 

J dxf  XdxfdXfXdxJdxf  Xtdx  < Vr 

et  ainsi  de  suite  pour  toutes  les  valeurs  de  x comprises 
entre  xa  et  x.  On  a aussi,  pour  ces  mêmes  valeurs  de  x, 

Xz  < ÇÇ,  ' 

et,  par  suite, 

/XzdxCfiÇdx  = ÎÇ  (x  — x„), 
fdxfXtdx  <C.Xi- , ’•*'/• 

J'dxJ'XdxJdxfXzdx  < (J?  ■ 't  ? 3 > * , 

et,  en  général,  0 - 

J'dxfXdx.  l.fdxf  Xzdx  < 4tv 


2n 


z<  r-f  t?- 


T.  H. 


1 .2.0.4 


««- 


(x  — xu)*" 

J .2.5.  . . 2/7 

45 


» 

* 


En  substituant , pour  chacune  des  intégrales  dont  sc  com- 
pose la  valeur  de  z,  sa  limite  supérieure,  on  arrivera  né- 
rcsaairement  à l’inégalité 
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Cette  inégalité  sera  vraie  , à pins  forte  raison  , si  l’on  pro- 
longe indéfiniment  la  série  qui  forme  la  première  partie 
du  second  membre,  mais  cette  série  ainsi  prolongée  a 
pour  somme 

O • 

et  celte  somme  conserve  évidemment  une  valeur  (inie 
pour  toutes  les  valeurs  de  x comprises  entre  .r„  et  x\  on 
peut  dès  lors  assigner  une  limite  L qui  lui  soit  constam- 
ment supérieure.  D’ailleurs,  l'expression 

t-(j—  X»)’"  _ [ (x  — .r„)\/j  ]»" 
i a. 3. . .?«  i . .7./1 

qu’on  peut  mettre  sous  la  forme 

(x— ; X„)V/Ç  (x — SB)\/\  (.r  — j -0)\/i  (x~jr„)\/i 


décroît  indéfiniment  à mesure  que  « augmente , et  peut 
devenir  plus  petite  que  toute  quantité  donnée  e,  quel- 
• que  petite  qu'elle  soit;  on  aura  doue,  en  prenant  n sulli- 
samment  grand , ' 

’ ■ , s<  L + .Ç; 

v j * t 

el  comme  cette  inégalité  est  vraie  pour  toutes  les  Valeurs 
dg  £ comprises  entre  xn,  x,  on  pourra , à la  place  de  z , 
mettre  sa  v tueur  maximum  £ ; on  aura  donc 

* ♦ . 

* ‘ £<  — , - 


ou,  parce  que  t peut. devenir  aussi  petit  que  l'on  voudra, 

r<L. 

Doue,  d’une  part,  le  dernier  terme  de  la  série,  qui  est  plus 
petit  que  décroît  indéfiniment  à mesure  que  le  nombre 
de  ses  termes  augmente,  et,  de  l’autre,  s reste  toujours 
inférieur  à une  limite  fixe  et  finie  L.  Donc  la  série  qui 
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forme  le  second  membre  de  l’équation 

z — t -t - f dx  fXtdx  -+-  J dx J'  Xdxf  dx JXtd.r 

+fdxf  Xdx  f dx fXdrfdxf  Xtdx 

• * * 

prolongée  à l’infini,  est  convergente  et  a précisément 
{>our  somme  l’intégrale  cherchée  z.  ' ’ • 

275.  On  peut  aussi  «développer  en  série  l’intégrale,  gé- 
nérale de  l'équation  Di  z — Xz  de  la  manière  suivante  : 
on  pose 

z = «o  -4-  «.  -4-  u,  ■+■ . . . -f- 

n ■ 

uQ,  u,,. . . , u„  étant  n + t fonctions  de  x qu’il  s’agit 
d«  déterminer , et  qui  sont  liées  entre  elles  par  l’équation 

Di  «o  -+-  D;«,  -t-  Di  u,  DJ.  utn)  , 

~ X«„  -t-  X»,  -f-  X//M  -f- . . . -f-  Xuf , « 


ou 


ï Di«  = ZXu. 


Admettons  encore  que  pour  x—  x„,  z et  z'  doivent  preti^ 
dre  des  valeurs  arbitraires  zQ , z, , et  que  les  inconnues  un, 
vérifient  d’abord  les  équations 

Di  «o  = o,  Di«,  = X«„,  l)i«,  = Xu,,...,  D>n^XH„_,. 

* 

Puis  intégrons  ces^équations  à partir  de  x„,  en  admet- 
tant que  M„et  u,  prennent  les  mêmes  valeurs  que  z et  s\ 
et  que,  par  conséquent,  les  équations 

H0  -f-  U , -t-  Uf  -t-  . . . -f-  Un  xz  Z,  Ue  -t~  Ut  -t-  fl2  -+^. . . -f-  U*  ~ %' 

se  réduisen  t,  pour  x = o-,, , à «0  = z„,  i/*  ;=  z', , 

.•  * 

«i  «»  = o,  u\  + #’,  +...  + Ii'a  — O, 

>•  w » 

supposons  enfin  que  l’on  ait,»  pour  x=  jrn, 

, < 

U,=0,  U,  «,  = o,  «,  =o,  »,=  o, o, 

45.. 
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u0  = i„  -+-  (x  — XQ\  = t,  «,  = J rlx J'Xtdx, 
u,  — J dx fXdx  f dx  f \td.r, 

Ui—  f dx J'Xdx’fdx Jy^dxf dx  f'Ktdx,...,  «4=...,  ll„  = ..., 

# les  intégrale?  étant  toutes  prises  à partir  de  x„. 

* La  valeur  ainsi  obtenue  pour  zne  satisfait  pas  propre- 
ment à l’équation  proposée 

Di*  = Xz, 
ou 

D,ua  D‘,  «t  -4- . . . -+*  D]  a»  =:  Xw„  -f*  Xw,  ’-t- . . -4-  X«, , 

o 

elle  vérilie  9eulem,cn  t celle-ci  « 

Dî  «„  -4-  D>,  . ■<+•  1>>„  = X«„  -4-  Xm,  -h  X«„_,  ; 

. j ■ ‘ 

mais  on  fait  vqfr,  à l’aide  de  raisonnements  tout  à fait 
semblables  à ceux  que  nous  avons  employés  ci-dessus, 
i°  que  la  somme  u„  -+-  u,  -4-  us  . . . 4-  ti„  tend  toujours 

* vers  une  limite  Ijnie  à mesure  que  n augmente  ; a°  que  si 

l'on  prend  un  nombre  suffisant  de  fonctions  u , , 

ut,\  . . , u„, . . .,  déduites  successivement  Tune  de  l’autre, 
comme  nous  l’avons  indiqué,  le  terme  X«„  pourra  deve- 
nir aussi  petit  que  l’on  voudra,  et  que,  par  conséquent, 
la  Valeur  z = «0  «1  +«!+•••+«»  vérifiera  alors 

l'équation  î)iz  — Xz. 

. 270.  Pour  suppléer  à quelques  omissions,  reprenons 

eucore  l’éqiBUiou  du  second  oi-dre  sans  second  membre 

• Dly  -t-  X,D,r  -4-  X.r  = o ; 

en  faisant  y — c^ldx  ^ on  la  ramène  à f équation  du  pre- 
mier ordre 

t),  z -4-  z*  -4-  zXi  -f-  X,  ==  o, 

que  l’on  intégrera  par  les  moyens  connus:  y,  dès  lors. 


» 
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sera  donné  par  la  série  *. 

( J'zdx )»  ( /z<4r)J  «. 

— 1 -+-  / zti*  4-  -4-  -f- . . . . 

J T 1 .2  1.2.3 

• 

JNous  avons  vu  que  lorsqu’on  connaît  une  intégrale  par- 
ticulière y,  de  cette  équation  .•on  peut  aisément  déter- 
miner la  seconde  intégrale  particulière,  et,  par  suite, 
l’intégrale  générale:  Il  suffit,  pour  cela,  de  poser  y — uy 
on  trouve , de  cette  manière , * 

f , r e~fX'dx  \ ' 

y = r,  f f . -f-  C, J ; — dx  J.  . 

V * 

^ , Si*  par  exemple,  ou  confiait  l’intégrale  particulière 
^ y — C,x  de  l'équation 


Di  r 

x(lx  — 1) 


o.r 


O, 


•r*  ( 1 x — 1 ) 

la  seconde  intégrale  sera  donnée  par  l’expression 


r r 

I tJ  ">->)  /‘eA(  <*—  *)  k /’  I.r  — 1 

f — dx  — a I — dx  — x I 

J x*  J x 1 J . x 1 


dx 


x\x 

— — =3  — ht', 

et  l'intégrale  générale  sera 

■ y = C,x -+-  C,  lx.  • 

« < 

Cette  méthode  s’applique,  ainsi  que  iiou»l'avdu»  dit, 
à une  équation  linéaire  quelconque.  Il  existe  un  moyen 
plus  facile  de  passer  de’ la  première  iulégrale  particulière 
à la  seconde,  et  qui  n’appartient  qu’à  l'équation  du  se- 
cond ordre. 

Considérons  les  deux  équations  . 

Di y -\ - X,  Dx  r -H  X*  = o,  Di^ , -4-  X,  , -+-  X,  = o ; 

1 . . 

multiplions  la  première  par  y,,  la  seconde  par  y,  puis 


.» 
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•retrauchons-les  l’une  de  l'autre,  il  viendra  ainsi 

_r,l>£.r  — + X,  (y  ,1),  y — rD,/,)=o. 

1 

Comme  en  faisant 

g-  j D,,v,  = «, 


— y Dir,  = D \ju, 

l'équation  qui  précède  prend  la  farme  très-simple 


d’où 


I),K  X,«  = O; 


= «-/*><** 


u = C,e 


y,  — yV,y,  = C,e 


— r ,.-/xi‘tr 


* 


On  saurait  intégrer  cette  dernière  équation,  qui  est  du  jr 
premier  ordre  ef  linéaire,  par  la  méthode  ordinaire  ; mais  } 
on  arrive  plus  rapidement  au  résultaient  remarquant  que,' 

le  premier  membre  étant  égal  à y]  D,  on  a 


IC  = C, 

r. 


e- J X.** 
~”rî  ’ 


et,  par  conséquent, 


» — J 

y — C'y,  -+-  C"  y,  I — — j— — dx. 

•"  y i 

Scolic.  L’équation 
* 

.r.Dx/  — .)  Dx/.=  C,e~J  X,<£r 

met  en  évidence  plusieurs  propriétés  de  l'équation  li- 
néaire du  second  ordre  sans  second  membre.  On  voit 
d’abord  que,  pour  une  certaine  valeur  de  x,  y et  sa  dé- 
rivée I)r  r '.tic  peuvent  être  nuis  en  même  temps.  En 
effet,  s'il  en  était  ainsi,  la  constante  arbitraire  C,  de- 
vrait être  nulle,  «c  qui  ne  peut  avoir  lieu  dans  le  cas  gé- 
néral. • . . 
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On  voit  (Ensuite  que,  entre  deux  valeurs  successives  de 
x,  xu  et  x, , qui  rendent  y,  nul,  il  se  trouve  une  valeur 
de  x qui  fait  évanouir  y.  En  effet,  si  l’on  suppose  la 
constante  C,  positive,  on  conclut  de  l'équation 

5 

>.D,y  - 

que,  pourx  = xa,  x — x,.yl)^  y,  < o,  et,  par  suite, 
que  y et  D,.  jq  sont  de  signes  contraires;  mais  très-peu 
après  xa  et  très-peu  avantx,,  D,  y,  a des  signes  contraires; 
donc  il  en  est  de  même  de  y , et,  par  suite,  y doit  s’épa- 
nouir au  moins  une  fois  dans  l'intervalle;  Réciproque- 
ment, entre  deux  valeurs  successives  de  x qui  annulent 
, y,  se  trouve  au  moins  une  valeur  de  x qui  lait  évanouir 
yt.  On  en  conclut  qui;  si  l’on  fait  croître  x d'une  manière 
continue,  depuis  — oo  jusqu'à  -f-oo,  les  deux  fonctions 
v et  y,  deviendront  nulles  toujours  alternativement.  Pay 
exemple,  l’équation 

Di  y -f-  y = o 

a pour  intégrale  générale  , 

y — C,  sin-r  -+-  C,  eus  j, 

et  l’on  vérifie  aisément  que  les 'courbes  y =sinx  et 
y — - costr  rencontrent  alteniativement  la  ligne  des  al>- 
scisses.  , , , * 

277.  Terminons  cette  analyse  complète  de  tous  les 
travaux  qui  ont  eu  pour  objet  1 intégration  des  équa- 
tions différentielles,  par  quelques  considérations  sur  les 
solutions  singulières. 

Supposons  que  l’équation  différentielle 

f[x,  y,D,.r,  DJy,...,Di7)  = /t-r>7»/'» /'»•••» 

àit  pour  intégrale  générale 

■ « ~ 

F(x,  y,  c,  , c,,  ci,.  . c,)=  o. 
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Si , entre  les  équations 


F = o,  D,F  = of  I>iF=  o,  ....  D;F=o, 

on  élimine  les  n constantes  et,  c, , c, , . . . . , cj,  on 
retrouvera  nécessairement  l'équation  proposée. 

Ainsi,  par  exemple,  l’équation 

i>’  y "1-  aX  — 1 = o 

a peur  intégrale  générale 

F = ay — l-(-cos.x|// a — (c,  sin.x  \/ a + c,,cos.xV//a)l/a=o, 
et  l'oh  en  tire 

— l/" aiinjci/"a — (c,  <os_rl/  a — c,sin.x\/a)a  = o , 

D’F=oD’ j-flCOS.xl/a-t-(r,sin_rl/n-|-c,cos.a:V//a)<j\/a=o; 

or , de  cette  dernière  équation  , jointe  à la  première,  on 
déduit  immédiatement  l’équation  proposée 

• ■ 

V>ly  -4-a  r — i=o. 


Cela  posé , concevons  que  l’on  différence,  par  rapport 
aux  constantes  c,  , ct  , ...  , c„  , les  n équations 

F = o,  D^FÈro,  D’F  = o , ....  d;~'F  = o, 

et  représentons,  pour  abréger,  par 

*dc  F,  Srf-D,F,...,  D»-F 

les  différentielles  obtenues,  on  arrivera  toujours  a l’é- 
quation proposée  : si , pour  éliminer  les  constantes . on 
emploie,  au  lieu ‘des  équations 

• % 

F=o,  D,f  = o,...,  l)"F  = o, 

m , « * 

t 

« 

» * 
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les  équations  nouvelles 


?i3 


F = o,  D,F  + 2rftF=o,  F + ïrf,D,F  = o,..., 

, 

d;f  + 'z4,jd^-f  = o, 

• • 

pourvu  que  l’on  ait 

ïdc  F = o , ldc  D,  F = o , . . . , idc  * F = o ; 

et  il  résultera  de  ce  qui  précède  que  si,  après  avoir  éli- 
miné entre  les  n équations 

Xdc F=o,  Srf.D.F  =o,  ïd'D]-'  F = o, 

& 

les  « — i rapports 

dct  dci  dc„_, 

dcn’  <lc„'  dcn 

de  manière  à arriver  à ttne  équation  différentielle  de 
l’ordre  n — i,  • 

♦ » 

<•.,  —,  c..D*r,  D'r»--- . d'-’  /)  = °> 

* 0 

on  élimine  de  nouveau  les  n constantes  c,,  c*,..*,  c„ 
entre  les  n équations 

f=o,  F = o,  D.Fco,.,,,  D"-’F=or 

> 

pour  arriver  à une  équation  différentielle  de  l'ordre  n — i 
indépendante  des  constantes 

X(x,  jr,  D^,  . . . , D ) = o; 


cette  dernière  équation  sera  en  général  une  solution  sin- 
gulière de  l'équation  proposée. 

♦ Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  l'on  ait 


Digitized  by  Googl 


4 


7*4  calcul  iMÉin.a. 

en  éliminant  les  constantes c, , c«  entre  les  trois  équations 
F = o,  D,F  = o,  D]F  = o, 
on  trouvera  pour  l’équation  diilerenlielle 
f{x,y,  Dx,  = 7 — xVxy 

+ pif  — Dij’-1  — (Dtf—  J Di  fY?=  o; 


on  a d'ailleurs 


i 

de 


• # * < y 

et  en  éliminant  le  rapport  entre  les  deux  équations 


/** 

1 - -f-  2f,  ■ 


\ a 

on  aura 


V 


a;  — ac,  — o , 


de, 

<ic% 


c X \ 1 

« ;=  — -f-  2 ct a:  ac,  = o ; * 

\ 2 ) 

enfin , si  l'on  élimine  les  constantes*^  , c, , entre,  les  trois 
équations 

f — o,  F s o,  D*  F = o , 
ou  arrivera  à l'équation 

=?•(*’  + ')  ■+■  ^ — l> H-  Ç D,^  = o, 

qui  sera  une  solution  singulière  de  l’équation 

/-JD,r+  ~ Dlf  — d;_t»  — fD,r  -*d;  r)‘  = c*. 

Il  esi  facile  de  voir  que  non-seulement  l’équation 

^ * 

z(*>  y,  D*r.  d^V)  = o 
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sera  une  intégrale  singulière  de  l’équation  différentielle 
f{x,  y,  D ,y,  D^y,..  D'‘xy)  = o, 
mais  que  les  intégrales  successives 

x,  (x.  y,  c',  Dty,  * . , = °>  , 


x>  (*j  D*r»— » = o, 

* 

• . • 

*►-.[*»  c'>  c">  ••■» 

* ’ 

de  cette  môme  équation  ^ = o,  seront  encore  des  solution.* 
singulières  de  l’ équation  y ±=  o.  Il  en  résulte  que  la  solu- 
tion singulière  la  plus  générale  contient  %u  plus  n — ï 
constantes  arbitraires  , ce  que  nous  savions  déjà. 

Il  arrive  quelquefois  que  l’équation  f = o ne  renfermé 
aucune  des  constantes  arbitraires  c, , c, q„  5 alors 
la  solution  singulière  ^ = o se  confond  avec  f = o.  Suppo- 
sons, jpar  exemple,  que  l’équation  différentielle  donnée 
soit  , . ; 

f=yx * T>\y  —%ix‘  D ,y*  -f-  6xj  D sy  — &y'  = o , 

son  intégrale  générale  sera  , », 


F 


et  l’on  aura 


xy 


e,y  — o, 


' V'  £“'D-r  = *'£+î=v:i 


de , 

on  trouvera 


f='D^-J  = o, 


l’intégrale  singulière  Sera 

. I dy  dx  » * 

. . * 3 j ~ ■ *;• 

* * 

en  l’intégrant  on  trouvera  une  seconde  solution  singulière 


= ex. 


\ 
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Si  l'équation  f=o  ne  renfermait  que  n — ni  constantes 
arbitraires  c, , c„ c„_m,  pour  arriver  à la  solution 
singulière  il  suffirait  des  équations  • 

f=o,  D7'F  = O,  i£~’f=o,. . d7"f  = o. 

■ * - '• 

Supposons  maintenant  que  l’équation  diüérentielle 

/{•r.  D^/)  = o 

1 , 
soit  vérifiée  non-seulement  par  l’expression 

X = F,  ( x, , c,,  r,,...,  c„)  = o, 

mais  encore  par  une  seconde  valeur  de  la  forme 

r .r-f-rp  = (*„), 

# • 

ni  étant  inférieur  ou  tout  au  plus  égal  à n , et  £ désignant 
une  quantité  très-petite.  L’équation 

/[*>  y,  y',  y",--,  r<")]  = ° # 

sera  vérifiée  non-seulement  par  les. valeurs 

y,  y,  y",---.  y(m\ 

mais  encore  par 


y -y-  <P,  y + «$  > y + >9 

et  l’on  aura  par  conséquent 
(df  _ _ df 


y 


(«). 


/,+  ' [dï  * + dÿ  *'+- 


i*  /«/*/  d'f  , 

- [ -n  — * ©'  > -f- . 

a w*  ^ 


JSL^U 

rfr(-)  * ) ^ 


*d*f  \ 

-■r  90  — f— . • • — t—  « B j 


dvd/ 


e,  désignant  une  nouvelle  quantité  infiniment  petite  qui 
s’évanouira  avec  s.  Mais  f — o ; donc  , en  divisant  par  s , 
puis  faisant  e = o,  on  trouvera 


df 


dy 


r (*->) 


* df  , d J' 


n 
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df 


7*7 


Cela  posé,  «u  le  coO'fficieut  — a une  valeur  finie  , ou  il 

est  nul.  Dans  le  premier'ca» , l’équation  qui  précède  sera 
de  l'ordre  n et  donnera  par'suite  pour  cp  une  valeur  ren- 
fermant n constantes  arbitraires ;* m sera  alors  égal  à n , et 
la  valeur  j-  = F,  üc  sera  pas  une  intégrale  particulière, 
mais  l’intégrale  complète  de  l’équation  proposée.  Dans  le 
second  cas,  l'équation  qui  donne  <f  sera  d’un  ordre  infé- 
rieur à n,  m sera  pluspetilque  n . F,  Sera  une  intégrale 
particulière  ou  singulière.  On  en  conclut  que  dans  le  cas 
qù  l'équation  f[x , y\  y", . . . ==  o admet  des -solu- 

tion s singulières,  on  a 
• df 


= I>H*>  / ~ ® : 


et  comme  ♦ r. 

df  = D tftlx  -t-  ï)jf  y'  tir  -f-  D/f.y  dr  -+■ . . . ■ 

-t-  Dk—  «)/.  jW  tir  -t-  t),  >/.  _)•( 

on  aura  aussi , dans  l'hypothèse  d’une  solution  singulière  » 
Brf-l-Drfy'+Dr'f-  r "4-  • • • -4-Drf—  ■)/.  jtW+DjrQ— 
et  par  conséquent' • 

r («•*>■=  D"+'v=.'°.  ■. 

J J o *■•**,•* 

» • 

Les  deux  équations 

O,  î * 


■V 


». 


» 

¥• 


fourniront,  dans  certains  cas,  des  solutions  singulière^  , 
alors  même  que  l’on  ne  connaîtra  pas  l’intégrale  générale. 
Exemples  : 

i°.  K/.+  m — al/ar*  -t-  D,jr  =t  o ,( 
ou 

y"  -f-  a<r  — x*  ■+- yJ  = o ; ' *i 

* ‘ , ' » 


f 
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on  peut  mettre  f = o sous  la  forme 

/—y"  WV-t-y  ’f-  l/xM-y  — 2 y ) = o, 

(le  sorte  qué 

...  :/£ -»'>->•  ■ . 

r ' • . ' 1 H . 

en  égalant  cette  valeur  à o,  on  trouvera 

<iy  ——  x*dx,  y = C,  — =-  : 

w -5  , 

t celte  valeur  de  y satisfait  à l’équation  proposée  et  en  est 
une  solution  singulière. 

2°.  /—  y y1 — y7 \S x* -f-  jr*  — a>  -H  x =0, 

* D r’f—y  — l/x*  -t-y  — a’ , 

d’oivx*  — a*  = o : mais  si  l’on  mettait  l’équation  donnée 
sous  la  forme 


f—  y y’  l/x'+y'—e’  — y 
on  aurait 


p (ar*  -4-  y*  — o1)  4-  x \/ x'y-y'—a' , 


et 


D y’/  — ( y — — «’  } l/x'-t-  y*—  <7*  = O , 

l’on  tirerait  de  cette  équation  non-seulement 

x*  — o1  o,  ■ 1 ■ - 


<■ 

mais  encore 


oit’en  tire 


r*  < -h  y*  — a'  — o. 

. 3r.  ay"1  —x"iÿy"  +1  = 0 

y"  * — r 


v"1 


* (^j"  — /.)  ’ 

en  exprimant  que  Cette  dérivée  prend  la  forme-,  011  aura 

— 1 =-o.,  xy"  — y’  = o, 


* 
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d’où  l’on  tire,  en  éliminant  y", 

y'%  — x1  = o,  dy  — ctLc , - y = C,  -trïr 


7*M 


4°.  Enfin 


xr 


« VA  + 7*  ; 


on  aura 


X — 


VA 


—,  a3 


et  par  conséquent 


« . 


d’où 


r' 


* i +/’  — aÿ  rx  0,  * , 


a'  — **’  ’ 


et  en  éliminant  j''  entre  Cette  équation  et  la  proposée  , oh 
obtiendra  les  deux  solutions  singulières 


y’  (a'  — x‘)  -i—  (x1  -+•  a *)’  — o r r1  -+-  x’ 


a*  = ».  <* 


Dans  tous  les  cas,  pour  savoir  si  les  intégrales  trouvées 
par  la  méthode  que  nous  venons  de  développer. saut  réel- 
lement des  intégrales  singulières!  cequityaura  de  mieux, 
comme  nous  l’avons  déjà  dit,  pe  Sera  de  chercher  si  oh 
peut  les  déduire  des  intégrales  générales  en  donnant  au\ 
constantes  des  valeurs  particulières. 

Nous  avons  emprunté  cette  méthode  au  Traité  élémen- 
taire de  Calcul  intégral  du  R.  P.  Car  a fia  r professeur  de 
Mathématiques  transcendantes  au  collège  romain.  Voici 
comment  le  géomètre  italien  procède  dans  le  cas  des  éga- 
lions différentielles  du  premier  ordre.  Soit 

/{£ . jr , y)=o  \ 

l’équation  diflèrentielle  donnée  que  npns  mettrons  sons 
la  forme 

ÿ+’p  (*>  y)  — 4-  frf*,-  .r ):—  <*,  ‘ ’» 
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et  soit  ' 0 

F(x,  y,  c)=o 

son  intégrale  générale  ; en  dilFérentiant  cette  dernière 
équation',  cm  trouvera 

DXF  H-  D^F.j'  =o, 

k 

et,  en  résolvant  par  rapport  à la  constante  c, 

% . . • . 

'*=  7>  /'); 

4 * > ^ 

cette  valeur  de  c,  substituée  dans  F(ar,  J,  c)  = o, 
donnera 

’F[*.  y,  k{ 7.  r')J  = 

ou , en  mettant  pour  y sa  valeur  — y (a.-,  /), 

y,  %(■*,  y * — *)1= 

cette  dernière  équation  doit  être  évidemment  une  équa- 
tion identique  0 = 0,  et,  par  conséquent  , l’on  aura,  en 
diftérentiant  tour  à tour,  par  rapport  à x et  à y, 

, ».  j*  , D,F  -f  (Dx&  D^F  — o, 

j DrF  -tr(D/ar-  Df  AiD^yJD^F  = o, 

ë 

d’où  l'on  tire 

D.F-hD^FD^  a_Ddt±lI**FD/* , 

D' * = ~D^F iTT^ ’ lrt~~  ~D^FD vT~  • 

Mais  toute  solation  singulière  entraîne  l’équation 

• ♦ /•  • V.  * - • ‘ _ J>  .**  * 

D.  F = o, 

C 'f  ’ • *.  * , 

et,  par  suite, 

Dj.  F = o ; 

donc  elle  entraînera  aussi  les  deux  équations 
' * D,(p=oc,  Vrç  = ïc, 

ét  ces  deux  équations,  ainsi  établies  à priori,  serviront  à 


Digitized  by  Google 


TRENTE-NEUVIÈME  LEÇON.  ' ^ai 

déterminer  les  solutions  singulières  d’une  équation  dif- 
férentielle dont  on  ne  connaîtrait  pas  l'intégrale  géné- 
rale. 

Exemples  : 

xdx  -|-  ydy  — dy\/ x2  -t-  y1  — a • 


D,y  = 


-y  - f-V/. 


x1  •+-  y'  — a’ 


on  a 


$>(*>  r)  — 


— y -h  ]/x2  -h  y2  — a2 


D.p: 


— y -+-  l/x*  -+-  y2  — a2 


(x'  -4 -y'  — a*)2  ( — y ■+■  V' x2  H-  y*  — fl1) 


DjrÇ  = — 


l / x2  + y2  — a‘( — y -f-  \/ x1  -4 -y* — a2) 
ces  deux  valeurs  deviendront  iuGnies,  si  l’on  a 
x2  -4-  y2  — n2  — o,  x2  — a2  = O. 

La  première  de  ces  équations  donne 
xdx  -+-  ydy  = o ; 


la  seconde 


xdx  — o : 


toutes  deux  sont  des  solutions  singulières  de  l’équation 
proposée. 


T.  il. 


/,(> 
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Imposition  d'une  méthode  nouvelle  cl  rigoureuse  d'intégration  d'un 
système  quelconque  d'équations  different  telles  simultanées  du  pre- 
mier ordre. 


278.  L’intégration  par  série  des  équations  différen- 
tielles  est  illusoire,  tant  qu’on  ne  fournit  aucun  moyen 
de  s’assurer  que  les  séries  obtenues  sont  convergentes , et 
que  leurs  sommes  sont  des  fonctions  propres  à vérifier 
les  équations  proposées,  en  sorie  qu’il  fallait  nécessaire- 
ment , ou  trouv  er  un  semblable  moyen  , ou  chercher  une 
autre  méthode  à l’aide  de  laquelle  on  pût  établir  géné- 
ralement l’existence  de  fonctions  propres  à vérifier  les 
équations  différentielles.  C’est  ce  que  nous  avons  fait 
dans  la  vingt-sixième  et  dans  la  trente-troisième  Leçon.  La 
méthode  exposée  est  rigoureuse  et  ne  laisse  rien  à dési- 
rer sous  le  rapport  de  la  théorie-,  nous  l’avons  d’ailleurs 
étendue  à un  système  d’équations  différentielles  d’ordre 
quelconque  dont  ou  peut  ramener  l’intégration  à celle 
d’équations  différentielles  simultanées  du  premier  ordre. 

279.  Sous  le  rapport  pratique,  et  sous  d’autres  points 
de  vue,  la  méthode  nouvelle  que  nous  allons  exposer,  et 
qui  est  due  encore  à M.  Cauchy,  présente  de  nombreux 
avantages. 

Soient  x,  y,  z,.  . . des  variables  dépendantes,  ou  des 
fonctions  inconnues  de  la  variable  indépendante  t,  de- 
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terminées  parles  équations  différentielles  du  premier  ordre 
dx  — F ,dl,  dy  = Y,dt,  dz  — Fydt, 


(D) 


ou 


| D,x  = F, , D,J'=F„  D,s=Fj,..., 
dx  dy  dz  dt 


| F.  F,  Fj  . • 
D,.r  D,y  D,  z 


t f1 


F, 


F, 


F,  *”• 


» » 


dans  lesquelles  F,,  F„  F3,...  désignent  des  fonctions 

connues  des  variables  x,y,  z,. . t.  Il  est  évident  qu’on 

n’ajouterait  rien  à la  généralité  de  ces  équations  en  écri- 

dt  . . , dt 

vanl  — au  lieu  de  — . 

F i 

Supposer  que  ces  équations  sont  intégrables,  c’est  ad- 
mettre que  x,  y,  z,. . t peuvent  varier  simultanément 
de  manière  à les  vérifier,  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
c'est  admettre  qu’en  désignant  par  t une  valeur  arbitraire 
de  t,  et  par  les  valeurs  correspondantes  attri- 

buées arbitrairement  à x , y,  z, . . . , les  variables  dépen- 
dantes sont  liées  à f par  des  équations  de  la  forme 

i . \ = .£>  *>  £>•••>  r>  f)>  y —Vi  ((>  i>  £>•••>  t,  t), 

'(  ,)\  S=*3(?,,,Ç,...,r,  t),... 

Ces  équations  seront  vraies  encore  quand  on  fera  t = r, 
et  puisque  £,  r,  Ç, . . • sont  les  valeurs  de  x,  y,  z,. . . 
eorresiKindantes  à la  valeur  rdc  /,  on  aura  identiquement  * 

I — ^l(!»  *1]  Ç,...,  T,  Tjf  1 — a (£i  A,  £,-»*,  ti  r), 

Ç = S,  £>•••>  r,  t),  . . . ; 

on  aura  de  même  évidemment,  et  pour  les  mêmes  raisons, 

y,  *»—i  l)>  y = Ti(zyy,  0>  * = ?j(x>.r> 

pi  (J’>  .fi  *»•  r)*  v — Pi  (x>  .fi  *»•••»  t,  r)i  ? = (■r»  J , s,. . j-\. . .. 

46.. 


3- 

* y* 

A-  ' 
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Le  premier  et  le  dernier  de  ces  quatre  systèmes  d’équa- 
tions sont  également  propres  à représenter  les  intégrales 
générales  des  équations  données  , et  admettre  l’existence 
de  l'un  de  ees  deux  systèmes , c’est  admettre  que  l’inté- 
gration des  équations  proposées  est  possible  et  réalisée. 

Admettons,  pour  fixer  les  idées,  que  le  système  d’inté- 
grales cherchées  est  représenté  par  les  équations 

...15  = ?.(•*>  r.  *»  — > G r),  * = 

r), 

que  nous  écrirons  sous  la  forme  plus  simple 

i = t„  i = f„  Ç=  fs, 

Désignons  par 

« =/(*,  ) 

une  fonction  déterminée  des  seules  variables  x , y,  z,..., 
et  par 

*=/(«,  »,  £,••.),  u=/(f„ 

ce  que  devient  la  fonction  u quand  on  y remplace  les  va- 
riables x,  y,  z,. . . , i°  par  les  valeurs  arbitraires  Ç,  n, 

. . . ; 20  par  les  fonctions  f, , f„  f,, . . . ; U,  ainsi  que  f,, 
f,,  f„  dépendra  uniquement  des  quantités  x,  y,  z,. . 
t , r , et  se  réduira  identiquement,  pour  t = t,  à la  nou- 
velle constante  arbitraire  désignée  par  v.  De  plus,  en 
vertu  des  équations  (/,),  on  aura  nécessairement 

/(4,  »,£>•••)  =/(f.,  f..  fc,.  ■ •)>  ou  5 = *- 

Cela  posé,  il  est  facile  d’établir  les  trois  propositions  sui- 
vantes, qui  servent  de  base  à la  nouvelle  méthode  d’inté- 
gration. . 

280.  1"  Théorème.  L’expression  U = C,  C étant  une 
constante  arbitraire,  et  U une  fonction  des  seules  varia- 
bles x,  y,  z, ... , te  t r,  11e  pourra  être  une  intégrale  des 
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équations  données  (D) , qu'autant  que  la  valeur  s = U 
sera  une  intégrale  particulière  de  l’équation  aux  dérivées 
partielles 

(C)  Or  s ■+■  F i D.  s -4-F,  T)j  s + F 3 Dj  s *4-  • • • — o. 

En  effet,  U — C ne  pourra  être  une  intégrale  des  équa- 
tions données  , qu’autant  que  les  valeurs  d eT,  j,  z, . . . , 
tirées  des  équations 

1 — fi  » * = Ç = f j » • • • » 

ou 

•r— :Pi(i)ï)Ç>TiO>  1 — )•  • • 1 

réduiront  U,  non  à une  fonction  de  t,  niais  à une  con- 
stante arbitraire;  et  U,  d’ailleurs,  ne  pourra  être  réduite  à 
une  constante  arbitraire  qu'autant  que  sa  différentielle 
totale , par  rapport  à t , étant  nulle , on  aura 

T)/ U -f-  O.  U D|X  -H  D,U  D(  y -4-  D,U  Dr  2 -4- . . . 2=  o ; 

ou,  en  substituant  à D, x,  D,^,  D, z,..  leurs  valeurs 
tirées  des  équations  (D) , 

DrU-t-F.D.U  -f-  F,D7U  -f-  FjD,U  -4-, . .=  o. 

Cette  dernière  équation  doit  d’ailleurs  être  une  équation 
identique  0 = 0,  car,  sans  cela,  elle  établirait  entre  les 
seules  quantités  X,y,  z, . . . , l et  t une  certaine  relation, 
et  cette  relation  serait  une  conséquence  nécessaire  des 
équations 

l — fi,  1 = f.,  Ç = fj> 

Or,  cela  ne  peut  être,  car,  par  hypothèse,  ces  dernières 
équations  sont  vérifiées  par  des  valeurs  entièrement  arbi- 
traires de  x,  y , z,...,  t,  r,  et  par  les  valeurs  de  £,  n, 
déduites  à l’aide  des  mêmes  équations  des  valeurs  attri- 
buées à x,  y,  z, . . . , t et  r.  De  sorte  qu'il  est  absurde  de 
supposer  que  l'on  puisse  éliminer,  entre  ces  équations, 
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les  variables  £,  n,  . . pour  arriver  à une  relation  entre 
les  seules  quantités  x,  y,  z, . . . , t et  r.  L’équation 

(A)  D,U  4-  F,  D,U  -+-  F1D/U  -+-  F3  D,  U H 

ne  peut  donc  être  en  réalité  qu’une  équation  identique 
exprimant  que  s = U satisfait  à l’équation  (C)  ; donc 
réellement , pour  que  U = C puisse  être  une  intégrale 
des  équations  proposées , il  faut  absolument  que  s — IJ 
satisfasse  à l’équation  aux  dérivées  partielles  (C). 

Scolin.  Si  l'on  nomme  u la  valeur  particulière  (pie 
prend  la  fonction  f quand  on  y pose 

celle  des  intégrales  générales  des  équations  proposées  qui 
seront  de  la  forme  L = C se  réduiront  nécessairement, 
d’après  ce  que  nous  avons  dit,  à U = u,  et  alors  aussi  la 
valeur  s = U — u sera , en  même  temps  que  la  valeur 
s = U,  une  intégrale  particulière  de  l’équation  aux  déri- 
vées partielles.  Donc,  i°  pour  savoir  si  les  équations  pro- 
posées peuvent  admettre  une  intégrale  générale  de  la 
forme  U = C,  il  suffit  d’examiner  si  la  valeur  s = U ou 
s = IJ  — u fournit  ou  non  une  intégrale  particulière  de 
l’équation  (C)$  a°  v désignant  une  constante  arbitraire  et 
U une  fonction  des  variables  x,  y,  z,. . t qui  ait  la 
propriété  de  se  réduire  pour  une  valeur  particulière  t de 
la  variable  t à une  fonction  donnée  de  .r,  y,  z, . . . , sa- 
voir, à n = J (x,  y,  z,.  . .).  Pour  obtenir  celles  des  ex- 
pressions U = u qui  pourraient  satisfaire  aux  équations 
proposées,  il  faudra  égaler  à o la  valeur  de  a qui  a la  dou- 
ble propriété  de  vérifier  l’équation  (C),  et  de  se  réduire  à 
u — u pour  t — r,  ou  bien  encore  il  suffira  d’égaler  à u 
celle  des  intégrales  de  l’équation  (C)  qui  a la  propriété  de 
se  réduire  à u pour  t = r. 

281 . î"'  1 hcorème.  Pour  obtenir  celles  des  valeurs  de 
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i — f. . 1 = f>>  C = fji 

qui  peuvent  former  un  système  d'intégrales  générales  des 
équations  proposées,  il  suffira  de  chercher  les  diverses  in- 
tégrales particulières  de  l’équation  (C),  qui  ont  la  pro- 
priété de  se  réduire,  pour  t = r,  à l'une  des  variables 
x,  y , z ... . 

Ce  théorème  est  un  corollaire  du  précédent;  on  l’en 
déduit  immédiatement  en  remplaçant  tour  à tour  la  fonc- 
tion f(pc,  y , z,...)  parx,  y,  z,. . . . Dès  lors,  si  l’on 
désigne  par  s — f,,  s = f,,  J=fs,...  les  diverses  inté- 
grales de  l’équation  (C)  qui , pour  t = r , se  réduiront  à 
l’une  des  variables  x,  y,  z,....  On  vérifiera  encore 
cette  même  équation  (C),  en  attribuant  à .«  l’une  des  va- 
leurs 5=  f, — £,  s = f,  — tj,  s ==  f, — Ç,...  et,  en  éga- 
lant à zéro  ces  dernières  valeurs  des,  on  obtiendra,  sous 
la  forme  cherchée,  les  intégrales  des  équations  propo- 
sées (D). 

282.  3mc  Théorème.  Réciproquement,  l’intégration  gé- 
nérale de  l'équation  (C)  entraîne  l'intégration  générale 
des  équations  (D),  et  pour  obtenir  les  intégrales  généra- 
les de  ces  dernières  équations,  il  suffit  d’égaler  à des  con- 
stantes arbitraires  £,  >5,  les  valeurs  f, , f, , f, , ...  de  s 
qui  ont  la  double  propriété  de  vérifier  l’équation  (C)  et 
de  se  réduire  à x,  y,  z,. . . pour  t = t. 

Démonstration.  En  effet,  on  obtiendra  de  cette  manière 
les  équations 

P=f,=(pI(ar,J,i,...,f>r),  ),  £=fj  z=<pi(  ),..., 

en  vertu  desquelles  x,  y,  z, . . . , seront  des  fonctions  de  t 
qui  pour  t — t se  réduiront  respectivement  à £,  tj,  £,.... 
Cela  posé,  puisque  f,  est  une  intégrale  particulière  de 
l’ équation  (C),  on  aura 

D,f,  -f-  f , Dj  f,  -f-  F,  D,f,  -t-  FjDjf,  -H . . . — o . 
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D’ailleurs , eu  faisant  varier  x,  jr,  z,. . . avec  t,  on  ti- 
rcra  de  l’équation  f,  = £ 

D|f|  -t-  DjfjD(X  + D^f,  D,j^  "f-  Djf|D(2  + * . . — o* 

En  éliminant  D,f,  entre  ces  deux  équations  et  opérant  de 
même  par  rapport  à f, , f, , . . . , on  trouvera 

Di  f. (D, x — F ,) -H  Dr  f,  (D,/ — F,)  -t-  D,  f,  (D, z — F3) -t- . . .=0, 
D,  f,  (D, x -F.)  + D,  f, (D, ^ — F.)  + D,  f , (D,  * — Fj) + . . . =0 , 
Di  f3  (D,  x —F,)  H-  D,  f3  (D,y  —F.)  -+-  D , f}  (D,  z — F3)  -f- . . . =0 , * 


Si  l’on  combine  entre  elles  par  voie  d’addition  ces  der- 
nières équations  après  les  avoir  multipliées  par  des  fac- 
teurs choisis,  de  manière  que  toutes  les  différences 

D, x — F , , D,  y — F,,  D,z  — F3)... 

se  trouvent  éliminées,  à l’exception  d’une  seule,  etsil’on 
fait 

K = Di  f,  D7  f,  D,  f3. . . — Drf,  Di  f,  D,  f3...  + . .. , 
il  viendra 

K(D,x  — F.)  = o,  K(D,r-F,)  = o,  K(D,z- F3)=o; 

or  la  fonction  de  x,  y,  z,...,  t,  représentée  parK,  ne  sau- 
rait être  généralement  nulle,  car  elle  se  réduit  à l’unité 
ainsi  que  Dxf, , D,f, , D, f, , pour  t — t,  puisqu’alors 

f,  = x,  f,  = y,  (j  ~ z , . . . ; 

on  devra  donc  avoir  nécessairement 

D,x  — F,  = o,  D,y  — F,  = o,  D,*  — Fj  = o, . . 

ou  enfin, 

D,  x = F, , D,x  = F,,  D,z  = F3,..  j 

les  équations  f = f, , rj  = f,,  £ = f, vérifie- 

ront par  conséquent  les  équations  proposées , et  seront 
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leurs  intégrales  générales.  Ces  intégrales  d’ailleurs  sont 
telles,  qu’étant  donné  un  système  de  valeurs  des  variables 
X,  y,  z, t,  elles  fournissent  immédiatement  les  nou- 
velles valeurs  £,  r, , £,...  que  prennent  les  variables 
dépendantes  pour  une  nouvelle  valeur  r de  la  variable 
indépendante. 

Scolie.  Les  intégrales  générales  des  équations  (D)  étant 
obtenues  comme  on  vient  de  le  dire,  et  représentées 
par  les  formules  (/,  ),  la  formule  U = v,  dans  laquelle 
U^y^f,,  f,,  f,,...)  désigne  une  fonction  quelconque 
de  f,,  f,,  fj,...,  représentera  une  nouvelle  intégrale 
générale  des  équations  (D)  : et,  pour  obtenir  cette  nou- 
velle intégrale,  il  suffira,  comme  nous  l’avons  vu  , d’é- 
galer à une  constante  arbitraire  u celle  des  intégrales  par- 
ticulières de  l’équation  (C)  qui  a la  propriété  de  se  réduire 
à “=/(*>/>  z>  ■ • -)  pour  t = r. 

Exemple  : Supposons  que  les  équations  données 
soient 

dx  = xdt,  dy  = y de,  dz  — zdt, . . . , 

on  aura 

F,  = x,  F,  = y , Fj  = *,...} 
l'équation  (C)  deviendra 

|D,j  x D*  s -t-  y D,  s ■+■  z D,  s -t-  . . . = o. 

Les  valeurs  s ==  xe  , s = ye  , s = ze  , , 

jouissent  évidemment  de  la  double  propriété  de  vérifier 
l’équation  aux  dérivées  partielles  , et  de  se  réduire  pour 
t — 7,  à x,  y,  z,. . . 5 les  intégrales  générales  des  équa- 
tions proposées  seront  dès  lors 
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Dans  ces  dernières  formules,  £ , r, , Ç , . . . peuvent  être 
considérés  comme  représentant  les  constantes  arbitraires 
introduites  par  l’intégration. 

Plus  généralement  : comme  en  désignant  par  u une 
fonction  homogène  quelconque  dex,  y,  z, , du  pre- 
mier degré,  ou  a 

iD,#  + u 4-  zD,u  = u , 

le  produit  ue*(T—  aura  la  double  propriété  de  vérifier 
l’équation  (C),  et  de  se  réduire  à 

“ =/(■*,  X . *.•••) 

pour  t — t ; donc  l’expression 

» = «c*  (*~0  ou  « = vrk  ('■-*) 

représentera  encore  une  intégrale  générale  des  équations 
données. 

283.  Posons,  pour  abréger, 

F,  DjS-f-F, Dj.j4-F3D.L-l-. . .=DimD,xH-D/xD,/4--  ■ .=Frwr, 
et  servons-nous  du  signe  caractéristique  So  a pour  indiquer 
l’intégrale  définie — j Fds  dl,  de  sorte  que  l'on  ait 

S0s=—(  (F1D^4-F1D/y4-F3DJL4-.  • .)dt= — f FD*«*[*], 
J T J T 

s étant  d’ailleurs  une  fonction  quelconque  de  x,  jvs,. . 

On  tirera  dès  lors  de  l'équation 

D/ U -f*  F 1 D,U  -f-  F , Dr U -f-  F 3 D,  U -f  • • • = ° » 


[*]  Au  lieu  des  notations  Fim,  Si»*,  qui  indiquent  tout  naturellement, 
il  me  semble,  une  fonction  de  dérivées  partielles,  et  la  somme  ou  inté- 
grale d'une  expression  composée  de  dérivées  partielles,  M.  Cauchy  a 
choisi  les  notations  Q SJ  *•  ^ m’a  été  impossible  «le  les  admettre,  à 
cause  de  leur  étrangeté , et  surtout  parce  qu'en  même  temps  qu'elle»  ne 
disent  rien  à l'esprit,  on  peut  à peine  les  énoncer. 
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intégrée  par  rapport  à /'et  à partir  de  t — r, 

U — u — SdU=o,  U = «4-SdU. 

Si  dans  le  second  membre  de  cette  dernière  équation 
on  substitue  une  ou  plusieurs  fois  de  suite  à la  fonction  U 
sa  valeur  tirée  de  cette  même  équation , alors,  eu  écrivant, 
pour  abréger,  S|>U,  SpU, au  lieu  de  SuSuU, 
SdSdSd U,  etc.,  on  trouvera 

U = “ 4-  SD  u -f-  SiU  = « 4-  Sp  « 4-  Sp  « 4-  SJ  a = . . . , 

et  généralement 

U = « -t-  Suu  4-  Sp«  4- S’, «4-  Sî>«  . .sa-' u 4-  SJ,  «, 

n étant  un  nombre  entier  quelconque.  Si  dans  cette  der- 
nière équation  le  terme  Sp«  décroît  indéfiniment  pour  des 
valeurs  croissantes  de  n,  la  série  du  second  membre  sera 
convergente,  on  aura  simplement 

U=«+Sn«  + S’u  -+-  S’  u ■+■  S'D  u -4- . . . ; 

par  suite,  la  formule  U = u,  propre  à représenter  une 
intégrale  quelconque  des  équations  proposées  , deviendra 

u -f-  Sd  u -+-  Sp  « 4-  Spa  -f-  . . . =u; 

et  comme , dans  le  cas  où  SD  désignerait  non  plus  un 
système  d’opérations  à effectuer  sur  une  fonction  don- 
née , mais  une  quantité  véritable,  on  aurait 

> 4 Sd  4 SJ  4Sn  4 . • • = 


-Sp’ 


1 intégrale  générale  pourra  être  représentée  sous  la  forme 
s\  ni  bolique 


1 — S, 
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D’ailleurs,  comme  de  l’équation  qui  donne  en  série 
convergente  la  valeur  de  U,  on  tire 

SpU  — Sq(u  -h  Sdw  -t-S&u  + S&K-+-  ••■) 

~ So  u S 5 u -f-  S i)  u + . • • — U — u , 

il  est  clair  que  la  valeur  de  U,  fournie  par  cette  équation, 
vérifiera  la  formule  U — u — SDU  = o,  et  par  suite  la 
formule  (C),  tant  que  la  série  sera  convergente.  On  peut 
donc  énoncer  le  théorème  suivant. 

4me  Théorème.  Tant  que  la  série 

K,  Sd“,  Sd«,  S qU,  . . 


sera  convergente,  la  formule 


(I,)  a-t-SDa  + Suu  + Sè«4-...=«'  ou  a;  u 

I b D 

est  propre  à représenter  l’une  quelconque  des  intégrales 
générales  des  équations  (D). 

281.  Lorsque  F, , F,,  Fs,...,  et,  par  suite,  Fn s , ne 
renferment  pas  explicitement  la  variable  indépendante 
t,  mais  seulement  les  variables  dépendantes  x,  y,  -z,..., 

alors, ensubstituantàj,dansl’équationSoA= — J F Dsdt, 

la  fonction  u qui  ne  renferme  pas  non  plus  la  variable  t , 
on  tire  successivement  de  cette  équation 

Sd«  = — J F Dudt  = — F gu  | dt  = (t  — r)Fo«, 
Sè«=  — J'  (r—  t)Fb<‘dt=—  Fbuj'  (t  — t) 


dt 


i . •>. 


fit  généralement 


(r  — rl  " 

S"tt  = 7ç— — Fin. 

n i .3.3. . n n 
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En  vertu  de  cette  dernière  équation , l’intégrale  quel- 
conque (I,)  des  équations  (D)  devient 


.'_ZiFD(,+(l=I^FSa. 

I ! .2 


= o ; 


et  comme  dans  le  cas  où  Fn u représenterait,  non  plus  un 
système  d’opérations  à effectuer  sur  une  fonction  donnée, 
mais  une  quantité  véritable , on  aurait 


i+- -F 


+ (T  ~ V F*  -^-OPi» 
d ^ i .a  o ^ ’ — ’ 


l’intégrale  pourra  être  présentée  sous  la  forme  symbo- 
lique 

(I.)  f(-r-  <)Fdu 

On  arrive  de  cette  manière  au  théorème  suivant. 

5“c  Théorème.  Lorsque  les  fonctions  F,,  F,,  F,, ...  ne 
renferment  pas  explicitement  la  variable  indépendante  t , 
l’équation 

(I.)  u -h  — — - Fd  u F’  «+...  = », 

OU 

e(r  - OFd  „ — b> 

est  propre  à représenter  une  quelconque  des  intégrales 
générales  des  équations  (D),  tant  que  la  série 


u t 


Ft  >«, 


est  convergente. 

Scolic.  Si  des  formules 


> -Sr 


t/'*  ^*'«1  = », 


on  veut  déduire  les  intégrales  générales  des  équations  (D), 


Digitized  by  Google 


CALCUL  INTÉGRAL. 


«734 

présentées  sous  la  forme  £=f,,  r>= f„  £ = fS). 
étant  ce  que  deviennent  x,  y,  z,. . . considérées  comme 
fonctions  de  la  variable  indépendante  t,  quand  cette  va- 
riable indépendante  reçoit  une  nouvelle  valeur  r,  il  suf- 
fira de  poser  successivement  dans  ces  formules 

11  — x,  u — 5,  u = y,...,  o = s,  uz=z,  #=£,...; 

les  intégrales  générales  des  équations  proposées  seront 
donc  représentées,  dans  tous  les  cas,  par  les  formules 


( I'x!)  { = 


1 —S»’ 


et , dans  le  cas  où  F,,  F,,  F,, ...  ne  renfermeraient  pas 
explicitement  la  variable  t,  par  les  formules 

!{=f('r-,)FDx>  „_r(T-r)FnJ)  £ = e(*- 

ou 

i=x+  — Fàx  + . . . . 

1 1 .a 

Prenons  encore  pour  premier  exemple  les  équations 

riz  — xdt,  dy  = y rit,  riz  — zrit , 

on  aura 

F,D,«  -t-  F,D,u  -t-  FjD,u  = .rT)tu  -+-  y X)rn  -+-  ;D;u  Fr,u. 

Si  d'ailleurs  on  prend  pour  u une  fonction  homogène  du 
premier  degré  en  x,  y,  z, . . . , on  aura  identiquement 

xDxm-  ;Dr«  + »D,«  u,  F Du  = u, 

et  l’on  pourra  poser  simplement  Fd  = 1 ; et  comme  d’ail- 
leurs F,,  F„  F„. . . ne  renferment  pas  explicitement  t , 
les  intégrales  générales  cherchées  seront 

Çrr.rr"-',  , = £ = ***-',  ... 
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285.  Lorsque  dans  l’équation 

F,  D,j  -+-  FjD^i-f-FsD^-f-,  . .=  Fd-»i 

on  remplace  s par  u,  il  vient 

F , D,  u -+■  F,  Dr  u -f-  F3  D,  « -4- . . . = Fi)  «, 

et  si  Fj,  F„  F„. . . ne  renferment  pas  explicitement  /, 
en  désignant  par  k une  quantité  constante,  et  choisissant 
la  fonction  u de  manière  à vérifier  l’équation 

F,  D,  11  F,  D,  « -t-  Fj  D,  « -I-  . . = k u, 
on  aura  identiquement 

Fd«  = kit, 

et  la  formule 
réduite  à 

0 = uek(t  — i),  ou  u = n*4(*  — t),' 

sera  propre  à représenter  une  intégrale  générale  des 
équations  proposées. 

Pour  donner  une  application  de  ces  formules,  considé- 
rons les  équations 

dx  = (a,x  -f-  b, y -+-  c,z  -4-...)**, 

dï  = («.*  -t-  b, y ■+■  c,z 

dz  = \a3 x -t-  b3y  -+-  c3z  -+-  ..)<//, 


^1»  C'n  • • • , «»•>  c„...  étant  des  quantités  con- 

stantes, on  devra  avoir 

/i  \ ^ / . du 

{a,x-\-b,y+c,z+...)  — -it-(a,x+b,y-yc,z-{-...)~  ku, 

et  I on  vérifiera  cette  équation  en  posant 
u = xx  -y  ft y -g  .s  4- ...  , 

pourvu  que  À.  p,  v,. . . désignent  des  facteurs  constants 
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propres  à remplir  les  conditions 


fl,A  + 4-  — AA, 

b, X  4-  b,f*  b)t  4-.  . = kft, 

c,  A 4-  c,ft  4-  C3*  4-...=  kr. 


( a , — k)\  4-  4-  û3*  4* • . • — O, 

b,  A4-  ( b , — /■)/«  4-  ^3»  4-.-.=  o, 

Ci*  4-  ctfi  4-  (C3  — X)»  4-...=  o, 


desquelles  on  déduit , par  l’élimination  de  X,  p,  v, . . . , 
l’équation 

(a,  — k)(pt  — k)  (c3  — k).  . . — a,b,  (c}  — /•)... 4-.  ..  = o, 

qui  renferme  la  seule  inconnue  k , et  dont  le  degré  est 
égal  au  nombre  n des  variables  x,  y,  z, . . . . Les  n ra- 
cines de  cette  équation  fourniront  n systèmes  de  valeurs 
pour  les  coefficients  X,  p,  v, . . . , et  les  intégrales  géné- 
rales des  équations  données  se  trouveront  toutes  comprises 
dans  la  formule 

« = **<—*>, 
ou 

\x  4-  u y 4-  » * 4-  — = (*  h 4-  M + » £ 4- . . . ) c*  ^ 

Si  aux  équations  que  nous  venons  d’intégrer  on  substitue 
les  suivantes 

dx  = [a,x-+-  bty  4-  c,*4-  . . . 4-/,  (f)]  dt, 
dy  ==  [<J,r  4-  b,y  4-  c,z  4-  . . . -+-/«(<)]  dt, 
dz  = [fl3r  4-  biy  4-  C3*  4-  . . . 4-/3  (*)]  dt , 


fi(0 1 /.  W’  J » (0»  • • ■ étant  des  fonctions  quelconques 
de  la  variable  t:  alors,  en  supposant  toujours  la  fonction  11 
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déterminée  par  la  formule  fxy-\-vz-\-.  . choi- 

sissant les  quantités  X , p, , v , . . . de  manière  à vérifier  les 
mêmes  conditions  que  ci-dessus;  et  faisant  pour  abréger 

\fi  (*)-+- A*/» (t)  + ’/i M -+-  • • • — /(O» 

■ , V 

* 

on  trouvera 

ri  ri  j 

Fd «=  So«= — I Fd udt=A(r — t)u — 1 f(t)dt , 

«/T  «/T 

si«  — ^ a * (*•  t)f.{t)dty 

# 

pti-ty  r,*’ÏT  — t)'  , . , 

Sd““  7.  a.  3 “ J,  ,.a  -M*- 

* 

et  l’équation 

7 

— = //-+-  So«  “+•  SJ  u -+-  Sf)  u -f- • • . — y 

i — Si) 

donnera 

- 

r 7/  , k'ir  — r)'  , q 

o ~ u I i -f-  fi  (t  — f)  H-  — — ■ — -f-  * * * ! 

* 

. ..  + **£*+■■■] 

/(')  àt,  /» 

ou , ce  qui  revient  au  même , 

• 

» = u À”  ~ 0 — f «*(’'-  ,'>/(c)dr, 

ou  -, 

' - 

ue~kt — •e~~k't  = f»-"*1  c/f, 

•/  t 

ou  enfin 

* ‘ 

- » * - V 

Ax  -4-ftT  -+-**-+-•••  = (a£  -t-  >£-K..)e*('r— 

• • 

* . ‘ + 1*‘ J'  ê-*<[A/,  (/)  -4-  ^/,  (/) 

. . . } rft. 

T.  u. 

% 

t 

4r 

* 

* 

•*  •• 

> 

t 

» ^ • 
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Les  diverses  équations  que  comprend  cette  dernière  for- 
mule , eu  égard  aux  n valeurs  qu’on  peut  attribuer  à la 
constante  k,  et  par  suite  à X,  jjl,  v,.  . présentent  le 
système  des  intégrales  générales  des  équations  proposées. 
Si  deux,  trois,. . . racines  de  l’équation  en  k deviennent 
égales  entre  elles,  les  deux,  trois,. . . équations  corres- 
pondantes à ces  racines  coïncideront  et  devront  être  rem- 
placées , comme  il  est  facile  de  le  prouver  par  l’une  d’entre 
elles,  jointe  à l'équation  dérivée  du  premier  ordre,  ou 
aux  deux  équations  dérivées  du  premier  et  du  second 
ordre  qu’on  obtiendra  en  ditîêrcniianl  une  ou  plusieurs 
fois  de  suite  les  deux  membres  de  l’équation  conservée  par 
rapport  à la  seule  quantité  k. 

Pour  montrer  une  dernière  application  de  la  formule 

= v , supposons  les  équations  (D)  réduites  à une 

1 — S„ 

seule  qui  soit  du  premier  degré  par  rapport  à x et  de  la 
forme 

. te  = [/(r)  + dt, 

f(t),  F(i)  étant  deux  fonctions  quelconques  de  t : on 
’ aura  dans  ce  cas 

F,  =/{t)  + xF(t)  , Fn«  = [/(t)  + a-F(/)] 

S D«  = — \/(t)  -h  x F(t)  ] ^ dt , 

et,  par  suite,  en  faisant  u — X, 

X = — f‘  F(t)dt  -K F{t)  j'  F(t)  dt.-dt — . . .j 

—J*  f(t)  fi  — f ‘ F{iytt  -h j ‘ F(t) J'fu) dt.dt^- ...J*. 

/•( 

D’autre  part , F (>)  étant  la  dérivée  de  I F(t)*dt,  on 
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7^9 


aura 


f,  *(')£'(*)*■  '*  = “[  f[  *(»)*]’. 

fr  FWf+(‘)j'm*-*-*  = 7^73  [f‘*(  t)  rfl]\ 



'•  '•••••»  1 • 

et , par  suite, 

» * , * 

' — / F(t)dt  + f‘  F(t)  F(t)  dt  dt  — .... 

J T J? 

= . -X>(<}*  + ;[/>(<)'*]■— 'M* , 

<lonc  1 intégrale  générale  sera  donnée  par  l’équation 

-/*'*»*  r,  — r*  p(t)4i 

Z=xe  J y - / <f(t)c  J-  dt. 

Dans  les  divers  exemples  què  nous  venons  de  passer  en 
revue,  la  formule  (I.)  fournit  pour  les  équations diflëren- 
tiellcs  proposées  les  intégrales  connues,  celles  auxquelles 
avait  été  conduit  par  les  diverses  méthodes  précédemment 
on  développées. 

28(i.  Il  est  facile  de  prouver  que  la  formule*/  ^Dti=:v 
continuera  de  représenter  une  intégrale  générale  des  équa- 
tions (D),  si  u devenant  une  fonction  explicite  de  toutes 

les  variables  .r,  jr,  z t , on  détermine  Fno,  non  plus 

à 1 aide  de  I équation 

Fd“  = F,Dxo  -t-  F,  D,«  -f-  FjD.u 
. **' 
mais  à l’aide  de  la  suivante 

; M 

Fd«  = D,«  4-  F,  Dx«  4-  F,  Dr  u 4-  F 3 D,  u 4-  .. 
pourvu  toutefois  que  la  série 


T — ‘ - («•  — ‘)‘ 


11 . F d a , 

N 


l 


F D II,.  . . 


47-- 
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reste  convergente , et  que  l'on  désigne  par  v la  valeur  de  « 

correspondante  aux  valeurs *,  Ç * des  variables 

XtJt  z t.  En  effet,  si,  dans  cette  dernière  hypo- 
thèse , on  pose  , • ' 


U e=  « -t- Fi,u  -t- 

• i 

comme  on  aura  généralement 

(r 


Fi, 


t . (r  — t'f  1 (t  — t)"  1 

1 p"  « = -i ^ — F u « 5 — -, ;to*i 

1 1.9.3  ...n  1.9.3.. .(»  — 0 


on  en  concJura  FDU  = o,  ou,  ce  qui  revient  au  même  , 

*• 

D,U  -+-  F.D^U  -I-  F,D,U  -+-  FjD.-U  -4-  - • = o. 

Donc,  dans  l'hypothèse  admise,  J:  = U sera  une  inté- 
grale particulière  del  équation  ( C),  et  la  formule 

U — « , ou  »- 1-- Ff»“.  + . .^=», 


ou 


,)Fo„ 


* « - 

sera  une  intégrale  générale  des  équations  (D). 

Au  reste,  on  peut,  dans  la  même  hypothèse,  déduire 

directement  des  équations  (D)  la  formule  e T ~ D«  = », 
à l’aide' de  la  formule  de  Taylor.  En  effet,  u étant  une 
fonction  quelconque  de  la  variable  indépendante  t,  et 
des  variables  dépendantes  jr,  y,  hées  à t par  les 

équations  (D),  on  aura,  en  vertu  de  ce&équations,  jointes 
à laformule  qui  définit  la  fonction  Fn«, 

du  = Fnu.dt,  rt  Fdh  = F ,i!t,  rf.FiW  = F&u.dt, 

et , par  suite , 

du=?nudt,  tl’H  F?)(£  . , (Pu  = Tùu.dt3, 

D'ailleurs  si  l’on  nomme  v une  nouvelle  valeur  de  u,  cor- 
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respondante  à une  nouvelle  valeur  r de  la  variable  indé- 
pendante t,  la  formule  de  Taylor  donnera  pour  les  valeurs 
de  la  différence  r — t,  qui  permettront  de  développer  u 
en  une  série  ordonnée  suivant  les  pu i «fiances  ascendantes 
et  entières  de  cette  différence, 


— u -y  r-  — - du  -y-  ' -/-  d *U  • 


dt 


t . i.  dt  ’ 


(r  ~ «)» 

1.2.3  dt 1 


rf5«  -t- . 


et,  en  substituant  pour  du,  d*u,. . . les  valeurs  qui  pré- 
cèdent, 


I 12  12.3 


Pour  vérifier  cette  formule  sur  un  exemple  très-simple, 
concevons  que  les  équations  (D)  se  réduisent  à 


dx  — -'dt,  dy  = j dt,  dz  = - dt , . . , 

t t t 

ou  aura 

Fn«  = ' (*D,«  -+■  xD.u  -f-  rDr  « + ïD;«), 

jfÊ  • * ’ * 

et,  par  conséquent , 

f/ 

Fn«  = -, 

lorsque  u deviendra  une  fonction  homogène  du  premier 
degré  en  x, y,  z, . . .,  1.  Mais  alors  F,>u  étant  une  fonc- 
tion homogène  d'un  degré  nul , on  aura 

Fô«  = o,  Fè«  — o,  Fâ«  =o, 

et  l’intégrale  sera  donnée  dès  lors  par  l’équation  très- 
simple 

r — t u r Ut 

u = u H = -uy  ou 

\tt  VT 

Si  dans  cette  dernière  formule  on  réduit  successivement 
la  fonction  u aux  variables  X,  y,  il  faudra  en 

même  temps  attribuer  à la  constante  arbitraire  u l'une 
des  valeurs  £,  u,  et  l’on  obtiendra  ainsi  les  inté- 


i 
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gralcs  générales  des  équations  proposées,  sous  la  forme 


x t y t z t 


on  arriverait  directement  à ces  mêmes  valeurs  en  inté- 
grant les  deux  membres  de  chacune  des  équations 

dx  dt  dy  dt  ilz  dt 

x t ’ y t ’ z ,»'••• 


287.  On  pourrait  encore  généraliser  la  formule 
(I,)  »=«-+-- -Fd « -t- — —Fpu 

I 1.2 


en  y remplaçant  la  variable  indépendante  t,  et  la  quan- 
tité r,  par  une  fonction  dounée  »•  des  variables  x,  y, 
z,...,  t,  et  par  la  valeur  particulière  p de  r,  correspon- 
dante à t = r.  Effectivement,  r et  u étant  deux  fonctions 
quelconques  de  x,  y,  z ,...,  t,  les  équations  différentielles 
(D)  obligent  x,  y,  z,...,  t,  et  par  conséquent  aussi  les 
fonctions  r et  u , à varier  simultanément  ; et  si  l’on 
nomme  p et  u deux  valeurs  correspondantes  de  ces  fonc- 
tions, v sera  ce  que  devient  la  fonction  u quand  la  varia- 
ble r reçoit  l’accroissement  p — r;  or,  en  admettant  que 
u soit  développable,  par  la  formule  de  Taylor,  en  une  sé- 
rie ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes  de  cet  ac- 
croissement, on  aura,  en  représentant  par 


d — 
du  dr 


dr  ’ dr 


les  rapports  entre  les  différentielles  totales  des  fonctions  r, 


du 

Tr’~" 


d . 


du 


p — r du  (p  — r)1  ' dr 

» = « H- 1 -r— 

I dr  1.2  dr 
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un  a J ailleurs  identiquement 

ilr  = D,  rdt  -f-  1 ),  rdx  1)7  rdy  ~F  l),  rdz  , . ., 
du  = D ,udt  Dr  aitx  -F  D;  udy  -H  \),udz  -F . . . , 

cl,  en  vertu  des  équations  (D), 

tlx  dy  dz  ^ dr 

F,  F,  Fj‘“  ' Dtr4-?rDxr4-F,D7r4-FjI>,r-+-  . . . 

du 


0|U  -f-  F 1 U, u + F,D,  tt  -J-  FjD,  u . 

du 1),«  -F  F,  1),  u + F,  D, //  -F  Fs  Di  n -F.  . . 

dr  l),r  + F.D.r  -F  F,  D,  r -F  Fj D, r ■ -F . . . ’ 

donc,  si  l’on  fait,  pour,  abréger, 

*»,  * * ‘ **'  • • 

D,«  -F  F,D,  « -F  F,  D y»  -F  FjD>  -F  ... 

" U D,  r -F  F,  D,/-  -I-  F,  D7  r •+-  Fj  D,r  -F  . . . ’ 

ou  aura  simplement 


du 

tir 


= Fn», 


on  eu  conclura 


d'Ja 

dr  </F[,m 

-dT  = ~3r  = ^u‘  - 


et,  par  suite, 


v — u -h  ~ — - F y u -F  ~ J'&a.  -F  . 


* S* 

f 7W 

Ajoutons  que  ces  dernières  iormules  représenteront 
une  intégrale  générale  des  équations  proposées,  tant  que 

la  série 


# 
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sera  convergente  •,  en  effet , si  l’on  fait,  pour  abréger, 

(P  — & 


(p—>Y 

U = a -+~- -Fd« 


Hu 


conune,  en  vertu  de  l’équation  qui  définit  F»n  au  moyen 
de  ret  de  u , on  a Fi>r  = 1,  et,  par  suite, 

„ [P—rY  ^ ( P — rY - —b...  (P—&-'  _» 

Fi>. = ri>a  — x ru  « = — 

1.2.3. . .«  1.2.3..  n i.2.3...(n — i) 

on  trouvera  FUU  = o,  et,  par  conséquent, 

D,U  -b  F, D,li  -t-  F,DrU  -b  FjD.U  -b. . . = o; 


donc  s = U sera  une  intégrale  particulière  de  l’équa- 
tion (C),  et  la  formule 

• o — r , (p  — r)’  , 

» = u -b Fd«  -b  Fù«  -b.  • • , 

I 1.2 

sera  une  intégrale  générale  des  équations  (D). 

288.  Si , en  supposant  u fonction  des  seules  variables 
x,  y,  .z,...,  on  nomme  Fàu,  Fd«,  F7,n,...  ce  que  de- 
vient Fdm  lorsque  dans  les  quantités  F,,  F*,  Fs,...,  con- 
sidérées comme  fonctions  de  x,  y,  z,...,  f,  on  remplace 
la  seule  variable  f par  de  nouvelles  variables  t’,  t“,  t*,... , 
on  aura  évidemment 

SDu  =—  ( f F0udt'=z—  Fî.ttdf", 

,/*r  l/T  v T 

s b"=  F'd  f ' F’0udt"dt'  = f f‘F'DF'„dt"dt', 
s bu  = - f F’d  f F*  frF  ludCdt’dt' 

J T t/T  «.'T 

. =-f  f'r'FeF'oF^Vrff, 

J n v t «/t 


et  par  suite  l’intégrale  générale  des  équations  (D)  de- 


« 
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(!') 


„ = u -J"  F 'Dudt'  4- J’  F; F*d  « dt"dt' 


- [*  f,rDKFZ"dt’dt"d‘'  + .... 

t/  T J t t/  î 

Lorsque  les  fonctions  F,,  F, , F», . . %•  ne  renferment 
pas  explicitement  la  variable  t,  ona 

fd«  = f'd«  = f>  = ....  f;„f>  = F ô «,•••. 

et  de  plus , 

— J dt=  , 

La  formule  (T)  devient,  comme  cela  devait  être,  la  for- 
mule (I,  ). 

Il  est  bon  d’observer  que,  dans  le  cas  où  l’on  considère 
seulement  deux  variables  x et  t , et  où  1 équation 
D,*  4-  F,  D,  f 4-  F,D,r  4-  Fj D,r  4-  .•»  =0 
se  réduit,  quaud  on  y fait  s = U,  à 
• * Df  U -f-  FfDxU  — o > ^ 

la  différentielle  totale  de  la  fonction  U , 

*/U  = D/  U dt  H-  D,  U dx  j 

se  réduit , quand  on  y substitue  pour  D,  U sa  valeur 
— F,  DXU,  à un  produit  de  la  forme  V (dx — F,  dt),  la 
valeur  de  V étant  V = D,U;  donc  la  fonction  L étant 
déterminée  par  une  des  équations 

U = «4~SDn4-Sù«-l-SDtt4-  . ■ . , 


U=«4- 


P-rv 


Fd«  4- 


1 .2 


Fia  4-  • . . , 


le  facteur  V = D ,U  sera  propre  à rendre  intégrable  le 
premier  membre  d’une  équation  différentielle  entre  x 
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cl  t,  présentée  sous  la  forme  dx  — F,  dl  = o ; effecti- 
vement , l'équation  D,U  -+-  F, D,  U=  o,  différentiéc  par 
rapport  à x,  donne 

D»V  = D,(  — F,V), 

équation  qui  exprime  bien  l'intégrabilité  du  produit 
\ (dx  — Fi  dl),  ët  qu'on  peut  regarder  comme  une  équa- 
tion aux  dérivées  pa  rtielles  propre  à détermiuer  le  fac- 
teur V en  fdtietioù  des  variables  x et  t. 

Si , à la  place  des  équations  données  ( D),  qui  sont  du 
premier  ordre,  on  considérait  une  ou  plusieurs  équations 
différentielles  d’ordre  supérieur,  pour  réduire  celles-ci  à 
n’ëtre  plus  que  des  équations  différentielles  du  premier  or- 
dre, il  sufliraitde  leur  adjoindre  quelques-unes  des  formules 

D,x=rar',  H,xf  = x",  . . . , D,r— V,jr'  = y* , . . . , 

c'est-à-dire  de  nouvelles  équations  différentielles  qui  se- 
raient elles-mêmes  du  premier  ordre  dans  le  cas  où  l’on 

prendrait  pour  inconnues  non-seulement  x,  y,  z 

mais  encore  quelques-unes  des  fonctions  dérivéesx,  x", ..., 

J . » t If 

y » y , . . . , z , z , ... . 

A l’aide  de  cet  artifice , on  déduira  sans  peine  de  la 
formule 

Xjc  fiy  tz  + . . 

kit — t)  kt  r t — ki 

= (*£ -l-j**? -H  -*-•••)<?  +e  J e \xf  ,(f)  + • ■ ■ ] 

l'intégrale  générale  sous  forme  finie  d'une  équation  li- 
néaire à coefficients  constants  avec  un  second  membre 
variable,  c’est-à-dire  d’une  équation  de  la  forme 

-t-  Aj  D 'x  -t-  . . . 4-  A„_iDr x -+-  An  x — T. 
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Détermination  des  limites  entre  lesquelles  les  séries  qui  représentent  les 
intégrales  générales  d'un  système  d'équations  différentielles  restent 
convergentes,  et  des  erreurs  que  Ton  commet  en  conservant  seulement, 
dans  chaque  série , les  n premiers  termes. 


289.  Il  nous  reste  à faire  voir  comment  on  peut  s’assu- 
rer généralement  que  les  séries  de  la  leçon  précédente 
sont  convergentes,  du  moins  pour  des  valeurs  delà  diffé- 
rence t — t,  ou  t — t suffisamment  rapprochées  de  zéro, 
et  comment  on  peut  alors  fixer  des  limites  supérieures 
aux  erreurs  que  l’on  commet  en  conservant  seulement, 
dans  chaque  série,  les  n premiers  termes.  Nous  y par- 
viendrons facilement  à l’aide  de  quelques  procédés  nou- 
veaux dont  l’ensemble  a paru  assez  important  à NI.  Cau- 
chy pour  qu’il  ait  essayé  d’en  faire  un  calcul  nouveau, 
qu’il  a appelé  calcul  des  limites. 

Soient  r une  quantité  positive,  0 un  arc  réel,  et  f(x) 
une  fonction  quelconque  de  la  variable  réelle  ou  imagi- 
naire X;  on  aura  évidemment 


I)r  f (x  -+-  rd> 


Ujf  (x  -t-  re*>  t/—  • )• 


Or,  si  l’on  intègre  les  deux  membres  de  cette  équation  , 
i"  par  rapport  à r,  et  à partir  de  / ==  o ; par  rapport  à 
0 entre  les  limites  0 = — ir,  0 = q-  jr,  et  si  l’on  suppose 
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que  la  fonction  dex,  r et  0,  représentée  par  f (x+re*^— 1 ), 
reste  Unie  et  continue,  quel  que  soit  0,  pour  la  valeur  at- 
tribuée à r,  et  pour  une  valeur  plus  petite,  ou  trouvera 

f f D,f,x  -f-  rc 9 V—'  )drd;i  — o, 

g *s  %)  O 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

* • 

f f (x = J [(x)(tU  = axf(jr), 

• J — r •/  -—tt 

cl  l'on  en  conclura 

(Yx)  = — f»*Wf(x  + 

2 —T, 

Si  l’on  différentie  cette  équation  n fois  de  suite,  par  rap- 
port à x,  on  en  tirera 

f <•)  (x)  = — f ^ f <•>  (x  -h  nJiVr--ï)M  ; 

J — TT  , 

- i r - . * » *’  t»*  • # ( * -I  *•  , >'  ^ 

puis,  en  intégrant  par  parties  le  second  membre  de  cette 
dernière  n fois  de  suite,  on  aura 


fW| 


)( x)  = ' 2 ‘ ^ r~*  e— ntil/—  i f (x  4-  reûl/—  * ). 

L'ex|ircssionreû^/— * peut  être  considérée  comme  un  ac- 
croissement imaginaire  attribué  à la  variable  x:désignons- 
le  par//,, en  sorte  quel'on  ait  Ce6  \^—i  — h,,  et  représentons 
par  L f(x  -f-  /i,)  ou  L(  la  plus  grande  valeur  que  puisse 
acquérir  le  module  de  la  fonction  imaginaire  f(x-+-A,), 
lorsque  dans  la  valeur  de/<,  = retr—*  on  fait  varier  l'an- 
gle 0 sans  changer  le  module  r.  Le  module  de  l’expression 


r~«c—  "«l/—  i f(x  -f-  re‘>  \/—  < ) ■>  ( *- 
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sera  inférieur,  ou  tout  au  plus  égal  au  produit  r~"  L( , et 
la  valeur  numérique  de  l’intégrale 

j'y  r-  e-^~'  f (XH_  «! 9 V=ï)  M 

ne  dépassera  pas  l’expression  27r  r~"  Lf,  de  sorte  qu’çn 
représentant  par  l’initiale  Mie  module  oii  la  valeur  numé- 
rique d’une  expression  quelconque  imaginaire  ou  réelle, 
on  aura 

M . f(")  (x)  l .2.3 .. . n r~"  Lf, 

comme  on  a d’ailleurs  généralement 

l .2.3. . . «r-*  = ( — . r~~ ' ; 

on  aura  aussi 

M . f(»  (*)<(—  i)»rD;  . r-£, . 

Cette  équation  subsistera  encore  pour  n = o et  Tort  aura 
, comme  on  aurait  pu  le  conclure  directement 
de  l’équation 

f (*)=!/’  f (x  + A,)rfO. 

Les  équations  qui  précèdent  supposent,  comme  nous  l’a- 
vons déjà  exprimé,  que  la  fonction 

f (x  -(-  hj)  rs  f ( x -+-  rc  '■) 

reste  fiuie  et  continue  quel  que  soitO  pour  la  valeur  attri- 
buée à r. 

».  a , 

390.  Cela  posé,  revenons  à l’intégration  des  équatioift 
diflérenticlles,  et  supposons  d’abord  qu’il  s’agisse  d’ex- 
]>rimer  en  série  l’intégrale  générale  d’une  setjle  équation 
z/x=  F,  tlt , dans  laquelle  F,  = X=y(x)  est  fonction  de 
la  seule  variable  x.  Si  l’on  désigne  par  « =f  (x)  une  nou- 
velle fonction  de  x seule,  l’intégrale  cherchée  sera, 
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comme  nous  l'avons  vu,  donnée  par  l'équation 
(I.)  /(£)=.  =/(*)  + (r  - 0 FD/(x)  4-  {^f- Fj/(x) 

+ T^3  Fi/(x)  + ”'’ 

dans  laquelle  on  aura 

F0/(x)  = F,  D,/(x)  = * (x)  D,/(x),  ' 
ou,  ce  qui  revient  au  même , 

FD/(x)  = *(x)/'(x); 

on  aura  donc 
F„/(x)=  <p(x)/'  (x), 

Fr’  /(x)  = 0 (x)]*  /"  (x)  + p(x)  $>'  (x)/'  (x), 

FJ  / (x)  = (x)]3  / - (x)  -V  3 [9  (x)]*  9' (x)/"  (x) , 

+ [P  MP  0"  (*)  + P (x)  [*'  (x)]*  /'(x), 

. . . 

De  ces  équatiôna,  jointes  aux  considérations  précédentes, 
on  déduira  , 

Af.FD/(x)<R,.  rLf  .rLj, 

MVd  /(x)  < R,  (rL^y.rLj , 
M.nf{x)<Kl{rLf)\rlfy 


Ri , R,,  R3 . . . . étant  des  fonctions  de  r déterminées  par 
les  équations 

— R,=  r—  D,  r-, 

R,  = (r-)*  D \ r~>4-  r-(D,r-)D,r- , 

— Rj  = (r--)3  DJ  r-1  -+-  3(r—)>  D,  r—  DJ  #—« 

4-  (r-)*  DJ  r—  4-  r-  (D,  r-)’Df  r - , 

et  la  valeur  de  r devant  être  telle  que  chacune  des  fonc- 
tions f (x  + h,') , <p  (.r  -J-  h,  ) demeure  finie  et  continue 
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pour  cette  môme  valeur  de  r et  pour  une  valeur  plus  pe- 
tite. D’ailleurs,  les  valeurs  de  — R, , R„  — R„  . . . sont 
évidemment  ce  que  deviennent  les  valeurs  de  F »/(x), 
f {x)i  Fèy(af), . . .',  quand,  après  a voir. /ait 

V {*)=/{*)  = x~\ 

on  remplace  la  variable  x par  le  module  r,  et  il  ne  pou- 
vait en  être  autrement,  puisque  dans  le  second  membre 
de  la  formule 

M. f»(.r)  < (—  i)"  D;  r~'.  rLf, 

• 

le  coefficient  du  produit rL(  est,  abstraction  faite  du  signe , 
ce  que  devient  f<’)  (x) quand  , après  avoir  posé  f(x)=x~', 
on  substitue  rà  x.  On  aura  généralement 

«•F i/W<B.(^ri/( 

( — i)"  R„  étant  ce  que  devient  la  valeur  de  Fjj  f (x),  cor- 
respondante aux  valeurs  de  y(x),f(x),  données pai  le- 
quation  çp  (x)  =/(x)  = x"',  quand  on  y remplace  x par 
r.  Or  on  tire  de  l’équation 

Fn/(x)  = <p  (x)  D,/ (x), 
jointe  à la  condition  <p  (x)  = f (x)  =x~', 

Fu  /{*}  — = JT~3, 

F &/(x)  = x-D,—  X-3(  ) se  3x^5^ 

F,\/(x)  = = — Z.5x-i, 


F J,/(x)  = (—  0"  i .3.5. . .(2/1— i )x-<»+.). 
on  aura  donc 

R„  = 1.3.5...  (a/i  — i) 
et  par  conséquent 

J/.F»/(x)  < t.3.5...  (Xf )* Lj. 
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Enfin , comme  on  a évidemment 

, ^(jr-t-A,)  _ Ltp(x-+-hj 

L " ~T—  ~ 7 


on  aura  aussi 


-V.F»/W<  . .3.5  . . (2/1—  ,)  [z  tP+Mjfy 

Cela  posé , le  terme  général  de  la  série  qui  donne  l’inté- 
grale cherchée , savoir, 


(rr-'T 


*&/(*), 


I 2.3..  . « 

* 

offrira  une  valeur  numérique  inférieure  à celle  du  produit 
i .3.5. . .(an  — i)  r p (*+*,)' 


{r_  t)L\ 

1.2.3.../)  L A, 

par  conséquent  à celle  du  produit 


!]% 


puisque  l’on  a évidemment 

i.3. 5... (2/1 — 1.)  ^ 2. 4. 6... an 
> <■  —L— = a». 


.2.3.  . .71 


1.2.3...  n 


Donc  lys  ‘différents  termes  de  la  série  en  question  offri- 
ront des  valeurs  numériques  inférieures  à celles  des 
termes  correspondants  de  la  progression  géométrique  qui 
aurait  pour  terme  général  l’expression 

L2(r~')i — ir  \ S' 

or  cette  progression  sera  convergente  si  l’on  a 
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ou 


M.(t -t)<n 


2 { <f(x-+-  h,)' 


ài 


et  alors,  si  l’on  remplace  la  somme  de  la  série  par  la 
somme  de  ses  n premiers  termes,  le  reste  de  la  série  ou 
l’erreur  commise  sera  inférieure,  abstraction  faite  du 
signe,  à 


(E.) 


Lf.  * 


h. 


Supposons  en  particulier  f (x)  ==  jr,  l’intégrale  cltcr- 
cliée  deviendra 


| = •*•+•  {t  — t)  t„x  ■+■  ^ •- ‘ - Fnx  -t-  -- F fac  . , 

1.2  1.2.3 


et  le  reste  de  la  série  comprise  dans  le  second  membre  de 
cette  équation  sera  inférieur,  abstraction  faite  du  signe,  a 


I — — t}L 


-7  ‘ v r—  L(x  ht). 
?(*4 -ht) 


h, 


On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante. 

21M.  Théorème  i't.  Supposons  que  la'variable  t et  la 
fonction  X étant  liées  entre  elles  par  l’équation  difl’éren- 
tiellc  cix  = y (x)  dt , l'on  nomme  £ une  nouvelle  valeur 
de  la  fonction  x correspondante  à uue  nouvelle  valeur  r 
de  la  variable  <;  £ sera  développable  par  la  formule 


[I(*>]  £ = *-»-(r—  OFox-f-1- Ffix- 

1.2  1.2,3 


en  une  série  convergente  ordonnée  suivant  les  puissances 
T.  n.  * 
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• • 

ascendantes  de  la  différence  T — t , si  l'on  a 


[<”} 


M.(r-e)<i 


9 [JC  ■ 


■A.) 


A, 


la  valeur  du  module  r de  h,  = re"*'  1 étant  assujettie  à 


= re^~ 

la  seule  condition  que  la  fonction  ç (x  -+-  /i, ) reste  finie  et 
continue,  quel  que  soit  l’angle  0,  {jour  cette  valeur  ut 
une  valeur  plus  petite.  Alors  le  reste  de  la  série  réduite 
à ses  n premiers  termes  sera  inférieur,  abstraction  faite 
du  signe,  au  produit  [Ef  ’]. 

. Alors  aussi  une  fonction  quelconque  de  £,  f(X)  sera 
elle-même  développable  en  une  série  convergente  ordon- 
née suivant  les  puissances  ascendantes  de  t — t,  et  le  reste 
de  cette  dernière  série  sera  inférieur,  abstraction  faite  du 
signe,  au  produit  (E,),  si  la  valeur  du  module  r est  as- 
sujettie à la  double  condition  que  les  deux  fonctions 
/ (.r  -f-  fi,  ),  o (a:  -(-  h,)  demeurent  finies  et  continues 
quel  que  soit  l’angle  0 pour  cette  valeur  de  r et  pour  une 
valeur  plus  petite.  Il  est  avantageux  de  choisir  le  module 
/•de  A.  de  telle  sorte’  que  la  limite  assignée  pour  le  module 
de  r — t devienne  la  plus  grande  possible.  On  y parviendra 

en  réduisant  la  quantité  L à la  plus  petite  valeur 

qu’elle  puisse  acquérir. 

Pour  montrer  sur  un  exemple  très-simple  une  appli- 
cation des  formules  qui  précèdent,  concevons  que  l’équa- 
tion dx  = o (x)  dl  se-  réduit  à dx  = x"  dt , a désignant 
uue  constante  positive.  Si  l’on  suppose  x positif , afin 

que  tp  (x)  X"  soit  toujours  réel , l’expression 

# 

9 (x  -4-  h,  ) = (x  -f-  rce^~'  ) 

11e  restera  continue  pour  des  valeurs  fractionnaires  ou 
irrationnelles  de  l’exposant  a qu  aiitam  que  l’on  aura 
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L[x-\-h,)=:x  r,  L(x-h  /«,)“  = (.r-t-  r)*,  iS  (f— fj"  . 

La  plus  petite  valeur  ijue  puisse  acquérir  cette  dernière 
quautité,  eu  égaid  à la  condition  r<^x,  sera,  x°  si  l'on 
suppose  a < a,  la  valeur  qui  correspond  à r=x,  savoir, 
r“  x"~l  ; 20  si  l’on  suppose  a > 2,  la  valeur  qui  corres- 
pond à la  formule 


Dr 


(x-j-rf 


: O,  ou 


• * 


savoir. 


(*-»)— 


donc,  en  vertu  du  théorème  premier,  £ et  z désignant 
deux  valeurs  correspondantes  des  variables  x et  t assujet- 
ties à vérifier  l’équation  dx  = xa  dt,  £ sera  développable 
en  une  série  convergente  ordonnée  suivant  les  puissances 
ascendantes  de  la  diiférence  r — t,  tant  que  la  valeur  nu- 
mérique de  cette  difi'érencc  reste ré  inférieure  h la  moitié 

du  rapport  , si  l’on  a a -<a » et  à la  moitiétlu  rnp- 

2 x 

port  — — — si  l’on  a a > 2.  Or,  en  cilèt,  011  tire  de 
1 aax‘~‘ 

l’équation  dx  = x“  dt,  intégrée  directement, 

1 » ’■  * À 

£«-* x"~r'  „ ___J ,» 

■ — =T  — ti  £ = *[i  — .(a—  .)*—  (r—  #-*, 


et  la  puissance  [1  — (a — (r  — 0}‘  ~’a  sera  déve- 

loppable en  uuo  série  convergente  ordonnée  .suivant  les 
puissances  ascendantes  de  la  différence  r — r , si  la  valeur 
numérique  de  cette  différence  est  inférieure  à celle  du 

48.: 
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rapport  r -r • D’aillenrs,  il  est  clair  que  ce  dernier 

11  [a  — ij-r*-1  1 

rapport  surpassera  toujours,  abstraction  faite  du  signe, 
le  rapport  — , et  à plus  forte  raison  sa  moitié,  si  l’on 
» (a | >-■ 

suppose  a < 2;  le  rapport  ■ — a— a_-— , et  à plus  forte  raison 
•sa  moitié,  si  l’on  suppose  En  effet,  on  aura  dans  la 

première  hypothèse,  M . - — ! — - ]>  t > ; et  dans  la  se- 
conde, a“  ~>  (i  — aV,  — - — > — — — . Donc  le  théo- 

rente  premier  se  vérifie  à l’égard  de  l’équation  dx=x“dt  : 
et  même  il  résulte  de  ce  qu’on  vient  de  dire  que,  pour 
une  équation  différentielle  de  cette  forme,  on  obtiendra 
« encore  une  limite  supérieure  à la  valeur  numérique  que 
la  différence  r — t peut  acquérir  si  à la  formule 


■on  substitue 


T 

Z. 


»(*-+•  h,)  ’ 

hi 


L «v 

h, 


Cette  remarque  s'applique  pareillement  aux  équations  dif- 
férentielles 

* • ' - 

- dx  — jra  dt , rlx  ~ c“  dt , dx  = e~*x  dt,  . . ,, 


dont  il  est  facile  de  calculer  directement  les  intégrales. 

292.  Concevons  à présent  que  dans  le  second  membre 
de  l’équation  dx  = F ,</f,  F,  soit  à la  (pis  fonction  de  x 
et  de  /,  en  sorte  qu’on  ait  F,  = f ( x , t).  Alors  l'intégrale 


Digitized  by  Google 


QCARANTE-CNIÉME  LEÇON . • ^5^  ' 

sera  fournie  par  la  formule 

/( !)=/(*)  - jyDf(x)Jt  + f‘j‘  rb  Fuf{x)dt*dt’ 

- r r 

J n Jt  J r 

dans  laquelle  on  aura 

f'd/W  = ({*, fxr(x),  f; /{*)*=  f (*,o/' w. 

*F;/(.r)=f(x,  r-)/'(x),..., 

et,  par  suite, 

FnrD/(x)=  f(x,  t')f(x,  t")r(*)+ f(x,  r')D,f(x,  /")•/'(*}. 
W)=f(r,  t")f(x,  n/*(*J  + f(*f  r)D,f(*.  r)./'(x), 

Wlx)=f(t,  <')*(*.  Of(*.  O/» 

+ f(x , /')[af(*,  /")  D,f(x,  f")  + D,  f (x,  t")f(x,  nifU(*) 

■+■  f(x,  r')[f(x,  f")  D’f(x,  f ")+DIffx,  f") D,f(x , r)]/'(x), 


D’autre  part,  rointne  dans  les  intégrales  définies  les  va- 
riables t',  t",  devront  rester  comprises,  la  première 
entre  les  limites  r et  t,  la  seconde  entre  les  limites  r et  t', 
la  troisième  entre  les  limites  r et  **,.••,  il  est  clair  que  ces 
variables  resteront  toutes  comprises  entre  les  limites  r. et 
1 5 d’où  il  suit  que  chacune  d’elles  pourra  être  représentée 
par  une  expression  de  la  forme  / — f-  r (t  — t),  e dési- 
gnant un  nombre  renfermé  entre  les  limites  p,  i.  Cela 
posé,  si  l’ou  représente  encore  par  L(  la  plusgraude  va- 
leur que  puisse  acquérir  le  module  de  la  fonction  imagi- 
naire f (xr  -4-  /ij,  t -|-  e (r  — t)],  lorsque  daus  A,  on  fait 
varier  l’angle  0 sans  changer  la  valeur  de  r,  ni  celle  de  £; 
si  d’ailleurs  on  nomme  e,„  celle  des  valeurs  de  s pour  la- 
quelle le  module  L(  devient  le  plus  grand  possible,  et  u 
un  nombre  entier  quelconque , on  tirera  successivement 

v 
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de  la  formule  (x)  < ( — i)“  D?  (r-1)  r L{ , 

t')  < (—  i)”D"(r-)'-^- 
M.Xyj{x,  t")  < ( — iY  D ;(/-•)  rZ,, 
yW.D;f(x,  0<  (-  0"n;(^)rA; 

puis  de  ces  dernières  formules  on  conclura , en  dési- 
gnant par  Z.J"  le  module  maximum  maximorum,  et  par 
R,,  R,,  Rs,...  les  mêmes  fonctions  de  r que  ci-dessus, 

MrJ{x)C  *,.rL'r.rLf,\ 

M.  r^f(x)  < R, . r ZJ" . rLj, 

M rDrDF^/(x)  < R, . r L'r . rLf, 


Il  fallait  nécessairement  que  les  coefficients  R,,  R»,  Rs>... 
conservassent  les  mêmes  valeurs  que  précédemment  ; car 
lorsqu’on  réduit  la  fonction  f(x,  t)  à f(x),  les  dernières 
formules  doivent  coïncider  avec  celles  que  nous  avons 
déjà  obtenues  , et  cela  arrive  eifectivement,  mais  sous  la 
condition  que  les  valeurs  de  R,,  R,,  R„.  . • restent  les 
mêmes  dans  les  deux  systèmes  de  formules.  La  valeur  gé- 
nérale de  R„  restant  la  même,  on  aura,  pour  une  valeur 
quelconque  de  n, 


M.  Ft,rnFj;. . .Fÿ/(p)  < . . 3 . 5. . . (M  - 1 ) r— - (Z-  j-j  Lj 


ou,  ce  qui  revient  au  même. 


• K /(■*)<  1-3.5...  {m  — i)  jz 


f [x -h ht,  l + i,(f-()] 
ht 


}'■ 


Donc  le  terme  général  de  la  série  qui  donne  l’intégrale 
cherchée  offrira  une  valeur  numérique  inférieure  à celle 
« du  produit 


i .3.5... (a«  — i)j, 

i.î,3.,r  rT 


— ,/)Z. 


f[x  -+-  h„ 


t-t-  »«(y  — <)] 
h, 
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et,  ù plus  forte  raison , à celle  du  produit 


.ii)y 

doue  enfin  la  série  en  question  sera  convergente  si  l’on  a 

«tl 

% 

et  alors,  le  reste  de  la  série  réduite  à ses  n premiers  ter- 
mes ofi’rira  une  valeur  numérique  inférieure  au  produit 


(E',) 


jiW.  ja(r- 

.i,  f[*  + /,.>  <+•■(*•  — ')]) 

r 

j — r l 

i — Af.j 

L/T  + . .(*-»)] 

! 

[ 1 > h, 

Lf. 


11  est  important  d’observer  que  le  module  r de  h,  doit 
être  tel  que  chacune  des*  fonctions 

'9 

f[x-+-//,,  t -4-  i (r  — /)],  /(,r-+-Ai), 

demeure  finie  et  continue  quel  que  soit  l'angle  0,  pour 
la  valeur  attribuée  à ce  module,  et  pour  une  valeur  plus 
petite.  Il  sera  d'ailleurs  avantageux  de  choisir  ce  même 
module  de  telle  sorte  que  la  limite  assignée  par  la  fof- 
mule  (Cj  ) à la  valeur  numérique  de  t — / soit  la  plus 
grande  possible.  Si  l’on  pose  en  particulier  /(x)  — x , 
l'intégrale  deviendra 


[iW 


5 =*-  f Fn  x .lit  ' -+-  j"  I"  Ÿ^xdt-dt' 

J T «/  T J T 

- f‘ fl  ff  rDr 


et  le  reste  de  la  série  comprise  dans  le  second  inenibte 
de  cette  formule  sera  inférieur,  abstraction  faite  du 


» 
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4 


[*{* 

Wl  _ — L__ 


-t)L 


f[x  f'it  t)])"]'1 


fl, 


II 


x — Ad.  | a (r  - r)  £^.±.^  * + K 


L (a: -+■  hj). 


On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante. 

293.  amc  Théorème.  Supposons  que  la  variable  t et  la 
fonction  x de  cette  variable  étant  liées  entre  elles  par  l’é- 
quation différentielle 

dx  — ((x,  t)dt, 

T * 

on  nomme  £ une  nouvelle  valeur  de  la  fonction  x,  cor- 
respondante à une  nouvelle  valeur  r de  la  variable  t-,  £ 
sera  développable  par  la  formule  [T,  <xi]  en  série  conver- 
gente. Si  l’équation  (C*,  ) est  vérifiée,  c’est-à-dire  si  la  va- 
leur numérique  de  la  différence  t — t est  inférieure  à 
celle  que  détermine  l’équation 


V JL  t)  jr  *■  (T  *)  J 


la  valeur  du  module  r de  //,■  étant  assujettie  à la  seule 
condition  que  la  fonction  f[x  A,,  t -f-  e(r  — «)]  de- 
meure finie  et  continue,  quel  que  soit  l’angle  9,  pour  cette 
valeur  de  r et  pour  une  valeur  plus  petite.  Alors  le  reste 
de  la  série  réduite  à ses  n premiers  termes  sera  infé- 
rieur, abstraction  faite  du  signe,  au  produit  [E';*'].  Alors 
aussi  une  fonction  quelconque  de  £,  désignée  par  f (£), 
. sera  elle-même  développable,  par  la  formule  (lj),  en  une 
série  convergente , et  le  reste  de  cette  série  sera  inférieur, 
abstraction  faite  du  sigye,  au  produit  (E’,),  si  le  module  r 
est  assujetti  à la  double  condition  que  les  deux  fonctions 
/ (x  + h,  ),  f [x  -f-  A„  / 4-  e (f  — «)],  demeurent  fi- 
nies et  continues,  quel  que  soit  l’angle  9.  pour  la  valeur 
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attribuée  à ce  module,  et  pour  une  valeur  plus  petite. 

Pour  montrer  une  application  des  formules  qu’on  vient 
d'établir,  concevons  que  l'équation 


se  réduise  à 


dx  ~ f [x , t)  dt 


dx  — (ir  -t-  if  dt , 


a désignant  une  quantité  positive  quelconque.  Si  l’on 
suppose  x -+-  t positif,  aGn  que  f(x  + t)  soit  réelle,  et 
t < t,  la  fonction 

f [j  -f -/<,•,  t -f-  « (r  — t)  ] =r  [jf  hi  t + f (r  — tj  ]* 

11e  restera  continue  pour  ; = o,  (piaulant  que  l’on  aura 
r < x -t-  /; 

alors  ou  trouvera 

L[x'+  h,- f-  t -t-«(r  — t)f=[x  -H  r-+-  /+  i(r  — /)]■, 

et,  en  nommant  la  valeur  de  e pour  laquelle  cette  der- 
nière expression  devient  la  plus  grande  possible , on 
aura  e„  = i , 

.« V •*>  « k « 

. r* 

[i+  ht  -h  t -+-  i«(t  — f)]“  (r+r+  rY 

L 1 ; = — 1 . 

ki 

y ’* 

La  plus  petite  valeur  que  puisse  acquérir  cette  dernière 
quantité,  eu  égard  à la  condition  r < x-|-  /,-sera  celle  qui 
correspond  h r = x -4-  f,  savoir, 

(ax  t -fr  rY , ' 
x -ht  ' 

■ . .si,  ■>,  « < | Te 

X -f-  r , 

ou  celle  qui  correspond  à r = j"  savolr  * 


(«-  >)*" 


- (x  + r Y-', 


I 
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X + T 


suivant  que  x ■+■  l sera  inférieur  ou  supérieur  ^ 

c’est-à-dire,  en  d’autres  termes , suivant  que  le  nombre  a 
sera  inférieur  ou  supérieur  à l’expression 

• X -f-  T T — / 

I ^ = 2 


x -H  f 


x -4-  / 


Si,  pour  fixer  les  idées,  on  suppose  le  nombre  a inférieur 
•à  2,  if  sera  inférieur,  à plus  forte  raison , à l'expression 

1 -(-  et,  en  remplaçant  dans  la  formule 

.N  rf[*+*l,  t — /)]_  , 

[r-t)L  - -T. 

le  coefficient  jde  t — t par  le  produit  — » 0,1 

réduira  cette  formule  à 

. » 

(r  — f)(2X  -+-  / 4-  rf  = y (x  + t). 

• Cette  équation  est  évidemment  vérifiée  par  une  valeur 
positive  de  r,  comprise  entre  les  limites  t — t,  r = 00, 
qui,  substituées  dans  le  premier  membre,  le  rendent 
successivement  nul  et  infini.  11  y a plus  : comme  on  a 
généralement 

(ax  + t -+-  t)"-*-’  — (ax  -+- 
a -+-  1 

= J (2X  ■+■  t 4-  t)‘  dr  < (t  — t)  (lx  + H-r)*| 

il  est  clair  que  la  valeur  de  r , propre  à vérifier  la  formule 

(r— »)(îx+l+  rf  = | (x  -f-  t) , 

«era  inférieure  à celle  qui  vérifie  la  condition 

. ( 2J  + 1 + T)*h'  ~ + *)“*'  _ + , 

n-+-  1 ’ ’ 
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c'est-à-dire  à la  limite 

[Ü  -f-  I ”lfl  *4“  l 

l H r)— “ J — (ax  -+- t ) ; 


donc  elle  sera  comprise  entre  t et  cette  dernière  limite, 
ce  qui  permettra  de  la  calculer  facilement  pour  chaque 
système  de  valeurs  attribuées  aux  variables  x et  t.  Or , 
pour  la  valeur  de  T ainsi  déterminée,  la  série  qui  donne 
la  valeur  de  £ ou  l’intégrale  cherchée  deviendra  conver- 
gente et  oilrira  un  reste  inférieur,  abstraction  faite  du 
signe , à l’expression  [E , ],  ou,  ce  qui  revient  au  même,  à 

r 2 (r  — 0 (2X  + 1 + r)“T 

L x-h  t J . , . 

[ ijr  — t)(tx+(+  rf  (2‘r  + ,f‘ 


Donc  cette  série  fournira  l’intégrale  générale  de  l’équa- 
tion dx  — (x  i)“dt,  et  l’on  pourra  dire  combien  de 
termes  on  doit  conserver  dans  le  second  membre  de  cette 
formule,  pour  obtenir  la  valeur  de  £ avec  un  degré  donné 
d’approximation.  Ces  conclusions  subsistent  quel  qui:  soit 
le  nombre  désigné  par  a.  Toutefois,  dans  le  cas  où  ce 
nombre  devient  considérable,  il  est  avantageux  de  rem- 
placer le  coefficient  de  r — t dans  l’expression 

/_  r f[x  + *««  * + «*(r  — ')] 


(îr-l-  t+r)'  . . , 

non  par  1 — -,  mais  par  le  produit 


a“ 


r (x  4-  T)*-*  . 

(a  — i v ' 

En  opérant  ainsi , on  obtient  l’équation 

_ . («-■)— 


W-i 


CALCUL  IftTÉGUAL. 


qui  fournit  une  valeur  de  r inférieure  à celle  qui  vérilie 
la  condition 

(x  + tY  — {x  -h  tf  _ , (g  — «)— 

a 7 «"  ’ 

par  conséquent  une  valeur  de  r inférieure  à la  limite 

r =(x+f)[,  + ^1  —1)  (x-+r)-J  — x. 

La  valeur  de  r en  question  surpassera  notablement,  si 
■a  devient  considérable,  celle  qui  vérifierait  l’équation 

(r  — /)  (xr  1 -+-  tY  = ■+- t) , 

et  mie  valeur  plus  petite,  mais  supérieure  à f,  rendra 
convergente  la  série  qui  donne  la  valeur  de  £.  Ajoutons 
que  le  reste  de  la  même  série  sera  inférieur,  abstraction 
faite  du  signe,  au  produit 


* l—  a- (r  — l)(x  + r)-'  ' 


J -t-  r\ 

a — i / 


29t.  Celte  détermination  des  conditions  de  conver- 
gence et  des  limites  de  la  série  qui  donne  l’intégrale 
cherchée,  peut  être  facilement  étendue  à un  système 
quelconque  d’équations  différentielles  entre  une  variable 
indépendante  t et  des  fonctions  X,  y,  r,...  de  ces  mêmes 
variables.  En  effet,  soit  f (ar,  y,  z, ...)  une  fonction 
quelconque  des  variables  réelles  ou  imaginaires  x , y, 
z, . . . . Soient  d’ailleurs  x,-,  y * z,-,...  des  variables  imagi- 
naires dont  les  modules  soient  respectivement  r,  r',  r",..., 
en  sorte  qu’on  ait 

l > 

x,  = r'eb'V'—i , v,  = r"e^“S/ — > , z,  = r"  é>mV'—  i, 
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&,  0",  (T,...  étant  des  arcs  réels;  et  supposons  les  mo- 
dules/, r",  r",...  choisis  de  manière  que  la  fonction 

? -h fi,  z-i-zi,...) 

reste  Unie  et  continue  quels  que  soient  les  arcs  &,  0", 

6*,...,  pour  les  valeurs  attribuées  à ces  modules,  ou  pur 
des  valeurs  plus  petites  ; on  tirera  successivement  de  la 
formule 

Ar  .*'  » J f «.  Ir  * 4 w * y.,  •- * . . 

f(x)=s\wj  f(*-+-  ne®*/— 'Jr/Î, 
d — « 

f(x,jr,z,...)  = l*  I r(x-hxi,  r,z,  ..)U0,  * . *. 

J — - AT 

f(jr -h  xit  jr,  z,...)==±w  f S^x+x,,  j -hy»  z,..  ,)M, 

• ^ J ■*  • 

f(x+  X,.,  r + r.»  *,— ) = — / y+n,  Z + -)rfô» 

2T  ÿ— b f 

4 * J*  * » 

# 

et,  par  conséquent, 

, y» -Ht  t* -Ht  /’-i-r  , ' *,  d'j'dO"Mm 

((x,  : r,  *r-4=j_9  -f(*+.r1)  /-hr„  »****•••)  rt  j;  * * 

▼.  0 

En  désignant  par  rfi,  m\  des  nombres  entiers 

(ruelconques,  on  tirera  pareillement  de  la  formule  , # 

flOMa,;r^<  f+'r-c^  f(x+  «*✓=#*, 

V ' IX  J — B . < 


u..> 

i.a.../n"  i v 

==  K>  ’ 

N ¥»-'■  ï:  *. 


en  posant - rj.~ 


VI 


(J 


D^'.  •••»  - £ £■  ->■ 

puis,  en  indiquant  par  la  notation  £r  la  plus  grande  va-  - 
leur  que  puisse  acquérir  le  module  de  la  fonction  imagi- 
naire f,  lorsque  daus  xi,  jv,  z/,,..  ou  fait  varier  les 
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angles  0',  0",  0*,...,  sans  changer  les  modules  r',  r",  r",..., 
on  aura 


M.  J) 


xy.... 


*» 


...)< 


1.2,.  J!/l'  1.2...///"  1 

‘ r'f  m"  * 


_ » 

2.,.m 

r"m“'  ■ •L<  * 


ou,  ce  qui  revient  au  même  , 

Af.D^+m'+“  f(-r,  r,  »,...) 

rVwr’,...Dr>^."’*'  ' (rW\..)-*Zf . 


Gette  dernière  formule  subsiste  lors  même  que  les  nom- 
bres m',  m",  ni’,...,  où  quehpies-uns  d’entre  eux,  se  ré- 
duisent à zéro.  Il  est  d’ailleurs  une  remarque  importante 
à faire,  c’est  que , pour  obtenir,  au  signe  près,  le  second 
membre  de  la  dernière  inégalité,  il  suffit  de  prendre 

r'r"r"  .. 

f(,,r>  *,...)=  ——R, 


pùis  d’cfl’ectucr  les  différentiations  indiquées  par  la  nota- 
tion ' f(x,y,  s,...),  c’est-à-dire  de  différentier 

f (x,  y,  z,.. in  fois  par  rapport  à x , ni'  fois  par  rap- 
port hy,  rhm  fois  par  rapport  à z,...,  comme  si  R dési- 
gnait une  constante  ou  une  quantité  indépendante  de  ces 
’ variables,  sauf  à poser  après  les  différentiations  effectuées 
R = Lf , et  hors  de  la  fonction  R,1  x — r'  , y — r" , 


* 


295.  Considérons  maintenant  un  système  d'équations 
différentielles  de  la  forme 

dx  — F ,dt,  dy  — F ,dt , dz  — Fs dt,  .... 

% 

Si  F,,  F,,  F„,...,  sont  des  fonctions  des  seules  variables 
x,  y,  z, . . . , en  sorte  que  l’on  ait 

• . » - 

F.  — y,  z,...),  F,  (x-,  y,  z,....),. 

F}  = $?(.*,  y,  i, . . ...  . , 

< , t 
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et  qu’on  désigne  par  u=f(x,  jr,  z,...)  une  nouvelle  . 
fonction  de  ces  mômes  variables,  une  intégrale  des  équa- 
tions proposées  sera  fournie  par  l’équation 

/i£,  <r,  z,...)  -f  (t—  t)  Vof(x,y,  z ) 

(t  — eV 

dans  laquelle  on  aura 

* , A • lp  7 ii-li 

!'d  /{Je,  y , z, . . . ) =<p,  Dx/-t-  p,  l)r/-t-  I)s/  + 

Cela  posé,  il  est  clair  que  dans  le  polynôme  représenté 
par  Irî,/pr,y,  s,...),  un  terme  quelconque serale  pro- 
duit de  plusieurs  facteurs  égaux  ou  inégaux,  dont  cha- 
cun coïncidera,  soit  avec  l’une  des  fonctions  f, 

?>>  • • • , soit  avec  1 une  de  leurs  dérivées  desdivers  ordres, 
prises  par  rapport  à une  ou  à plusieurs  des  variables  x. 

.Y » -z,  • • • y et  pour  obtenir  une  limite  supérieure  au  mo- 
dule de  FJ  f(x,  yx  z,...),  il  suffira  évidenunent  de  rem- 
placer cfiacun  des  facteurs  en  question  par  une  limite 
supérieure  à son  modttlç,  limite  que  nous  avons  appris  à ( 
déterminer.  En  opérant  ainsi,  on  obtiendra  pour  limite 
supérieure  au  module  du  polynôme  représenté  par 
^ ii  f O3"’  yi  z,...),  un  second  polynùinc  que  nous  dési- 
gnerons par  A,  et  qui,  eu  vertu  de  la  remarque  précé- 
demment faite,  se  déduira  facilement  du  premier.  Eu 
effet,  pour  avoir,  au  signe  pt-ès,  la  valeur  de  À,  il  suffira 
de  chercher  ce  que  deviçnt  1 *•-)  quand  on  y 
pose,  avant  les  différentiations  relatives  «à  ïc,  y, 

r _ r'r"r".  . , r'r"rm.  . 

f ~ xjz...~A'  "wj A'< 


jryz. 


„ r r r ...  rV.V"’... 

A’>  A,; 

•r/*...  ’> 


V 
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puis,  après  les  différentiations, 

* =•»•''»  Z — r"t  *=  r>’ 

K — Lf,  A,  = Zy, , A,  .=  Lf,<  A3  = Z^,. 

D’autre  part,  comme  on  trouvera  le  polynôme 

fb/(*’  y »,*.•••) 

composé  de  termes  tous  positifs,  ou  tous  négatifs,  suivant 
que  «sera  pair  ou  impair,  il  estclair  qu’il  suilira  de  mul- 
tiplier par  ( — i)'1  la  valeur  trouvée  de  Fu  f (oc , y,  z,...), 
pour  en  déduire  celle  de  A.  Si,  pour  abréger,  on  pose 


P = 


xyz . 


on  aura 

/{*»  f*  *,...)■=  Af  , 

Fp/(x,  Zi  *1  ■••)c=fJfA1DI/  -p  A,D,/-P  AiDjZ-t-. . .), 
Fd  /(x,  Z.  *,  •••)=  A Fb*V  = ? ; 


» ParJ 


suite,  on  aura 


A = r„  Z/, 


, pourvu  que  l’on  désigne  par  P,  ce  que  devient  l’expres- 
sion (î~"i)n  F*  p quaud  on  a égard  aux  remarques  que 
nous  avens  faites.  11  reste  à déterminer  r„.  Or,  si  l’on  re- 
présente par  h,  e,  des  fonctions  quelconques  de  x, 

• y , ■*,...,  on  aura  évidemment,  en  vertu  des  équations  qui 
définissent  la  fonction  Fp f(x,y,  z,...),  et  de  l’équation 

Fé/"!-*»  Z>  *>•••)  (A.DjZd-  A,D^Z+  A3  D ,/  + . . .), 
Fp(u-P  <>  -P  <v  -P. . 3 Fp»  4-  Fpi»  4-  Fp  <v  -P  . . . , 

Fp  . «f>  = eFpi’  -P  rFp  u , 

A,  A3 
x j 


/A, 

Fpp"  = — PP**' 


/a;  a"  A"  „\  /a*+’  . a;+"  a",f*  \ 

F“  (?  V + ^ **-  ’)  =-  -p  tfer  + S^r  +■-  J • 
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et,  par  conséquent, 


puis  on  en  conclura,  en  posant  hors  des  fonctions  A,, 
A,,  As,...,  x — r\  y = r",  s — r",...,  et  par  suite 
f = 1» 


les  valeurs  de  A,,  A,,  As,...  étant  déterminées  comme 
nous  l’avons  dit.  D’autre  part,  comme  on  aura  évidem- 
ment 


on  en  déduira 
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et,  généralement, 


P„<N 


> 

N désignant  le  n‘im‘  dernier  terme  de  la  suite 


i=3,  64-7  + 2 = 15,..., 

c’est-à-dire  la  somme  des  coefficients  numériques  compris 
dans  le  second  membre  de  l’équation  qui  donnerait  F(Jp. 
Or,  ces  coefficients  conservant  les  mêmes  valeurs,  quel 
que  soit  le  nombre  des  variables  x,  y , z,...,  il  suffira, 
pour  obtenir  le  nombre  N,  de  considérer  le  cas  très- 
simple  où  l’on  aurait 

P = J»  Fd/(*)  = A,  ? D 


on  trouverait  alors 

(—  i)"  FùP=Np*+’(’^y, 
et,  comme  on  tire  directement  des  équations 
P = — . Fd/M  = A,  #D,/(i), 

(—  iY  F^p  = i .3.5. . . (in  — i)p"+I  , 

on  aura 

j N = i . 3 . 5 ...  (2/1  — l), 

et,  par  suite, 

P„  <[  1.3.5...  (2  n i)  ^ — +-’  + r-;+...  J , 

A < I .3.5.  . . (2/1  — l)^j'  + p + pî  H ^ Lf. 

Ainsi  A,  qui  représente  une  limite  supérieure  au  uio- 
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dule  de  Fo  f (x,  y,  s,...),  ne  pourra  surpasser  le  second 
membre  de  l'inégalité  précédente;  il  en  résulte  que  le 

terme  général  ^ ^ 3 ' ^ Fp/(x,  y , z,...)de  la  série  qui 

donne  l’intégrale  cherchée,  offrira  une  valeur  numé- 
rique inférieure  à celle  du  produit 


i.3.5  . .(2»  — 1) 

1 . ?..  $ ...  n 


A3 


Lf> 


par  conséquent  à celle  du  produit 


donc  les  différents  termes  de  la  série  en  question  offri- 
ront des  valeurs  numériques  inférieures  à celles  des  ter- 
mes correspondants  de  la  progression  géométrique  qui 
aurait  ce  dernier  produit  pour  terme  général  : or,  cette 
progression  sera  convergente  si  l’on  a 


ou,  cc  qui  revient  au  même,  en  substituant  pour  A,,  A,, 
A,,...  leurs  valeurs, 


(C.)  M.  (t  f)<  — 


r r-hr*»— ) + 7 ?>(•••) 


X, 


,r. 


et  alors  si  l’on  remplace  la  somme  de  la  série  par  la 
somme  de  ses  n premiers  termes,  le  reste  de  la  série,  ou 
l’erreur  commise,  sera  inférieur,  abstraction  faite  du 
signe,  au  reste  de  la  progression  géométrique,  c’est-à- 

49- 
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dire  à 


Si  l’on  suppose  en  particulier  f ( x , y , z,...)  = x,  la 
série  qui  donne  l’intégrale  devient 


P'/’]  {=*+'-î— Î-'Fdx- 


^FÈX+(^=43Fà^..  : 


1.2.3 


le  reste,  quand  on  s’arrêtera  au  n‘imr  terme,  oirrira  un 
module  inférieur  à 


On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante. 

296.  3“,c  Théorème.  Supposons  que  la  variable  t,  et 
des  fonctions  x,  y,  Sy...  de  cette  variable,  étant  liées 
entre  elles  par  les  équations  différentielles 


dx  = 0.  (x,  /,  z, . . )dt , dy  =zip,{x,  yy  2( . . 
dz—  <p}  (x,  y,  z,..  .)dt, 

on  nomme  £,  n,  . . de  nouvelles  valeurs  de  x,y,  z,.... 
correspondantes  à une  nouvelle  valeur  r de  é;  £,  rj, 
seront  développables  par  la  formule  [I(„T)]  en  séries  con- 
vergentes ordonnées  suivant  les  puissances  ascendantes  de 
la  différente  r — f,  si  la  valeur  numérique  de  cette  diffé- 
rence est  inférieure  à celle  que  détermine  l’équation 


t- 


<P.  (*-f -xt,y-hyi,...) 


L M-) 

Xi 


Si 
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tes  modules  r',  r",  r'",...  des  expressions  imaginaires 


, = 

étant  choisis  de  manière  que  les  fonctions 

tp,(x-hxi,  y -h fi,  î + î,+...),  <?>(•••)>  ?*(•••). 


demeurent  finies  et  continues,  quels  que  soient  les  an- 
gles ff,  0",  6*, . . . , pour-  les  valeurs  attribuées  à ces  mo- 
dules, et  pour  des  valeurs  plus  petites.  Alors  le  reste  de 
chaque  série  réduite  à ses  //  premiers  termes,  sera  infé- 
rieur, abstraction  faite  du  signe,  au  produit  [E,(,j)]  ou  à 
celui  qu’on  en  déduirait  en  remplaçant  L(x  -+■  x,)  par 
l’une  des  quantités  L[z  -h-.  )>••••  Alors  aussi 

une  fonction  quelconque  de  £,  19,  £,...,  désignée  par 
•/”(£,  *3j’4T»  * • •)>  scra  elle-même  développable  en  uue  sé- 
rie convergente  ordonnée  suivant  les  puissances  ascen- 
dantes de  r — t,  et  le  reste  de  celte  série  sera  inférieur, 
abstraction  faite  du  signe,  au  produit  (E„),  si , pour  les 
valeurs  attribuées  aux  modules  r",  r *,...,  ou  pour  des 
valeurs  plus  petites,  la  fonction 

J{*  •+■  Xf , y -X-  Xi , s -f-  s,  -H ... } 


demeure  finie  et  continue  aussi  bien  que  les  fonctions 
<pM  Çîï  quels  que  soient  d’ailleurs  les  angles  6',  6", 

®V- 

297.  Si,  dans  les  équations  proposées  ( D),  F,,  F,, 
Fj,...  renferment  explicitement  la  variable  t,  des  rai- 
sonnements pareils  à ceux  par  lesquels  nous  avons  établi 
le  2"'  théorème  fourniraient,  au  lieu  du  3”'  théo- 
rème, celui  que  nous  allons  énoncer. 

4mc  Théorème.  Supposons  que  la  variable  t,  et  des 
fonctions  X , y,  z,...  de  cette  variable,  étant  liées  par 
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les  équations  dillérentielles 


rlx  = <p,  (x,  y , z , . . . , t)  dt , dy  = <p,dt , dz  — Ç)dl , 
on  nomme  £,  ri,  de  nouvelles  valeurs  dex,^,  z,..., 
correspondantes  à une  nouvelle  valeur  r de  t.  Concevons 
d'ailleurs  que  u = f (x,  y,  z,. . .)  étant  une  fonction 
quelconque  de  x,  y,  z,...,  on  pose,  pour  abréger, 

Fd»  = ?,  D,«  -+-  ç,  ft/i  -+-  fi  D.h 


et  que  l’on  désigne  par  F'„u,  F "uu,  F''m,...  ce  que  de- 
vient Fuit  quand  à la  variable  t on  substitue  d’autres 

variables  f.',  t",  f", Soient  encore  e',  t”,  e",...  des 

nombres  inférieurs  à l’unité,  et  supposons  les  modules 
r',  r",  r",...  des  expressions  imaginaires 


r^V-. 


choisis  de  manière  que  chacune  des  fonctions 
$>,[x  + x„  y+y,,  z + z-,,...,  t -4- 1' {r  — t) ],  ?,(...), 
demeure  finie  et  continue,  quels  que  soient  les  angles 
ff,  0",  0*,...,  pour  les  valeurs  attribuées  à ces  modules  et 
pour  des  valeurs  plus  petites.  Enfin,  posons 


A,= 


:Ll‘‘  = X+fit  *+*<»  t + im{v  — t)], 


A ,=L 


?, 


A3  = V 


L indiquant  le  plus  grand  module  que  puisse  acquérir 
chaque  fonction  quand  on  fait  varier  les  angles  fl',  6",  fl", 
sans  changer  r',  r",  r*,...,  ete'm,  e?n,  e™,...  représentant  les 
valeurs  qu’il  faut  attribuer  à e',  t",  z",  pour  que  chaque 
module  devienne  le  plus  grand  possible.  £,  r, , £,...  se- 
ront développables  en  séries  convergentes  par  la  formule 


% =.r—  /Vnxrff'  F'DF’Dx<*w«ft' 

t/T  t/T  J T 

- f"  f"  VDr^w...+..„ 

*'  T t * T J T 
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et  autres  semblables,  si  la  valeur  numérique  de  T — l est 
inférieure  à celle  que  détermine  l’équation 


Alors  le  reste  de  chaque  série  réduite  à ses  n premiers 
termes  sera  inférieur,  abstraction  faite  du  signe,  au 
produit  [ E(„'J],  ou  à celui  qu’on  obtiendrait  en  rempla- 
çant L{x  + Xi)  par  l’une  des  quantités  L(y  +_/,), 

L (z  zt),...,  les  valeurs  de  A,,  A„  A,,...  étant  tou- 
jours déterminées  par  les  mêmes  équations.  Alors  aussi 
la  fonction  J" (Ç,  rj,  £,...)  sera  elle-même  développable 
par  la  formule 

/(«,  »,  ?,...)=/[*,  y,  />/*  y,z,...)dt'  ^ , 

/,  Z,...)dt"dt' 

et  le  restede  cette  série  sera  inférieur,  abstraction  faitedu 
signe,  au  produit  (E„),  si,  pour  les  valeurs 'attribuées  aux 
modules  r',  r",  r*,.,.,  ou  pour  des  valeurs  plus  petites,  la 
fonction  f (x  -f-  Xi,  y z-J-z,-,...)  demeure  finie 

et  continue  aussi  bien  que  les  fonctions 
quels  que  soient  d’ailleurs  les  angles  0',  0",  (T,.... 

Dans  l’application  des  3m'  et  4"'  théorèmes,  il  est 
avantageux  de  choisir  les  modules  r,  r",  r"....,  de  telle 
■Sorte  que  la  limite  assignée  au  module  de  T — t soit  la 
plus  gVaude  possible. 

298.  Note.  On  a vu,  par  ce  qui  précède,  que  pour  déter- 
miner le  reste  des  séries  qui  expriment  les  intégrales  des 
équations  proposées,  il  fallait  chercher  la  valeur  em  de  e, , 
propre  à donner  la  plus  grande,  valeur  possible  à une  ex- 
pression dépendante  de  6,  et  que  J on- Supposait  déjà  par- 
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venue  à son  maximum,  par  rapport  à 0.  Cette  plus  grande 
valeur,  qui  conduit  à l’expression  du  reste,  est  du  genre 
de  celles  qu’011  a appelées  maxima  maximorum  et  que 
M.  Caueliy  apprend  à déterminer  dans  une  petite  Note 
récemment  publiée,  que  l’on  sera  bien  aise  de  retrou- 
ver ici. 

Soit  x une  variable  réelle  et  u = f{x)  une  fonction 
réelle  de  x,  qui  demeure  continue  avec  sa  dérivée  se- 
conde f"(x),  du  moins  entre  certaines  limites.  Les  va- 
leurs de  x qui,  étant  comprises  entre  ces  limites,  corres- 
pondront aux  valeurs  maxima  et  minima  de  la  fonction  u, 
seront,  comme  on  sait,  celles  qui  vérifieront  l’équation 

/'(•*)  = o. 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  l’équation 

D,«  = b. 

On  sait  encore  qu’une  racine  simple  de  cette  dernière 
équation  fournit  un  maximum  ou  un  minimum  de  u,  sui- 
vant que  la  valeur  correspondante  de  Diu  est  une  quan- 
tité négative  ou  positive. 

Dans  certaines  questions  il  importe  de  déterminer, 
non  pas  tous  les  maxima  ou  minima  d’une  fonction 
donnée,  mais  seulement  le  plus  grand  de  tous  les  maxima , 
ou  le  plus  petit  de  tous  les  minima,  c’est-à-dire,  en  d’au- 
tres termes,  le  maximum  maximorum  ou  le  minimum 
minimorurn ; on  peut  y parvenir  dans  un  grand  nombre 
de  cas  à l’aide  des  considérations  suivantes  : 

Concevons  que  la  fonction  u renferme  , avec  la  varia- 
ble .r,  un  certain  paramètre  a : il  arrivera  souveul  que 
pour  une  valeur  particulière  de  ce  paramètre,  il  sera  fa- 
cile de  reconnaître  quelle  est  celle  des  racines  de  l’équa- 
tion l),u  = o qui  fournit  le  maximum  maximorum  de 
u.  Soient  X cette  racine,  et  1)  la  valeur  correspondante 
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de  u ou  le  maximum  maximoruni;  on  aura 
U =/(X), 

X étant  racine  de  l'équation 

D,  « = /'(*)  = o- 

Concevons  maintenant  que  le  paramètre  a vienne  à va- 
rier par  degrés  insensibles  : la  racine  X,  qui  correspond 
au  maximum  maximoruni  de  la  fonction  u,  variera  ellc- 
raème  en  général  par  degrés  insensibles,  jusqu’à  l’instant 
où  l’on  aura  u = i/,,  u,  désignant  un  autre  maximum 
correspondant  à une  autre  racine  X,  de  l’équation 

/'  (*)  = <>, 

par  conséquent  jusqu’à  l’instant  où  l’équation  en  «,  pro- 
duite par  l’élimination  de  x entre  les  formules 

■u  — o,  D* u =r  o , 

acquerra  des  racines  égales.  Soit  £7  =o  cette  équation  en 
u ; parmi  les  valeurs  de  u qui  représenteront  des  racines 
égales,  se  trouveront  comprises  celles  qui  correspondront 
à des  racines  égales  de  l’équation  ► * 

D .u  = o, 

* 

c’est-à-dire  à des  valeurs  de  x pour  lesquelles  se  vérifie- 
ront simultanément  l’équation 

% 

Drn  = o, 

et  la  suivante 

d;«  = o. 

■ •. 

Des  raisonnements  semblables  à ceux  dont  nous  avons 
fait  usage,  nous  auraient  conduit  aux  mêmes  équations 

< U = o,  DJk  — o, 

s’il  eût  été  question  de  fixer,  non  plus  le  maximum 
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maximorum,  mais  le  minimum  minimorum  de  la  fonc- 
tion u.  On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Ier  Théorème.  Soient  x une  variable  réelle  et 
u = f(x)  une  fonction  de  x qui  demeure  continue, 
du  moins  pour  des  valeurs  de  x,  renfermées  entre  cer- 
taines limites;  soit,  de  plus,  X une  racine  de  l’équation 

D*u  = o, 

qui,  étant  comprise  entre  ces  limites,  fournisse  le  maxi- 
mum maximorum  ou  le  minimum  minimorum  de  la 
fonction  u.  Si  ce  paramètre  vient  à varier,  la  racine  X 
continuera  de  correspondre  au  maximum  maximorum 
ou  au  minimum  minimorum  de  la  fonction  u,  jusqu’au 
moment  où  le  paramètre  a deviendra  tel  que  l'équation 
U = o,  produite  par  l'élimination  de  x entre  les  formules 
« — f(x),  D,u  = o, 

« x » 

acquière  des  racines  égales,  par  conséquent  des  racines 
pour  lesquelles  se  vérilie  la  condition  DUU  = o.  D’ail- 
leurs cette  condition  sera  remplie  pour  les  valeurs  de  u, 
correspondantes  à des  valeurs  de  x,  qui  vérifieront  non- 
seulement  l’équation 

D,«  ■—  o, 

mais  encore  la  suivante 

V l)i  u — o. 

En  raisonnant  de  la  même  manière,  on  établira  géné- 
ralement la  proposition  suivante  : 

2mt'  Théorème.  Soient  x,y,  z,...  des  variàbles  réelles, 
et  u =s  f (x,  y,  z,...)  une  fonction  réelle  du  x,  y,  z,... 
qui  demeure  continue,  du  moins  pour  des  valeurs  de  x, 
y , 2,...,  renfermées  entre  certaines  limites.  Soit  de  plus 
x,  y,  z,...  un  système  de  valeurs  de  x,  y , z,...  qui,  étant 
comprises  entre  ces  limites,  vérifient  les  équations 
D,«=;o,  D,m  = o,  O,n  = o,..., 
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et  qui  fournissent  le  maximum  maximorum , ou  le  mini- 
mum minimorum  de  //,  pour  certaines  valeurs  particu- 
lières d’un  ou  de  plusieurs  paramètres  a,  6,  y conte- 
nus dans  la  fonction  u.  Si  ces  paramètres  viennent  à 
varier,  le  système  des  valeurs  x = x,  y = y,  z = z,..., 
continuera  de  correspondre  au  maximum  maximorum  ou 
au  minimum  minimorum  de  la  fonction  «,  jusqu’au  mo- 
ment où  les  paramètres  deviendront  tels  que  l'équation 
U = o,  produite  par  l’élimination  de  x,y,  s,...,  entre 
la  formule 

“=/(*>  y, 

et  les  suivantes  ' 

Dj u o ( Dr«=o,  D.tc  = o,..., 

acquière  des  racines  égales,  par  conséquent  des  racines 
pour  lesquels  *s  sc  vérifie  la  condition  o.  D ailleurs 

celte  condition  sera  remplie  par  les  valeurs  de  n,  corres- 
pondantes à des  valeurs  de  x , y , z,...,  qui  vérifieront 
non-seulement  les  formules  ’ , 

D^a  = o,  Dvit=o,  D1ic=o,..., 

mais  encore  la  suivante,  ^=0,  v désignant  la  fonction  al- 
ternée que  l’on  forme  avec  les  termes  renfermés  dans  le 
tableau 


D]  u, 

IfryU, 

Di,  «, 

4 D 

Dr’  U, 

d;.«,  «. 

Dî.«, 

DJ,  u , 

D,1  u. 

En  sorte  que  l’on  ait,  par  exemple,  qnand  les  variables- . 
x , y,  z,'. . . se  réduisent  à deux, 

. v ~ WJ  u DJ  u — ( D,  u D,  u)1 . 
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Note  additionnelle. 

M.  Jacobi  a appelé,  dans  ces  derniers  temps,  Patten- 
tion  des  géomètres  sur  un  théorème  très-remarquable  de 
Poisson,  lequel , pour  certains  systèmes  d’équations  dif- 
férentielles , permet  de  déduire  les  intégrales  les  unes  des 
autres  d’une  manière  directe,  et  sans  employer  des  qua- 
dratures; de  sorte  que , dans  certains  cas,  il  suffit  de 
connaître  deux  intégrales  pour  arriver  à toutes  les  autres. 
Il  nous  serait  impossible  d’exposer  ici  complètement  cette 
belle  théorie  de  Poisson , rendue  plus  générale  par  M.  Ja- 
cobi ; mais  nous  pouvons,  en  terminant  ce  que  nous  avons 
à dire  de  l’intégration  des  équations  différentielles  ordi- 
naires, profiter  d’une  INotc  de  M.  Liouville,  pour  donner 
au  moins  une  idée  de  ce  genre  de  recherches. 

Supposons  qu’on  nous  donne  à intégrer  les  quatre 
équations 

t D,x  = F,  = pD„F,  D,«  = F,  = — p D, F , 

1 ( D,r=F,=  fD,F,  IV  = F4  = -<pl),F, 

dans  lesquelles  ç désigne  une  fonction  donnée  des  cinq 
variables  x,  u,  y,  w,  t,  et  F une  fonction  des  seules  va- 
riables dépendantes  x,  u,  y,  e. 

L’expression  F=C,  C étant  une  constante,  sera  évidem- 
ment une  des  intégrales  des  équations  données,  car  cette 
équation  vérifie  évidemment  l’équation  aux  dérivées  par- 
tielles 

D,Y+  F,D,F  -4- F,  D„ F F3  D7  F -t-  F4 1), F =0. 

Supposons  que  f = c,  f étant  une  fonction  des  seules 
variables  x,  uf  y,  e,  soit  une  seconde  intégrale  de  ces 
mêmes  équations,  ou  que  l’on  ait  identiquement 

(C)  D.FD,/—  D.FD./+  D,KD;/-K/FD,/=o;  • 
et  proposons-nous  de  trouver  les  deux  autres  intégrales 
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qu’il  faut  joiudre  aux  précédentes  F = C,  f — c,  pour 
déterminer  complètement  x,  u,  jr,  v en  fonction  de  la 
variable  indépendante  t. 

Pour  cela  , observons  d’abord  que  des  deux  équations 
F = C,  f ~'C,  on  peut  tirer  les  valeurs  de  deux  des  in- 
connues u et  v par  exemple , en  fonction  des  deux  au- 
tres, et  des  constantes  arbitraires  C,  c.  En  portant  ces 
valeurs  dans  les  équations 

D,x  = fD„F,  D,  y = çD,F, 

011  arrivera  à deux  équations  à deux  variables,  et  pour 
que  f = c soit  une  de  leurs  intégrales,  il  suffira  que  l’on 
ait 

D,  f + ftD.FDJ-t-  D,FD;f)  = o, 
ou  môme  plus  simplement 

D.FD,f  + D,FD;f  = o, 

si  f ne  renferme  pas  la  variable  indépendante  /. 

Admettons  maintenant,  ce  que  nous  démontrerons 
tout  à l’heure,  que  le  binôme  udx  + \>dy  soit  la  diffé- 
rentielle d'une  certaine  fonction  y des  seules  variables 
x,  y : on  aura 

f(udx  4-  x,  « = !>,*,  *V  = D, 

Mais  en  différentiant,  par  rapport  à c,  dont  « et  v dépen- 
dent, l’équation  F = C,  on  trouve 

D„F  Dc  u +D,FD,p  = o, 
ou 

D«  F D,.Df  * 4-  D,F  Dr.Dc  * = o ; 
donc  l’équation 

D„FD,f  -+-  D,F  Drf  = o 

sera  vérifiée,  et  f = c sera  l’intégrale  cherchée,  si  l’on 
fait  f=  Dc/,  et,  par  conséquent,  Icquation  = c 
sera  une  troisième  intégrale  des  équations  (D). 
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Si  çp  est  une  fonction  de  t seulenieut,  on  trouvera  ai-' 
sèment  une  quatrième  intégrale.  Difleremions  en  eflèt, 
par  rapport  à C,  l’équation  F=C,  puis  multiplions  par  y, 
il  viendra 

— ÿ + ^(D,FDc«  -+-  D, F Dc  v)  = o 
ou 

— ? + ?(D„F  Dj.Dc  ;p  -t-  D,  F D,  .De  %)  = o ; 

d’où  il  suit  que  l’équation 

D,  f-f-  p ( D„  F D,  f -+-  D,FDrf)  =0 

sera  satisfaite  par  f = Dc  ^ — J ydt , et  que,  par  consé- 
quent, c étant  une  constante  arbitraire,  la  dernière  in- 
tégrale cherchée  des  équations  (D)  sera 

Dr;  x,  — fpdt  + c. 

Mais  lorsque  f ne  se  réduit  pas  à une  simple  fonction  de 
t,  011  doit  se  borner  à tirer  des  trois  intégrales  connues 
les  valeurs  dc  trois  des  variables  dépendantes , u,  y,  e', 
par  exemple,  pour  les  reporter  dans  la  première  des 
équations  données,  qui  ne  sera  plus  qu’à  deux  variables, 
et  dont  il  restera  à trouver  l’intégrale  complète. 

Il  reste  à démontrer  que  udx  + vdy  est  une  dilféren- 
tielle  exacte  , ou  queD,  u = D^e.  Or,  des  deux  équations 
F = C,  f = c,  diflèrentiécs  tour  à tour  par  rapport  à x 
et  y,  en  y regardant  u,  v comme  fonctions  des  deux  pre- 
mières variables,  on  tire 

D,  F+Du  F Dxit-(-D,  F I),  v=o,  D,/' -t-  D„  /“D,  « -f-  D,  /'  I),  r=o, 
DrF-l-D„  FD;«+D,  FD7p=o,  D//+Du/Dru-f-D1/Dr.'=o, 
D,/D.,F— D./D.F  D,/DrF— D,/D,  F 

D„/D. F-D,/DUF’  7“  \),,f  D,  F — D,  fT)u  F ’ 

et  ces  deux  valeurs  sont  évidemment  égales,  en  vertu  de 
l’équation  (C)  : 

D„FD,/ — D,FDU/ -|-D,.FDr/  — DrFDr/=  o. 
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Un  prouverait  aussi  delà  môme  mauière  tjue  le  binôme 
xdu  ydv  est  une  difïèreutille  exacte  dp,  et  la  fonction 
p servirait,  comme  la  fonction^,  à déterminer  les  deux 
dernières  intégrales  des  équations  données.  • 

M.  Jacobi  remarque  que  cette  méthode  d'intégration 
s’applique  d’elle-môme  aux  deux  équations  du  second 
ordre 

Di’x=  — D,R  — Drtt,  H}  y = — DrR  — D7  Æ, 

qu’on  peut  remplacer  par  les  quatre  suivantes 

D,  x = « , D,u=  — D,(  R -t-  /t), 

D,j=e,  D,k  = — p,(  R . 

t 

et  qui  déterminent  le  mouvement  d’un  mobile  qui  se  meut 
dans  un  plan  soumis  à des  actions  DrR,  I),  B,  fonctions 
des  distances  r,  r de  ce  point  à deux  centres  fixes  situés 
dans  ce  plan.  Pour  faire  coïncider  ces  équations  avec  les 
équations  (D),  il  suffit  de  poser 

? = I , F=;(»,+  »‘)  + lt+)l. 


FIN  DU  DEUXIEME  VOLUME. 
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